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2.1. Model Matematika

ganvak permasalahan di luar Matematika, misalnya dalam
bidang Biologi, Ekonomi, Kimia, Fisika dan lain-lain, se -
vringkali tidak bisa disslesaikan secara langsung. Untuk
mengatasi hal ini, seringkali suaﬁu bermasalaﬁan dapat
diselesaikan secara matematika, dengan terlebih dahulu
menter jemahkan permasalahan yang dihadapi ke dalam bahasa
Matematika yang disebut model matematika dari permasalahan

tersebut.

.. Model _adalah. gambaran (perwakilan) suatu objek vang

disusun dengan tujuan tertentu. Objek disini dapat berupa

kejadian, proses, sistem dan lain sebagainya. Melalui model,

orang dapat memperoleh gambaran yang lebih Jjelas mengenai

-objek, .dapat mengadakan percobaan terhadap model tanpa

mengganggu objek dan dapat membuat gambaran masa depan,
- Langkah-langkah = vang ditempuh -dalam penyusunan model:

matematika, dapat dirinci menjadi enam langkah, yaitu

1, Perumusan masalah nyata (real).

2. Penyusunan model (penyustunan dalam bahasa matematika).r

3, Penyelesaian masalah dalam model dengan alat matematika
yang sesuai.

4. Penafsiran kembali ke éistemnya (interpretasi ke dunia

. nyata).

o

Pengkajian penyé]esaian dengan mengadékéﬁ“'bércébéaﬁ—béggm"

cobaan,



6. Pelaksanaan/penggunaan hasil sesuai dengan tujuan yang
ingin dicapai,

Model disebut baik, hila model mampu memberikan gambar

- an objeknya dengan cukup jelas, sehingga tujuan penyusunan

model tercapai.

2.2, Model Aksiomatik

Untuk menvelesaiakan suatu masalah dengan mode}‘matemaﬂ_'

tika aksiomatik (untuk selanjutnya disingkat model aksioma-

tfk sajé), terlebih dahulu dirumuskan sistem aksioma, yaitu

menentukan unsur-unsur tak terdefinisikan (undefined terms), -

“mbggefyim“ygggggah—ungkapan aksioma yang " berkaitan dengan
unsur tak terdefinisikan tersebut. Masing-masigémm;gégéﬁ;"
tidak bertentangan satu dengan yang lain, yang banyaknya
herhingga, dibuat tergantung cakupan masalah yang akan

diselesaikan.

Dari sistem aksioma diturunkan bsrbagai konsekuensi

logis yang selanjutnya disebut teorema, Untuk membuktikan

apakah tsorema benar dan tidak bertentangan dengan aksioma,

maka dibuat definisi-definisi bila diperlukan. Sistem aksio-

ma, teorema-teorema dan definisi-definisi tersebut membangun .

suatu teori.
Pengertian-pengertian dalam model aksiomatik
1. Unsur tak terdefinisikan adalah unsur/konSep dasar
untuk  mendefinisikan -konsep berikutnya, ‘misalnya.
£itik, gardis, pohon, kebun dan Tain=lain. =~ 7 7~

9. Aksioma adalah suatu anggapan (asumsi) dalam sistem




matematika atau logika vang telah diterima sebagai suatu
kehenaran tanpa suatu bukti. Dari sini selanjutnya dapat
ditarik suatu teorema.

3, Sistem aksioma adalah kumpulan dari unsur-unsur tak
terdefinisikan bersama aksioma-aksioma yang diungkapkan
dengan unsur tak terdefinisikan tersebut. Dari sistem
éksioma dapat.diturunkan teorema-teorema, séh%ngga teore-

-ha-merupakan" konsekuénsi logis dari aksioma. |

4, Teorema_ adalah konsekuensi logis dari aksioma. Dalam
model aksiomatik teoFéma;teorema harus dapat dibuktikan
kebenaranya secara logis bahwa tidak bertentangan satu

_dengan yang lain. o | -

5, Teori adalah kumpu]én dari sistem aksioma, teorema dan
definisi,

Suatuy model logik dapat dibangun dari suatu sistem
aksioma I, apabila peﬁnyataan-peﬁnyataah yang diturunkaﬁ
dari sistem aksioma tersebut adalah benar “dan merupakan
syatu fakta yang- dapat dibuktikan kebenaranya.

Sebe!um dibahas masaliah hubungan antara model logik
dengan model fea1 maupun model aksiomatik,'terlebih dahulu

diberikan contoh penyusunan sistem aksioma.

2.2.1. CONTOH MODEL AKSIOMATIK
| Ambil Z.édaTah suatu sistém aksioma dengan”unsur-uhsur
tak terdefinisikan adalah pohon 'dan Kkebun, dan aksioma-
aksiomanya sehagai berikut :

Ay i Setiap kebun adalah himpunan pohon-pohon  yang me-



memuat paling sedikit 2 pohon.
Ay : Tefﬁapat paling sedikit 3 pohon. 7
Ag : Jika diberikan 2 pohon Ty dan Ty maka ada satu dan
hanya satu kebhun yang memuat kedua pohon tersebut.
Ag : Diberikan suatu kebun F dan pohon T di luar F, maka
ada satu dan hanya satu kebun Fe yang memuat T dan
disjoint  dengan F (yaitu F-n FC = ¢)
Dapat dibuktikan béhwa_keempat aksioma di atés tidak
saling bertentangan, sebagai berikut :
Aksioma Aq, untuk membuat permasalahan menjadi sederhana.
Aksioma'Az, agar perhasa1ahaﬁ"dapat‘dirumuskan dehgan bﬁik, 
dan tidak bertentangan dengan aksioma A;. |
'Aksioma Ag, agar permasa1éhan dapat dirumu;k;;méé;ééﬁmga;k:
dan tidak bertentangan dengan aksioma Ay maupun dengan
aksioma A,.
Aksioma A4, diberikan kebun F (paling sedikit memuat dua

péhcn sesuai aksioma A1) dan pohon T diluar F (berarti

.aksioma A, terpenuhi), maka ada satu dan hanva ﬁatu kehun F'

yang memuat T dan disjoint dengan F (berarti aksiqma' Ag
terpenuhi), A
Terlihat aksiom-aksioma A1,A2,A3'dan Ay tidak saling berten-

tangan.

MODEL LOGIK DAR! I :

1. Model logik 1

T Pohen mempunya S UARETd uma r'ea’l . 'masa U SERFUmPUT £ ga

. .pohon“”akan membentuk model logik dari I. Bila hanya ada



)

tiga pohon, maka hanya ada satu kebun yang memuat ke-
tiga pohon tersebut. - Dengan meodel 1ini dapat di}ihét

bahwa keempat aksioma di atas berlaku dan tidak saling

hertentangan.

Model logik 2
Pohon mempunyai arti dunia real biasa. Dalam hal ini,
kita mempunyai kumpulan dari empat pohon A, B, C, dan D,

sehingga dapat didefinisikan enam kebun yang masing-

" masing memuat dua - dan hanya dua pohon : Fy = . {A,B},
Fp = {A,C}, Fg = {A,D}, Fy = {8,0}, F5 = {B,D}, Fg ={C,D}.

Dengan definisi kebun dan pohon seperti tersebut diatas,

dapat dibuktikan kebenaran aksioma tersebut diatas.

gambar 2.1

Buktinya, terlebih dahuli dibuat diagram yang menggambar-

kan keenam kebun dan posisi keempat pohon, seperti yang .

terlihat pada gambar'2.1.




1. Aksioma Ay benar, berdasarkan definisi kesnam ke-
bun Fis i=1,2,3,4,5,6.
2. Aksioma Ay henar, karena diketahui adanya empat pohon

A, B, C, dan D.

3, Aksioma Ag benar, dari gambar di atas terlihat untuk
tiap dua pohon hanva termuat pada satu kebhun.
4, Aksioma A, benar, karena Fy={A,B} dan Ff=Fg={C,D},

Fp={A,C} dan F,%=Fz={B,D}, F3={A,D} dan F3°I'=F4='{B‘_,C_},__ '_

sehingga berlaku FNF = &,
Model logik 3.

__Pohon didefinisikan sebagai titik, sedang kebun di-
definisikan sebagai garis dalam geometri Euclidé;ﬁ:
maka sistem aksioma I dapat ditafsirkan ke dalam geometri
Euclidean. |

Misal sistem aksioma B dengan unsur-unsur tak terdefini-

~sikan titik dan wgaris, dan aksioma-aksiomanya ssebagai

berikut . _

A1': Setiap garis lurus adalah kumpulan titik-titik

vanhg berisi paling sedikit dua titik.

A,': Terdapat paling sedikit tiga titik,

A3': Jika ‘diberikan dua titik T4 dan To, maka ada satu
dan hanya satu garis lurus yvang melalui kedua titik
tersebut. |

+ Diberikan suatu garis F dan titik T berada di luar F

maka ada satu dan  hanya sati garis luris F'yang

sejajar déngén F.




Model logik 3 terlihat bherbeda terlihat berbeda dengan
model Togik 1 dan model logik 2, vyaitu sistam aksioma yang
berliaku pada 1ilmu ukur Euclidean.

Pembahasan selanjutnya hanya didasarkan pada model lo-
gik 1 dan model logik 2 saja, selanjutnya djungkapkan per-

nvataan-pernyataan yang merupakan suatu teorema-teorema.

TEOREMA 2.1: .

Misal diberikan sistem lebih dari dua kebun.

Apabila terdapat dua “huah kebun Eerbeda “maka tekdapat_

" t4iga buah kebun berbeda.

sebelum membuktikan kebenaran teorema 2.1, didefinisikan

ter]ebﬁh dahulu pengertian dua buah kebun berbeda.

DEFINIST 2.1:
Dua buah kebun F, dan Fp dikatakan berbeda apabila F{# Fy
-dengan Fq4 dan Fo dipandang'sebaga{ himpunan elemen pohon-

--pohon.yangnberada.pada.masing“masing kebuh,_-

BUKT! TEOREMA 2.1:
 Ambil dua buah kebun berbeda Fy dan Fy, Berdasarkan aksi-
oma Ajq dan A, serta definisi di atas, dapat aitgmukan
sebuah pohon pada masing-masing kebun yang tidak berada
“ bada kebun yang'1ain, |

Andaikan T4EF4 tapi  T1¢F2'dan‘T2EF2 tapi T2¢F1, menubut

Caksioma “Aé %éﬁdapat1éﬁu'“ééﬁﬂmﬁéh"ﬁfdéK“Tébﬁh'dari satus

kebun yang. memuat T, dan T,, namakan kebun tersebut Fz.




Berarti F £ F3 mengingat To¢F, dan F ot 2 mengingat

T1€F o9, ini berarti Fq adalah kebun yang berbeda dengan

Fq maupun Fj, jadi terbukti ada tiga kebun berbeda Fq, Fo

dan F3. -

TEOREMA 2.2:

Misal diberikan sistem lebih dari tiga kebun.

.Apabila terdapat tiga buah kebun yang berbeda akan terf"

dapat empat buah kebun yang berbeda.

—

BUKT! TEOREMA 2.2:.

;mﬁqdaiﬁﬁq_F1, Fé dan F3 tiga buah kebun yang berbeda, maka

berdasarkan definisi 2.1 diperoleh:

Fy dan Fo dua buah kebun vang berbéda, berarti terdapat
T, dimana TqeFq dan T#F,.

Fo dan Fa dua buah kebun vang berbeda, bsrarti terdapat

~T2 dimana T2€F2 dan T2¢ F3.

.Fa . dan FT.an.buah”kebun yang berbeda, berarti teraapgp_”

Ty dimana T3&Fg dan T3 ¢Fq.
Berdasarkan aksioma As, pasti ada satu dan tidak lebih
dari éatu kebun yang memuat T; dan T,, andaikan kebun
tersebut F, maka kebun Fy ini pasti Jjuga mémuat‘fa.."
Dengan demikian diperoleh:'F4={T1,T2,T3} dengan
Ty € Fg-Fp berarti kebun Fy dan F, berbeda,

To & Fyp-Fg3 berart] kebun-F4-dan Fg berbeda,

'"fgmémﬁéiﬁiwmbéﬁékﬁi"kébud”Fﬁfdéh“FTTbéFbédé{'"“”“

”TéerRtﬁ ada empat kebun yang berbeda, yaitu Fy,F,,F3
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dan Fu.
Berdasarkan_prinsip aplikasi logik, diperpleh hubungan
antara teori dari suatu sistem aksioma dengan model

logik dari sistem yang sama.

PRINSIP 2.1:

Setiap teorema dalam suatu teori yang diturunkan dari

sistem aksioma . adalah . berlaku benar. untuk .setiap.i“

model logik dari sistem aksioma I,
BUKTI PRINSIP 2.1:

) Teorems 2.1 terhadsp mode] logik 1 dan model Togik 2.
Teorema 2.1 menyebutkan 'Jika ada dua kebun berbeda
maka ada tiga kebun berbeda', apabila kalimat 'jika
ada dua kebunvberbeda' dinotasikan dengan A dan kali-
mat 'ada tiga kebun berbeda' dinctasikan dengan B

maka teorema 2.1 dapat ditulis dengan kalimat A —> B.

(i).HPadalmodel_iogik.1: karena. hanya .ada satu kebun

berbeda maka A salah, akibatnya nilai logika
dari A —> B adalah benar.

'(ii) Péda' mocdie] ﬁogik 2 : karena ada enam kebun _
berbéda, maka kalimat A —> 8 bernilai logika
benar.

h) Teorema 2.2 terhadap mode]l 1ogik71:dan mode 1 ]og{k 2,
" Teorema 2.2 menyabutkan, .jikaradé tiga kebun berbeda

‘maka ada empat kebun berbeda. Apabila kalimat 'jika
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ada tiga kebun berbeda' dinotasikan dengan P dan

kalimat "ada empat kebun berbheda’ dinatasikan dengan Q

maka teorema 2.2 dapat ditulis dengan menggunakan

kalimat matemétika P —> Q.

(i) Pada model logik 1 : karena hanya ada satu
kebun, maka P salah., Akibatnya nilai logika
dari kalimat P —> Q bernilai henar.

(ii) Fada' mode}.Togik 2 : karena ada enah kebun'
berbeda, maka kalimat P —> Q bernilai lﬁogika

—_—

benar,

_PRINSIP 2.2 : |

BUKT!

Hukum kontradiksi ‘ber1aku untuk setiap ‘model dari

sistem aksiomza I.

PRINSIP 2.2 :

Perlu diketahui bahwa "Hukum Kontradiksi" menyatakan

. "Pernyataan S .dan. _ # S (negasi dari $) tidak dapat

ber laku/benar secara bersama-sama'.

Jika setiap model dari sistem aksioma I bernilai

‘benar,,maka negasi- dari setiap model tersebut pasti

hernilai salah dalam éistem aksioma .

a) Teorema 2.1 :

Misal diberikan sistem lebih dari dua kebun.

s ada dus kebun Berbeda maka ada tiga Kebun berbeda. T

Jadﬁ teoré@§;dapat.ditﬁlié




VF{,Fp « Fq#Fy —> JF3 . FafF & Faf Fy

Negasj dari teorema 1.1 adalah

Ada dua kebun berbeda dan tidak dapat dibuat kebun ketiga
yang berbeda dengan dua kebun semula, atau dengan kalimat
matematik dapat ditulis |

AF1,Fp . Fq#Fo % (YF3 . Fa=Fy v Fg=F, )

Pérnyatéah ini, menurut definisi 1 jelas salah karena

. tidak akan ditemukan dua kebun yang sama.

b) Teorema 2.2 :

" Misal diberikan sistem lebih dari tiga kebun.

Jika ada tiga kebun berbeda maka ada empat kebun berbeda.

Teorema 2.2 dapat ditulis

Y Fq{,Fg,Fg » Fi#FodFy —> JFy . Fuiffy &k Fyify k Fa?Fg
Negasi teorema 2.2 adalah

Ada tiga Kebun bherbeda dan tidak dapat dibuat kebun
.keempat yang berbeda dengan tiga kebyn semula, atau

-;dengan-ka1imat~matemat1kudapatjditulis

VFq{,Fy,Fg . Fi#FofFg —> 3F, . F4éFy & FaFFo 3 Fu#Fs3.
AFq,Fg,Fy . Fq#F #Fg —> JFy . Fa7Fq 3 F4#Fy 3 F47F3

JFy,Fg,Fg - (F1FFo#Fg) & (Y Fy . Fyu=Fq v Fy=Fp v Fy=Fg) .. (%),

Berdasarkan nilai kebenaran disjungsi pada pernyataan
(*), dfperdféh _




(3)
(4)
(5)
(6)
()

 Secara logika dan berdasarkan sistem aksioma I,

3F4,Fo,Fa. (F1#F,7F3) % (V‘F4,F4=F1), FgtFo b F4=F3)
3F1;F2,F3. (Fy#Fo#F3) % (V Fy.Fyu=Fy Y FudFy j F #Fq)
AF1:F g, Fa . (Fi#Fp#F ) % (V Fyu.Fyu=Fq B FuoF, & FyuéFq)
AF 1, Fo,Fa. (Fy#Fo#F3) % (E(;'F4.F4;£F1 %Fy=Fy L Fy4F3)
3F1,Fp,Fa (FiEF #F3) & (V Fyu.F4=F{ 3 F4=F, 3 Fy=Fy)

ketujuh pernyataan diatas, masihg-masithbernilai

sehingga negasi teorema 2.2 diatas bernialaj salah.

‘Kesimpulan :

~ pulkan bahwa setiap mode] dari sistem aksioma I bernilai

14

atau
atau
atau
atay
atau
- maka

séléh

Berdasarkan bukti-bukti prinsip 2.1 dan 2.2 dapat‘disim?

benar, arti-nya sistem aksioma I konsisten.

-

Dengan prinsip 2.1 dan prinsip 2.2 mudah untuk

memeriksa konsistensi dari suatu sistem aksioma berdasar-

kan pembahasan di atas. Setiap sistem aksioma vang mem-

.punyai suatu model . logik adalah sistem yang konsisten:

'Sebagai contoh sistem aksioﬁa I untuk pohon dan kehun

yang telah disebutkan terlebih dahulu.

Langkah penting dalam membentuk suatu sistem aksioma

adalah membentuk pernyataan-pernyataan yang diinginkan,

untuk mengungkapkan prinsip-prinsip dasar dari dunia real

vang dipelajari. Diharapkan sisten aksioma ini mempunyai

“model logik dalam dunid real tersebut. Proses pembentukan

~ palam pergqbaan—pércpbaan.dan _pengamatan-pengamatan

 aTTEam akéioma R disebut Bu'iid‘gngmodel e e



~‘merupakan suatu sistem aksioma yang terdiri dari unsur--
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harus dapat memberikan fakta tentang dunia real vyang
sedang &ipelajari. Kemudian mencoba untuk mehjelaskan dan
melgkiskan fenomena tgrsebut. Hal 1ini bisa dilakukan
dengan cara mengusulkan pernyataan-pernyataan tertentu
vang mendasar dan terpenting. Seringkali pernyataan-
pernyataan itu mengandung unsur-unsur tak terdefinisikén,
vang dapat digunakan untuk meémbantu menjelaskan fakta-

fakta yang teramati. Unsur-unsur bersama perhyataanf

pernyataan tersebut menbangun suaty sistem aksioma,

sistem aksjoma inilah-yang disebut dengan mode! aksioma-

tik. Langkah selanjutnya adalah menguji dan - memodifika-

si  ‘model aksiomatik, yaitu dengan meninjau konseku-

ensi-konsekuensi dari aksioma-aksioma yang menyusun

model, dan ménguji apakah konsekuensi-konsekuensi itu
merupakan pernyataan-pernyataan yang henar tentang dunia

real yang dipelajari.

‘Hubungan penggunaan istilah-istilah yang berbeda tersebut

diatas, adalah sebagai berikut :

Model real :

merupakan kumpulan pernyataan-pernyataan tentang ob jek
real yang diperoleh darirsuaty proses pada observasi,
identifikasi dan aproximasi (pengamatan, pengenalan dan

perkibaan).
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unsur tak terdefinisikan dan aksioma-aksioma yang dida-
patkan dengan jalan‘ abstraksi dan kuantifikasi dari
objek pada model real.

Model aksiomatik juga memuat definisi-definisi dan teore-

ma-teorema yvang diturunkan dari aksioma-aksioma.

3. Model logik =

merupakan kaitan antaﬁa objek real dengan”unsurwuﬁsur tak_:
terdefinisikan dari aksioma;-sehingga aksioma-éksioma itp
men jadi peréyafatan-persyératan pada dunia reali yang_

dapat diperiksa kebenarannya.

'Pada gambar dibawah ini dilukiskan kaitan antara ketiga

macam model diatas

Dunia real

g o e

Model aksioﬁatik < . Model real

gamhar 2.2

Keterangan =
1, Garis tebal menunjukkan hubungan biasa antara model-model

. yvang . berbeda. . Model. real didapatkan. dari dunia real,;

‘mode] “raksiomatik “didapatkan  dari” model  r&al™ dan model — " -

logik (hila ada) terdapat dalam masalah real. =
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2. Garis putus-putus antara model real dan model legik,
menunjukkan hahwa seringkali susunan masalah real vyang
menyusun model real adalah merupakén model logik 1itu

sendiri.

Miéalnya pada dunia real diamati adanva émpat pohon,
. dan éda Rebun yéng Eanya 5efiéi ba1fng sedikit dua pohon;
Pendataan tersebut di atas merupakan salah satu contoh dari
inventarisasi masalah, data pengamatan dan 1ain—Tain,
diabstraksikan sehingga’rdapat ditentukan,‘ﬁnsur—unsur tak

terdefinisikan dan akéioma—akéiomanyé; yaﬁgukemudiah peng-

_gabungannya kita . sebut sebagai model aksiomatik. Model -

aksiomatik juga memuat definisi-definisi dan teorema-
teorema. Dari aksioma-aksioma yang dikaitkan dengan dunia
real, membentuk model Togik. Sebagai contoh misalkan terda-
pat empat pohon. Dari keempat pohon inf‘dapat didefinisikan
enam kebun yang masing;masing tepat meémuat dua pohon. Pemi-~
“salan ini sama -dengan pernyataan fenomena real Qangwdiamati
dan didata sebagai model real diratas.

Jadi pernyatdan dunia real yang 'menyusun model real

merupakan model. logik itu sendiri dan sebaliknya, sehingga

hubungan antara mode]‘real'dengan model logik saling ter-

kait.

2.2.2. tndependensi dan equivalensi

Dalam hal ini akan dibahas masalah relasi yang ada

diantara  sistem-sistem _aksioma. Andaikan T suatu sistem



éksioma, diketahui bahwa setiap aksioma pada sistem T
meﬁupakan unsur dalam membangun teori T. Dengan demikian
tidak mungkin diambil suatu bagian dari siétem aksioma T
secara keseluruhan. Sebaliknva, dimungkinkan heberapa
aksioma dari suatu sistem aksioma menghasilkan/menurunkan

suatu teorema yang sama. Mengingat masalah tersebut diatas,

selanjutnya didefinisikan pengertian independen - pada'
_aksioma,
DEFiNISI 2.2 : T

Andaikan A meérupakan sebuah aksioma dari sistem aksioma

T. .. .

A dikatakan independéHm&é;ﬁ%mfmgﬁébiTgufé;déﬁétmghéfdww“mm"m

model logik dari T dan model logik lain dari (T\A)+({(VA).

" Catatan
CUT\A ¢ sistem aksioma yang diperé]eh dari sistem aksioma T
_ dengan meniadakan aksioma A.
~ A : aksfoma vang merupékan negasi dari aksioma A.
( T\A ) +~A : suatu sistem aksioma yang diperoleh dari
sistem aksioma T dengan aksicma A'diganpi'”

dengan negasinvya.

Apabila aksioma A diketahui independen -dalam T, maka
dua model logik ‘F.dan“(f\A)_+ {r~A) harus dapat diturunkan.
""m“'TTerhadap--sa1ah~vsatu -model - logik- tehsebut,~rsetiapﬂmaksiomé .

"pada sistem aksioma T adalah benar; “dengan’ demikian dari
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aksioma-aksioma pada‘r tidak mungkin diturunkan aksioma -~z A
(aksioma yang merupakan negasi dari aksioma A). Bila ini
terjadi, berarti prinsip 2.1 dan prinsip 2.2 saling kontra-
diksi, karena A dan ~ A keduanya benar di dalam model aksio-
matik tersebut. Selanjutnya dalam model logik kedua, semua
aksioma dari sistem T, kecuali A, adalah benar. Dengan
demikian ~ A Jjuga benar. Juga berdasarkan'prinsip 2.1 dan
grinsip 2.2 diketahui bahwa dahi_aksioma-aksioma padé gistem'
T tidak dapat diturunkan aksioma A.

Dari uraian diatas -dapat disimpulkan, apabf?a gkéioma A
independen dalam T, maka dari T\A secara ?ogﬁs tidak dapat
diturunkan aksioma-aksioma A atau A~ A. Dengan kata lain

‘aksfoma A merupakan unsur nyata pada penyusunan teori yang
dibangun oleh T, |

Sehagai contoh, misalkan pada sistem aksioma I untuk
pohon dan kebun, ditambahkan aksioma baru, yaitu :

Aksioma A§ : ada tepat empat pohon,

~Kemudian aksioma A5 independen didalam perluasan sistem
aksicma T, namakan perluasan_sistem aksioma I dengan sistem
aksioma T. Independensi aksioma AS mengikuti fakta bahwa
dapat dijumpai suatu model logik dari sistem I yang mempun-=
yai tepat empat pohon (model logik 2 dari sistem aksioma I
merupakan model logik dari T), dan model lainnya yang tidak
memiliki empat pohon (model logik 1 dari sistem I mefupakan

model logik dari (T\A).+.(n¢A)).

- D-ar' _i .. p_eng.er‘t_i an ...akS Tomai ndep'anden;'" dapat d.i S.-impu...'i_.k_.an. e

" bahwa penggantian suatu aksioma non independen dari suatu
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sistem aksioma tidak akan merubah teori darisistem tersebut.
Jadi apabila suatu teori dibangun oleh suatu sistem aksioma
yang masing-masing independen, maka teori tersebut tidak
akan berubah dengan adanya penambahan aksioma non 1ndependen
pada sistem aksioma bersangkutan. Tetapi apabila pada sistem
aksioma tersebut ditambah atau _dikuhangi deﬁgan aksiqma
independen, maka teori tersebut akan berubah.
seianjutnya_akan_dibahas masalah perbandingan dua buah_i_

aksioma.

DEFINISI 2.3 =
Andaikan I; dan Zé adalah dua buah sistem'aksiéma'yang
‘mempunyai unsur-unsur tak terdefinisikan sama, maka :
. Xy dikatakan lebih kuat dari 2o (21222) apabila

aksioma-aksioma pada I, terkandung dalam teori vang
dibangun oleh Iq.
2. Z4 dikatakan ekuivalen dengan Iy (Zizzz) apahila
cdipenuhi 1923, dan Zp2Iy. o ;

3. 1 dikafakén iebjh kuat sempurna” déri Io (242%5)
apabila dipenuhi I42I, tetapi Io tidak lebih kuat
dari Zy. | |

Kegunaan definisi diatas pada masalah model matematika
adalah pada masalah observasi. Misalnva, jika ada dua orang

peneliti vang dalam pengamatannya masing-masing menvusun

suaty. sistem. aksioma. tentang suatuy permasalahan yang sama,

unsur tak terdefinisikan yang sama pula. Maka dengan defi-
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nisi tersebut di atas dapat dibandingkan kedua teori vyang

diturunkan dari kedua sistem aksioma tersebut( Rila ternyata

kedua sistem aksioma equivalen berarti kedua teori vyang
dihasflkan sama dan saling melengkapi.

Dan jika ternvata suatu sistem aksioma lebih kuat tegés dar

pada sistem aksioma Qang lain, maka dapat disimpulkan :

1. Sistem aksioma yang 1éb1h kuat memiliki struktur/susunan
vang lebih Tengkap,_éehingga menjadi lebih sulit menda-
patkan model logiknya. |

2. Sistem aksiomé yéhg"?ébih_kuat mengandung semua teorema

dari sistem yang lebih lemah. Dan teorema-teorema 1ain

' yang terdapat pada sistem yang lebih kuat tidak berlaku

pada sistem yang lebih lemah, sehingga sistem tersebut

menghasilkan teori yang lebih lengkap.

CONTOH 2.1 :

“Misalnya ada dua sistem aksioma vang menggunakan unsur-

unsur tak terdefinisikan sama, yaitu gerak dan penyelarag-

Jan, Maka disusunlah kedua sistem aksioma yang nantinva
akan dibandingkan.

1. Sistem raksioma pertama diberi notaS{vu; terdiri atas
empat buah aksioma : |
Ay @ Ada paling sedikit satu gerakan,

Definisi * M adalah himpunan semua gerakan,

Aoy : -Penyelarasan merupakan suatu fungsi ¢ - vang. .

Cee g deT INTSTkaN Tpada MU X M T dengan T range  (daerak T

hasil) dalam M.
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(ditulis C(mqy,my) = my C my)

A, @ Untuk setiap meM terdapat i(m)eM sedemikian
‘sehingga mCi{m) = m.

‘A4 : Untuk setiap m e M terdapat m¥ € M sedemikian
hingga m*Cm =.1(m).

,Pernyataan-c(mT;mﬁ).disebut penvelarasan gerak ms dan Mo -

Selanjutnyadisusun model logik untuk p, yaitu :

Model logik untuk u
Misal a dan b menyatakan dua lokasi phisik'(menyatakan
dua tempat), dimana a adalah New York dan b adalah Los

.. _Angsles. Gerakan-gerakannya dinyatakan sebagai berikut :

$q 7 Gerak dari a ke b
So = Gerak dari b ke a
Sq = Tinggal di tempat (sesaat)

Fungsi penvelarasan mengkombinasikan gerakan-gerakan itu

dalam bentuk

I
wo
—

S3  S3C 84

81 C 82 = 33 52 c 32 = Sz 53 C SZ = 32
S1 C 53 = 51 - 52 C 83 =J52 33 C 83 = 53

Selanjutnva akan ditunjukkan bahwa dengan M dan C
(seperti tersebut diatas) dapat didefinisikan‘aksiqma-
akéioﬁé dari;?ﬁmerupakan pernyétaan vang benar, sehingga.
sistem ini menghasilkan suatu model logik untuk T.
muﬁmﬁ{f-é{;sé;ésTémﬁr e

a) Aksioma A;__benar,_karena“terdapat_]ebih dari satu
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gerakan yaitu tiga gerakan.
h) Aksioma A, henar, karena setiap komhinasi penye-
larasan gerak akan menghasilkan gerakan vang merupa-
kan gerakan dalam M.
c) Aksioma Az henar, dapat dijelaskan sebagai berikut

Dari fungsi penvelarasan diatas kita dapatkan

§1 € 84°= 8y dan 'Sy C 55 = 54 sehingga i($1) = 84 atau
1(51) = 53.
So C Sy = Sy dan S, C S3 = Sy sehingga i(S,) = S8, atau

1(32) = 33.

S3 ¢ S5 =-S3' sehingga i(S3) = Sj3.

Dari sini terlihat bahwa untuk setiap $4,5,,53 € M dapat

ditemukan i(Sq), i(S5), 1(53) € M sedemikian hingga $4 C

Ti(Sq) =S4, Sp C i(Sy) = S, dan S3 G i(S3) = Sg.
d) Aksioma Ay juga benar, dapat dijelaskan sebagai
berikut
Harus dapat dibuktikan bahwa untuk setiap m € M dapat
~ditemukan m* € M sedemikian hingga m* ¢ (m) = i (m).
(i) Seperti telah diketahui 1(S4) = 81‘ atau
1(81) = S3, sementara itu dari fungsi penyela-
-rasan didapatkan Sy 0(81)_= 81,_81 C (S4) = 84
dén $o C (31) = Sq, sehingga didapatkan s4* =
S atau Sy*¥ = §4 atau §4% = S,.

(ii)”Dﬁkétahui 1(Ss) = So atau i(S,) = S5, Jjuga 3

~

C(SQ) :'S? N 5 C(SQ) = SQ dan-ST-C(S?} = Sgr-

(¥}

'”Jédi”ﬁg%'Z'Samétau'gﬁ?“—'S'm
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(ii1) Diketahui 1(33) = Sé juga
S €(S3) = Sy jadi Sa* = Sg.
Sehingga A, henar, demikian Jjuga Ay, A, dan Aj.
2, Sistem aksioma kedua dinotasikan dengan A , vang terdiri
~ atas lima aksioma, dua diantaranya aksioma A1‘ dan A2'
| ada1ah_sama untuk M,
A1' :.ada ba]ing seﬂikit satu gerékan.
Az' : fgngsi penvelarasan merupakan suatu funési ¢  vang
didefinisikan pada M X. M dengan range dalam M,
A" : ada 1 €M sedemik{an hingga m C i = i Cm = m
untuk setiap m € M.
Ay’ t 'untuk setiap m € M terdapat m¥ e M sedemikian
Cm=m¢Cm¥ =1,
my C (mz C m3) = (m1 C mz) G mgy, untuk setiap My,
m,, mg € M.
Mudah ditunjukkan bahwa jika aksioma A3' benar, maka aksioma
As_hjtuan b??ahﬂ Dengan mgngambil i(m) = 1, karena A3’
bgnar, maka diperoleh m ¢ i(m) =m C i = m, vlﬁ € M. Demiki-
an juga Jika aksioma A4' berlaku, maka aksioma Ay juga
berlaku, dengan i{(m)=i seﬁerti pada pengambilan diataé, Jadi
aksioma-aksioma dafi T dapat dijadfkan teqreﬁa—teoremé pada
teori A . Berdasarkan definisi (2.3) diatas, dikatakan
‘bahwa A lehih - kiat dari pada p ( & 2 u).

Parmasalahan selaniutnva adalah, apakah A  itu juga




ekuivalen, harus dibuktikan bahwa p 2 A , vaitu dengan
membuktikan bahwa model logik dari y merupakan model logik
untuk A . Namun ternyvata dengan fungsi pada modei u,‘AS'
tidak berlaku, karena jika diambil S, Sé, Sq € M dapat
ditemukan (S; C S4) C Sy, = S4 C (S4 ©C $,), yaitu (87 € §y) C
Sp = §4 C S, = Sq dan Sy C (§; € S,) = 84 C S3 = Sy. Karena
aksioma Ag' tidak ber Taku dalam ¢, maka model logik dari u
_bukan_merupakan mode1 lqgik untuk A , sehingga pernyataan p

= A salah. Jadi sistem aksioma lebih kuat sempurna dari

pada akasioma M atau A > u,






