BAB II
TEORI PENUNJANG

2.1 VEKTOR
DEFINIST 2.1

Himpunan berhingga {vi,vz,..,vn} dari n vektor

dikatakan'bebaﬁ linier jiké dan hanya untuk =skalar

T
e ,d ,...,0 yang memenuhi XY av. =@, maka
i° 2 n . [
Tt =1
o = o = = =B
i - n
Contoh

v, = (1,9,8), v, = (A,1,0) dan v, = (9,0,1),
av, -+ v, + AV, = @

(ai,ﬂ,ﬂ) + (Q,GZ,E) + (9,@,03) =g
(ai,ﬁz,aa) =0 = (9,9,8)

o D o= o =@
1 4 E

DEFINISI 2.2,
Himpunan berhingga vektor {vi,vz,..,vn} dikataksan
bergantung linier bila terdapat skalar - skalsr
n
&8, .., bukan nol yang memenuhi‘igidfﬁz %]
Contoh

Pandang himpunan vektor {vi,vz,vs} dimansa




v, = (1,8,8), v, = (¥,1,8), dan vV, = (3,4,0)
a1V1A+ Olzvz + aava =D
di(l,@,@) + dz(@,l,ﬂ) + 03(3,4,@) = {
terdapat skalar bukan nol yang memenuhi, misal
a2 = 3, a = 4 dan o, = -1 memenuhi.
i 2 a
DEFINIS! 2.3.
Suatu vektor v dikatakan kombinasi 1linier dari
vektor-vektor { u., u,, cen uh} bhila terdapat

skalar-skalar { Ri, A , kn} sedemikian hingga

2)

—u A +UA + ...+ Uunr
v uii uzz _ unh

DEFINISE 2.4
Suatu himpunan vektor { U Uys vve 50 u_} digebut
sistem pembentuk daril ruang vektor V, ditulis dengan
Vv =1L{ U, Uys woe s un} bila setiap vektor v e ¥
dapat dinyvatakan <=sebagal kombinasl 1linier dari
IR D AR

1

2.2. MATRIKS

DEFINISI 2.5.
Matriks adalah himpunan skalar yang disusun secara

‘"empat persegl panjang.




Secara umum matriks dapat dituliskan

..... 17 — baris 1
[ 214 8,2 2,s &in
----- _.-‘.“’ i
a, a,., A, a, baris 2
A =
. a a a a —— baris m
mi m2 m3 mn -

Lbd l

kol 1 kol 2 kol 3 kol n

3

Matriks A dikatakan mempunyail m baris dan n kolom

"dapat dituliskan dengan (a. .)

L] mxn

DEFINISI 26.
Matriks resiprokal adalah matriks bujur sanghkar yang
elemen di atas diagonal utama nilainya berkebalikan
dengan elemen di bawah diagonsal utama sedang elemen

pada diagonsl utama nilainya satu.

a,=—— dan a&.=1 i#=3

2.3. NORM VEKTOR

Norm suatu vektor dinotasikan dengan |l |, dan

memenuhi 3 syarat berikut




Jika vektor x, v berada dalam ruang vektor V

(i) Mxza, llx1ll=0 & x=20
¢ii) IHlax Il =] a | ilxlIl, a R
(iii) M x+y L= 1+ 4] x HI
DEFwMS|EL7Q

p-norm dari vektor x dalam ruang vektor ¥V ditulis

.déngén le,lk ., dan didefinisikan dengan
i

i = ™ | x_L|P"]'_’
=1

t

Untuk p = @ , I x I = maks| x|
_Contoh :
T
x = (1, 2, 3)
. a . 1
Hxi= [ Elxl] = 1+2+3 = 8
i=1 v
‘3 i
lellz:[E|xh|2]2:ﬁ+4+9:~f14
i=1
_H_g 1h): maks| x.|] = 3

2.4, EIGENVALUE DAN EIGENVECTOR

Jika A matriks bujursangkar berukuran n , suatu
skalar A disebut eigenvalue dari A jika ada vektor kolom

v # @ sedemikian hingga A 'v = A v. Vektor v disebut




eigenvector vang berhubungan dengan A.
Persamaan A v = X v dapat ditulis sebagai

Av:?x\Iv

Av -~ XTI vz=(A-XL )Yv=@8g
Merupakan susunan persamaan linier homogen vyang Jjika
diinginkan penyelesaian nontrivial v # @ maka harus
memenuhi syarat.| A-AI | =90 | |
Contoh

Hitung eigenvalue dan eigen vector dari matriks

;] A L
2 4
_ 1
A = “ 2 1 -
Penyvelesaian
T
Misalkan X skalar dan v = [ Ve Vs Yy, ] vektor vang
memenuhi
1 i - —
1 2 4 Vi vV
1
2 ,1 "5" Vz = A Vz
4 2 1 ] Vg Vg,
1 = 271 S v @
2 4 i 1
i
2 1 = VZ - ] A 1G] vz = %]
4 2 1 v 17 ] A v %]




i 1
e vy ?
i
2 1-x = v, = @ (2.4.1)
4 2 1-x v, %]
merupakan susunan perssamaan linier homogen, Jika

diinginkan jawab nontrivial v = @, maka

1-n 2 X

2 4
2 1-x % =@
4 2 1-A

(1-A)(1-A)(1-A) + 1 + 1 - (1-2) - (1-A) - (1-A) = @
1 -3 +3x2 -2+ 2_34+32 =20

3

T Z oA g — AT(3-A) TG — Atz =0 , Aa = 3

Untuk mencari eigenvector, harga-harga eigenvalue

dimasukkan ke persamaan (2.4.1).

Untuk » = &
Pl 1
v = T \A 2
1
2 1 "'é"' Vz = ﬁ
2 - q Y o
3
atan
i 1
v, + ; Y, + IV, = %)
2 v o+ v_ o+ 1 v. = @
1 2 2 'a
4 v + 2 v_ o+ v. =@
1 2 3

Rank dari persamaan distas adalah 1, maka dapat diambil
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1 persamaan dan ( n - r ) = 2 parameter sebarang, ambil

v, =« dan v, = 3.
. .. 1 i _
Missl persamsan vang dipilih v, v, # T Ve = @, sakan
didapat v, = -4 { o + % )
[ 1 ] %]
jadi : v = o %) + 2 1
-4 -2
Untuk A~ = 3
i 1
-2 2 T4 Vs 2
1 —
2 -2 ? sz . = 4]
4 272, v 4
atau
2 + 2y 4 1 =g 2.4.2
e vy 2 V2 2 Va T (2.4.2)
1 —
2 v, - 2 v, + 3V, 1] 7 (2.4.3)
4 v + 2 v, -2v =g ) (2.4.4)

Rank dari persamaan diatas adalah 2, mska dapat diambil
2 persamaan dan ( n - r ) = 1 parameter sebarsng, ambil
v, = r. Misal persamaan yvang dipilih adalzh persamaan

(2.4.2) dan (2.4.3) maka :

1 1
- = + - =

2 v,or s v, 7 4]

1 ,

— [ E— =

2 v, pA v, 5 ¥ 2
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v = g v (2.4.5)

kemudian persamaan (2.4.5) dimasukkan ke persamaan

(2.4.2) didapat

1 1 a
2 v, + ¥+ 1Y =0
- 1
Vi T 3 4

s

4
sadi - A
J8 v = 7Y 2

1
TEOREMA 2.1.

Jika 'Ai, . e Kﬁ eigenvalue yang berlainan

dari matriks bujursangkar A yang berukuran n dengan
s e s Y eigenvector yang bersesuaian dengan

Ao ML Lo, kn, maka { Vs Y, A A } akan

bebas linier.

Peﬁbuktian menggunakan induksi matematik.

Untuk n = 1 karena v1# @ maka himpunan { vi} adalah
bebas linier.

Misal untuk n-1 eigenvector yang bersesuaian dengan
n - 1 eigenvalue vang berlainan adalah bebas linier.

Pandang {_vi, v » v_1 dari Ao A -, A

2 z? n
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elgenvalue vang berlainan, ambil

c,v, + c,v, + oo e vo= | (2.4.8)
Jika (2.4.8) dikalikan dquan matriks A didapat

ciAv1 + ozsz + L. F anvn =9

ei?\iv1 + ozkzv2 + ...+ cnknvn =P (2.4.7)
Kemudian kalikan (2.4.8) dengan A didapat

cikiv1 + czi\iv2 + R + on?xivh =B (2.4.8)

Jika (2.4.7) dikurangi dengan (2.4.8) akan didapsat

cz()\z—}\.i)vz + ca(?\s—J\i)va +... + Cn(kn—-ki)vn =0
Himpunan { Vo s Vg e 5V } adalah bebas_ linie;
_.Besuai dengan permisalan.n.=._1 eigenvector. .adalah.. - ..

bebas linier, sehingga

c, (072 = eg(AA ) = s = e (A ) = 8
Karena xi, Rz, e k; berlainan maka (Kz—hi},
'(Ag—ki), .o+ 5 (X =X} hasilnya bukan nol, sehingga
c, T ¢, = ﬁ-cn = 9

Kemudian dari (2.4.8) maksa c,V,= @, dan ksarens viﬁ 0]

maka haruslah ¢,= @, sehingga { Vs Voo - , vn}

adalah bebas linier. ®m Terbukti
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DEFINISI 2.8.
Eigenvalue dari matriks A dikatakan eigenvalue
dominan jika nilai mutlaknya lebih besar dari nilai-

nilai mutlak dari eigenvalue vang selebihnys.

> > > >
R B P DAV [ A1 28

Sedangkan eigenvector vang bersesuaian dengan

eigenvalue dominan dinamakan eigenvector deoeminan.
25. METODA POWER

Herupakan metoda yang digunakan untuk mencari
"FiQ?QY@lpe_dan.ﬁig¢ﬂﬁﬁqtor_dominan__dari;_suatum_matriks

bujursangkar.

Ambil A suatu matriks berukursn n x n mempunyai

eigenvalue ki, Xz, NN Kn vang dapat dibswsa kedalam
bentuk

R I L e PN I X129 (2.5.1)
Kemudian v , vé;”.;. ,-'vn' merupakan eigenvector “yang
bersesuaian dengan eigenvalue Ki, Nos e, Kn
Henurut Teorema 2.1. maka { Vo Vo vee 5 V) bebas

linier sehingga untuk vektor sebarang dalam ruang vektor

s V v maka
bal

3 e
z

a
x

V yang dibentuk oleh eigenvector v

vektor sebarang tersebut dapat ditulis sebagai kombinasi
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linier dari v v v

1’ 2* 7 n

Ambil vektor u_ € V maka u, dapat ditulis dengan

= + + oL F
Uo 01\’1 czvz chvh

Apabila kedua ruas dikalikan dengan matriks A maka akan

didapatkan
Au, = A Cev, +ev +...+cv )
= ci(Avi) +'c2(sz) + ...+ c“(Avh}
= cikiv1 + czxzvz + L.+ cn?\nvn

Dengan mengalikannya sekali lagi dengan matriks A akan

didapatkan
g e
A u_ = A ( ci?\iv1 + cz)\zv2 + ... + cnknvn )
= ciki(ﬂvi) + czKZ(sz) + ... + cnkz(Avn}
2 z 2
= 01R1 Yy + czhz V2 o cnkn Vi

Apabila cara seperti di atas diteruskan, maka setelah p

perkalian dengan matriks A akan didapatkan

A u_ = czii\_1 v, + 0212 v, ..o 4 cnkn v (2.5.2)

RKarena A = @ maka (2.5.2) dapat dituliskan menjadi

e P ’ xz P Rn P 3
Auozki 01V1+02T1V2+...+0n—?\'tvh

(2.5.3)
"Kemudian dari (2.5.1) didapatkan
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yvang mempunyai nilai lebih keeil dari satu, sehingga

YR b A )P
~ I Y »
| 1

nol untuk p yang‘besar, sehingga (2.5.3) menjadi

x )P
, [37-} nilainya akan mendekati
1

P P
A v, x K1 eV, (2.5.4)

.AEPCJQ merupakan kelipatan .skalar dari eigenvector
dominan v, sehingga ?\.ipoivi adalah Jjuga eigenvector
dominan.. Maka menurut (2.5.4), Apiuo merupakan perkiraan
~yang “semakin ~baik dari eigenvektor ~dominan jika p

semakin besar.

Adapun algoritima dari metoda power diberiksn sebagai

berikut
zp+1 = A up
X = >
et il Z ey i © P 1
zp+1
u = —
p+i O(
P+

Untuk vektorzanal u, biasanya diambil wvektor satuan

T
vaitu u, = L 1,1, ... , 1]

Contoh




Hitung eigenvalue dan eigenvector dari matriks

=g

1
[ LR % B
a B N
~N o W

Penvelesaian

T
Ambil vektor awal ug = [ 1,1, 1]

1 2 3 1,00000 6,P0000

Au, = 3 4 5 1,000080 12,00000

5 B 7 1,00000 18,20090
6,00000 @,33333

u, = 12,00999 | x SEN

18, 00000 1,00000 |
1 2 3 ©,33333 4,66867

A, = 3 4 5 0,66667 = 8,66867
5 8 7 1, 02060 12,86887 |
4 ,6BBB7 @,36842 7

- S . ) . . 1 ) B

u, = 8,86687 | x 19 66867 - ?,68421
12,66687 1,09009 |
2 3 @,36842 4,73684 7

Au, = 4 5 @,68421 8,84211
6 7 1,00000 12,94737 |
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"G segEd |



[ 4,73884 [ ©,36585
1 _

8,84211 X m = @,88293
| 12,94737 | 1,P9000
1 2 @,36585 [ 4,73171

3 4 P,68233 = 8,82927
| 5 8 1,00008 | | 12,92683
' 4,73171 @,36604

_ 1 _

8,82927 X m = @,583@2
| 12,92683 1,20000
1 2 3 9,36604 4,73288

3 4 5 %,68382 | = | 8,83919
_L 55 7

4,73208 [ @,36602

1 _
8 83819 X m = @,583@1
12,8283@ | 1,099080

@,36602 [ 4,73205
f,88341 8,83012
1,00000 | 12,926820

1
3
5

ar RN
-~ oW

1 _
8 838012 X m - 6,583@1

12,92820 - 1,00008

@,36603 7 [ 4,73285
@,68301 8,83813
1,000089 | 12,92829

[ 4,73265 | %,36603

1
3
9

@D N
~1 o L2

1,00000 12,92830
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4,73285 @,36663

_ i _
U7 = 8,83@13 X m—- - ,5831
12,92820 1,00000

Nilai dari u_ ®ou sehingga proses dihentikan, maka

[ ©,36603

eigenvectbr dominan adalah [ g,683A1 dan eigenvalue

1,00000
dominan adalah 12,92820.

Untuk lebih jelasnya proses diatas disusun dalam bentuk

tabel 2.1 berikut.

TABEL 2.1

Langkzh
p g | Y, 3 4 5 4 7
Rproksisasi ! 1,33333| | [0,3k842) | 10,36a88] | |@,3e888) | |,3e602| | lB,35603) | [0,36683
erhadap w I U,886471 | 1B, 684211 | \0,6B293) | 19,6830 | |@,68301) 1 [0,60301) | [0,68301
: L] (1.02000) (-r1,0eace) | j1,00a8e; | (i 6eden) 1|t eeoed! | |i,pdo0n| | |i,30ded
Aproksiaasi
tarhadap » - 12,00288 | 12,48847 1 12,94737 | 12,92587 | 12,92832 | 12,92828 | 17,9787¢






