BAB II

KONSEP DASAR

2.1 HIMPUNAN

Dzalam buku ini pengertian himpunan secara intuitif
dapat ditangkap, yaitu:dapat dimengerti demikian saja.

Jika elemen (obyek) a menjadi anggota suatu himpunan
H, ditulis a « H. Sedangkan ingkarannya yaitu a bukan
anggota H ditulis a & H.

Jika banvaknya anggota anggota didalam suatu himpunan
tersebut berhingga maka disebut himpunan berhingga dan
penulisan himpunan tersebut dapat disajikan dengan membuat
daftar anggota-anggotanya di antara ﬁanda kurung { dan }.
Misalkan H = { 1,2,3 } adalah himpunan vyang anggotanva
adalah bilangan 1, biléngan 2 dan bilangaHIS.

Jiké banvaknya anggota suatu himpunan adalah tak
berhingga maka himpunan tersebut disebut himpunan tak
berhingga. Anggota himpunan demikian disajikaﬁ dengan
menggunakan syarat-syarat keanggotaannya. Jika P adalah
syarat keanggotaan dari himpunan H, maka setiap angggota (
dimisalkan ditulis dengan x) dari H ditulis sebagai

H={ x| P(x> 1}
dibaca H adalah himpunén semua ¥ dimana x mempunyai sifat
P. Migalkan syarat keanggotaan dari himpunan A adalah
lebih besar dari 3, maka dapat ditunlis

A:{XIX>3}-
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B Himpunan vyang tidak mempunyai anggota disebut

himpunan kosong, ditulis { } atau . '

Definisi 2.1 ‘
Dua himpunan H dan;K disebut sama atan berimpit Jika
dan hanya jika setiap anggota H menjadi anggota'K dan
sebaliknya setiap? anggota K menjaﬁi anggota H.
Ditulis H = K.

Definisi 2.2
Himpﬁnan H disebuﬁ himpunan bagian' (subset) dari
himpunan K, dituli; H =K, jika dan hanya jika setiap

anggota H menjadi anggota K tetapi tidak sebaliknysa.
2.1.1 Operasi Himpunan

Definisi 2.3
Gabungan dari dua himpunan H dan K, ditulis H w K
adalah himpunan yaﬁg anggota-anggotanya terdiri dari
elemen yang sekurahg—kurangnya menjadi anggota_ dari
salah satu himpunaﬁ H atau K.

Definisi 2.4 |
Irisan dari dua himpunan H dan K, ditulis H mn K
adaléh kimpunan yang anggota—anggotanya terdiri dari
elemen~elemen yang;sekaligus menjadi anggota H dan K.

Definisi 2.5
Selisih dari dua himpunan H dan K, ditulis H - K
adalah himpunan yang anggota—anggotan?a terdiri dari
elemen-elemen dalam H yvang tidsak berada dalam K.

Untuk ketiga operasi himpunan diatas _dapat




digambgrkan dengan gambar di bawah ini. Gambar tersebut

disebut diagram Yenn-Euler.

H UK H oK H- K

Gambar 1.1

Definisi 2.8
Jika I adalah suatu himpunan Jjumlah sedemikian

sehingga A.L adalah suatu himpunan untik setiasp i « I,

I = ¢_=% U a,

1

iel
x<s UA bhb (Fi).ied & x = A
- ie]
I = ¢ =n A =S
Lex

X € A bhb (Vi).; € P =x = A,
&I ‘

Contoh 2.1

UA.L:A3UA4UA5U

L>2
Definisi 2.7
Himpunan kuasa (Power Set) dari himpunan A, ditulis

2A

adalah himpunan semua himpunan bagian dari A.
Definisi 2.8
Produk Kartesius dari himpunan A dan B ditulis AX B
adalah himpunan semua pasangan berurutan dari

anggota-anggota A dan B.

AXB={(a,b) | aeAdanbebB }

’



Contoh 2.2
A={1,2,33 j | _ B =1{2,3,4,56}
naka 1
AUB = {1,2,3,4,56 ) AnB = (2,3}
A-B=(1} |
2% = {013, 02),3},(1,2), (1,3}, (2,3}, {1,2,3))
& xB = {(1,2>,(i;3>,(1,4>,<1,5),(1,5>,<2,2>,<2,3>,

(2,4),(2;5),(2,5>,(3,2),(3,3>,(3»4), (3,53,

(3,80}

2.1.2 Relasi

Definisi 2.9
Suatu relasi adaléh himpunan dari suatn perkawanan
{pasangan) dari sﬁatu anggota himpunan Suatu relasi R

.dari A ke B ditulis aRb dan (a,b) dalam R, untuk

setiap a e & dan 5 € B. A disebut domain, dan B
disebut kodomzin.

Pefinisi ini khusus unﬁuk pembahasan vang digunakan dalam

buku ini.

Contoh 2.3
A dalah himpunan bilangan bulat. Relasi < adalah

{ (a,b) | a lebih kecil dari b }. Haka ditulis a < b.

Definisi 2.10
Misalkan R adalsah éuatu relasi pada himpunan A. Maka
.R dikatakan |
(1). Refleksif yaitu aRa untuk setiap a e A

(2). Simetris yaitu jika aRb maka bRa untuk a,b < A.
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(3). Transitif yaitu Jika aRb dan bRc maka aRe untunk
a,b,c € A j
Definisi 2.11
Suatu relasi yang éekaligus refleksif, simetris dan
transitif disebut felasi ekwivalensi.
Contoh 2.4
Relasi kongruensi: antara bilangan-bilangan bulat
modulo m adalah relasi ekwivalensi. %Bilangan bulat
moduio n didefinisikan a = b mod n bhb a - b = km (k
= 0,x1,%2,...)
Bukti
1. Refleksif : =a zia mod m jelas dipenuhl sebab :
a - az=z d.m . Haksa aRa
2. Simetris : dikétahui'aRb maka berlaku a = b ﬁod m

jadi a - b = km

Maka b —ja = ~km adalah suztu kelipatan
negatif deri m. selanjutnya b = a mod n
jadi bRa.

3. Transitif : aRbimaka 2 = b mod m

bRe m&ka%ﬁ = ¢ mod @
karena aEE b mod m mska a - b = klm
karena b = ¢ mod m maka b - ¢ = kzm
a - b = kimr
b % e = km
— ¥
a = ¢ = (k1 + ké}m

a -~ ¢ = knm



Sghinggé a=oc¢cmodn
Jadi aR#.

Theorema z. 1
Snatu relasi ekui#alensi antara anggota - anggotanya
suatu semesta S méngakibatkan penggoiongan ke dalam
kelas-kelas yang %aling'asing.

Bukti ‘
Misélkan relasi térsebut adalah R, maka R bersifat
refleksif, simetris dan transitif.
Semua elemen—elemén vang berada dalam relasi dengan a
dikumpulkan dalam%himpunan Sa. Jdadi Sa = {x [ xRa }.
S, tidak gosong éébabAR refleksif; Jadi aRa, sehingga
sekurang-kurangnya 2 menjadl anggota Sa. Jadi setiap
snggota pasti berada daiam sekurangfkurangnya- satu
kelas. |
Kini akan dibuktikan bahwa apabila :dua kelas itu
beréerikat satu eiemen saja maka kedﬁé kelas tersebut
T T e (I
Andaikan 5, dan S, berserikat ﬁada elemen c. Maka
karena ¢ Sa jadi cRs. Karena R} simetris nmaka
didapayt aRc. Karens jﬁga c e Sb‘maka;cRb.
Dari sifat transitif aRe dan ¢Rb naka aRb.
Selanjutnys untuk §etiap p Su maka berlaku pRa, dan
karena aRb maka pRE. Jadi p e Sb. Terbukti setisp
anggaota Sa mehjadi anggota Sb. Haka Sa = Sb.-.. (1>
Karena saRb dan R simetris maka bRa. Selanjutnya untuk

setiap q‘e S, maka berlaku gRb. Dan karena bRa ~maka
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qRa. maka terbukti setiap anggota Sb‘menjadi anggota
5,- Haka didapat 8, €S _............. RN ¢
Dari (1) dan (2) didsapat Sa = Sb.
Rontraposisi dari dari pernyataan I maka apabila

kelas-kelas ituf tidak - berimpit satu naka

kelas-kelas itu séling asing(tidak berserikat satn

elemenpun).
Contoh 2.5
Relasi kongruensi * bilangan modulo 4 dari

bilangan—bilanganjbulat ménghasilkan;kelas~kelas vang
saling asing yaitﬁ kelas 0 ditulis ﬁ; kelas 1 ditnlis
1, kelas 2 ditulis 2, kelas 3 ditulis 3.
Jika a € 2 maka aﬁz maka a = 2 mod 4 .atau
a -2 =k.4 (k = 0,+1,%2,...)
maka  -2,2,6,10 2
-1,3,7,11 « 3
dan seterusnya. ‘
Dgfinisi 2.12
Produk k~lipat dari suatu relasi R pada himpunan A,
ditulis R adalah § | |
(1) aR'd jika dan hanya jika aRb.
(2> aﬂb Jika dan hanya Jika ada ¢ = A, sehingga- aRe
dan oR'7'b untuk‘iﬁﬁ 1. | |
Contoh 2.B : |
Produk 4-lipat dari R ditulis R*. Misalkan aR*b maka
dengan 2) ada suaﬁu c,, gehingga a801 dan . qﬁfb.

Dengan menggunakan aturan 2) lagi didapat e, sehingga
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ciRc2 dan cszb. Sﬁtu kali iagi penggunaan 2), maka

ada c, sehinggs ézﬂea dan caRﬁa. Maks dengan 1)

didapat e Rb. ‘ ‘

Maka jika aR’b, ada suatu barisan elemen C,sC ,C

dalam A sehinggsa a&a,ciRc;,ccha,caRb.

Definisi 2.13 | |
1. Tutupan transitif dari relasi R pada himpunan A,
‘ditulis R*,aR’b jika dan hanya jika aR'b, i = 1.

2. Totupan refleksif—transitif dari R pada himpunan
A, ditulis R" adalsh
a) aR*a, untuk éenua a <€ A.

b) aR'b, jika aR’b.

c) Tak =zda yang%lain dalam R* gselain 8) dan. b).

Relasi aR’b adalah jika dan hanya jika a = 5.

Jadi aR'b jika dan hanya jika aR'b, untuk i = 0.
‘Tbeorena-z.z

Jika K dan R” ada maka : ‘

a) R adalah trénsitif. Jika R’ | suatu relasi
transitif lain $edemikian sehingga R € R’, maka
R" = R . ‘

b) Rf adalah refleksif dan transitif. Jika R' sunatu
relasi reflekéif-transitif lain sedemikian
sehingga R = R’ , naka R# & R .

Bukti ‘

a) Akan dibuktikanjbahwa jika =aR'b c:ian bR'c maka

aR'c.

Earena aR'b, maka ada svatu barisan elemen d, ,d,,




b)

12

,d, sehingga d Rd_, ... , ﬁnuiRdn, dimana
d = a.dﬁn d = b;ﬁﬁareha bR+o;,rﬁaka ada bérisan
eiemen e,.s ... ;em sehinggs eiRez; c e eﬁ_iﬂem
dimana e, = b =.d_dan €, = ¢. Dengan menggunakan
definisi R (m + n) kali maka didapat saR'c.
Kini akan dibuktikan R* adalah relasi transitif
terkecil yang memuat R. Misal R’ adalah felasi
transitif 1ain% sehingga R < R'. Maka akan
ditunjukkan bahﬁa R's R’ . Misal (a,b) e R", maka
aB+b. Mska ada isuatu barisan C.rCus ... ; n
sehingga a = 015 b = €. dan cLRchiunﬁuk i=i=n.
Kaena R = R', didapat ¢ R'c,, untuk 1 i < n.
Karena R’ transitif, dengan mengulang penggunaan
definisi didapaﬁ ciR’ch; atan aR’'b atau (a,b) e R’
Karena (sa,b) adalah anggotsa R+, maka diperlihatkan
bahwa setiap anggota R Jjuga anggbté R*. |
Maka R = R'.
Akan dibuktikan ﬁ* adalah refleksif?dan transitif.
Langkah transitif sama dengan langkah a). Haka
tinggal‘membuktikan bahwa R refleksif.
Akan dibuktikan aR'a. Karena aR'b bhb aR'b  untuk
i = 0, maka didabat aR°b atau a = b; Karena a = b
maka aR b = aR*ag.
Rini akan dibuktikan R* sdalah relasi refleksif
dan transitif terkeecil yang memuat R. MIsal R

adalah relasi réfleksif—transitif ‘lain sehingga

R £ R". Haka akan ditunjukkan R* < R'.
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Misalkan (a,b) € R° yaitu aR'b. Maka aR'a dan

-,C

+ . . ‘ . ‘
aR'b. Jadi ada suwatu barisan c¢_ ,c, ... -

T4

b = ¢ dan o Re.

sedemikisan seh;ngga a = ¢, ©, T e

untuk 1 < i = ?n. KRarena R < R° dan R’ ' Jjuga
refleksif—tranéitif, didapat aR‘a dan e Re
untuk 1 = 1 = n* Karena R’ transitif maka clR'c
adalah aR’b atan (a,b) € R". Earena (a,b) € ﬁ_maka
ditunjukkan bahﬁa tiap anggota R# adalah .juga
anggota R’ . Haka R* € R'.
C;ntoh 2.7 |
R = {(1,2),(2,2),(2,8)} adalah relasi pada
himpunan {1,2,3}.
Haka |
:_{(1,2),(2,2),(2,3),(1,3)}
= £(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)}

1.1.3 Pemetaan

- Definisi 2.14 |

Suatu pemetaan dari himpunan S ke T adalah éuatu
relasi dari seti?p anggota S menentukan  dengan
tunggal satu anggota T.

Hlmpunan ) dlsebut daersh asal (domaln} dan himpunan

T disebut daerah kawan (kodomain).

Contoh 2.8
A = {a.,b,ec,d}
| B = _{1:2;374n5}

Suatu pemetaan f dari A ke B adalah relasi (a,1),
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(b,1),(e,5),(d,3). Maka pemetaan f dapat digambarkan

sebagail berikut

gb. 1.2

A,,-Jika (a,b) ads dalam pemetaan f, sering ditulis
f(a} = b. Dalam bentukélain pemetaan £ dari A ke B.-sering
ditulis £ { A —s B |

Apsbila f : A —— B adalah suatu pemetaan dimana;uhtuk
beB ditentukan oleh Qaling banyak satu a e A sedeﬁikian
sehingga f(a) = b, mak% f disebut pemetaan injektif.
Apabila fF: 4 —— B adalah suatu pemetﬁan dimana untuk
setisp b € B ditentukaﬁ oleh minimal satu & € A sedemikian
sehinggsa f(a) = b makas f disebut pemetaan éurjektif._
Apﬁbila f: A —— B adalsh pemetaan yang surjektif dan
ipjektif maks disebut gémetaan yang bijektif.

Dibawah 1ini adalah gambaran pemetaan yang injektif,

surjektif dan bijektif,
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NSy

AN
injektif | surjektif bijektif

gb. 2.3

2.2 ALPHABET, STRING DAN BAHASA

Disini simbol tid?k dapat didefinisikan secara formal
seperti halnva titik dén garis pada gedmetri.
Definisi 2.15

Alphabet adalah suatu himpunan berhingga dari simbol.

String atas alphabet A adalah barisan berhingga dari

simbol dalam A yang dirangkai.
Contoh 2.8

a,b;e adalah suatﬁ simbol

A = {a,b,c} adalah suatu alphabet.

'abc, bac,baaac adalah suatu string atas alphabet A.
Panjang dari suatu string w, ditulis || adalah banyaknya
simbol yang membentuk: suatu string 7. String kosong,
ditulis &, adalah string yang tanpa memuat simbol. Jadi
le] = 0. |
Prefik dari spatu stfing adalah sejumlah simbol vang

mengawali suatn stringﬂ Sedangkan sufik ' adalah sejumlah =



simbol yang mengakhiri Suatu

sufik yang merupakasn string itn sendiri disebn

sufik sebenarnys .

Contoh 2.1pn
abe adalah Suatn étring.

Prefikn&a adélah C £, a, ab, abe

Sufiknya adalah

&, e, be, abe

Definisi 2.18

Operasi~operasi uﬁtuk string yaitny

16
Suatuy prefik gtan

t prefik Vs

e L N

s dy

et it g,

a. Konkatenasi (r#ngkaian)
Jika x = aa, ... a dan y = blbz..‘ bm dan =z = e, e,
Cﬁ adalah string—string dari alphabet Z, maks
(i) Xy = a a, anbibz bm |
(11} x(yz) = (x3) 2
(1ii) xe = ey
GV Ay = x4 |y
V) xy = px |
b. Multiplikasi adalah digunakan untuk rangkaian vang
diulang ‘
X = XXX ?
(x3% = Xyxy |
c. Untuk x,yp suaty string, mska
(i)  x° = e
(i1) |4} = p | x|
(iii) Ap+f = prm: untuk susgty bilangan bulat

negatif n dan nm.

non
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Definisi 2. 17
Misalkan % adalah?suatu alphabet, =* adalah himpunan
vang memuat semua string dari £ termaéuk £,
Definisi 2.18 |
Suafu bahasa L daﬁi alphabet X adalah:su%tu himpunan
| string atas alphabét =,
Contoh 2.11 ‘
£ = {0,1} ‘
=" = (£,0,1,00,01,10,11,000, ... }
L = {Uifw iz 03 aﬁalah suatu bahasa ‘atas alphébet
x. ‘
Definisi 2.18 |
Misal L~ adalah ﬁahasa atas alphabet ¥ dan L,
adalah bahasa atas%alphabet Z,. Maka L L, disebut
konkatenasi dari i; dan L, adalah suatu bahasa yaitu
{xy | x= L, dan y e L,}. |
Definisi 2.20 ‘
Tutupan dari L, éitulis L* didefinisikan sebagai
berikut
(1) L% = {s} ‘
(2) 1" = L™ untuk n 2 1

(3) LV = UL”
_ n2o0 . ‘ n
Tutupan positif dari L, ditulis L adalah U L

n=a

Jadi L* = LL* = L*L dan L™ = L' U (e}
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1.3 GRAPH DAN TREE

1.2.1 Graph

Definisi 2.21 ‘
Suatu graph G = (V,E) terdiri dari himpunan berhingga :
dari titik (vertek) V daf himpuhan dari pasangan
vertek wvaitu E yahg disebut edge.

Contoh 2.12
& = ({1,2,3,4},{(n,mn) ln+m=4yn+m=7})

Graph tersebut dapat ditunjukkan seperti pads gambar

0

di bawah ini

® ®

gb.2.4

Definisi 2.22
Graﬁh berarah (direoted graph/digrgph) G = (V,B>
adalah graph dimana pasangan vertek E dihubungkan
dengan memberikan arah. Jika (a,b) suatu edge maka a
disebut titik asai dan b disebut titik pengganti, dan
(a,b) menunjukkan garis a —— b.

Contoh 2.13

G

(V,E) dimana

Vo= {1,2,3,4}
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E o= {(1,1),(1,2),(2,3),(2,4),(3,4),(4,1),(4,3)}
Maka graph berarahnya dapat digambarkan seperti pada

gambar dibawah ini.

2)

gb.2.95

Definisi 2.23
Suatnu barisan vertek a8, - a D > 1 disebul
suatn lintasan (path) dengan panjang n dari vertek &,
ke a_ Jika ada suatu garis berarah dari a,_, ke &

untnk 1 £ i €0 . Jika aj = 3 maka path tersebut

" disebut cicle (sirkuit).
1.3.2 Tree

Definisi 2.24
Tree adalah suatu directed graph dengan . tanpa
mempunyai ciole,séhingga semia verteks kecuali satua
verteks mempunyaijl titik asal.

Karena suatu tree tldak mempunyal cicle maka terdapat

suatu vertek vang tldak mempunyai titik asal Titik vang

tidak mempunyai titik: asal ini disebut akar Crootd . Adsa

istilah khusus yang membedakan tree dengan graph pada

amumnya, vaitw titik ‘gsal disebut moyang dan  titik

pengganti disebut keturunan. Suatu vertek vyang tanpa.

mempunyal keturunan disebut daun dan yang lainnya _disebutf



vertek_interior,

“Contoh 2.14

Akar (root) = 1

Daun = 4,8,7,8

Vertek interior =§2,3,5
Catatan '
Tanda angk pénah dalam hal iﬁi

selanjutnya root diletakkan diata

tidak dituliskan._

5,
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