| BAB III
PENUNJANG

3.1. RUANG VEKTOR TOPOLOGI

DEFINISI 32

Ruang vektor E atas field K dan disertai ﬂopologi

merupakan ruang vektor topologi jika

TVS1 pemetaanf(x;y) — # + ¥ dari E x E into E
‘ adalah kontinu.

‘TVS52 pemetaan (A,#) — A 2 dari K x E into E

adalah kontinu.

DEFINISI 33

Himpunan A dalém ruang vwvektor E pada field K b
adalah absorbing (atau radisl pada 0). Jika untuk Z | B
» « E terdapat o > 0 sedemikian hingga » < AA .
untuk semua A € K, sedemikian hingga |A]| 2 a.
Ini berarti Az € A untuk setiap A > |A| < o« .Dari
TVSZ2 maka setiap} persekitaran dari 0 'adalah

absorbing.

DEFINISTI 34

Himpunan A dalém ruang vektor E pada K =adsaslah
balanced (atau:circle), Jika AA c‘A untuk .setiap
A € K sedemikian :hingga |[A| < 1.

Jika A balanced dan untuk setiap » € E memuat # € K

sedemikian hingga % < 1A, maka A absorbing.
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Jika |N] = ‘|p|, maka  |AT'u| < 1 dan
% € pA = k(kﬂp)A:c A . Irisan dari sembarang ke-
1u£rga dari Himpunan~himpunan balanced adalah
balanced. ‘ |

Diberikan sembarahg himpunan B dalam E, terdapatlah
himpunan balanced terkecil A vang meﬁuat B, himpunan

A ini disebut baianced hull dari B dan merupakan

interseksi dari  semua himpunan balanced yang memuat
B. Gabungan dari sembarang keluarga dari himpunan-
himpunan balanced adalah balanced. A < E, terdapatlah
himpunan balanced paling besar B dalam A. Himpunan B

disebut pusat balanced (balanced core) dari A. Himpu-

nan B tidak kosong jika dan hanya jika A memuat titik
asal.

Himpunan % € E termasuk balanoed- core B dari A
Jika dan hanya jika Ae « A untuk semus A €K
sedemikian hingga: X = 1.

Himéunan C(#) = {ERN | {~]=1 }, jelas balanced. Jika
C(#) < A maka C(#) < B dan = < B. Sebaliknya Jjika
# < B maka Ax € B dan fortriori A= e A untuk setiap

A € K dimana |A] = 1,

DEFINISI 35

Diberikan X dan Y ruang topologi.

Suatu fungsi h : X — Y dikatakan suatu homeo-
morphisma. Jiks dan hanya jika h dan h™ ' adalah
kontinu dan h bijektif.

Diberikan ruang vektor E dan F pada field K dan




f : E — F merupakan pemetaan linier.

.Jika A merupakan himpunan Balanced di E maka F(A)
merupakan himbunan balanced di F.

- Jika B merupakan himpunan Balanced di F maks

£7(B) merupakan himpunan balanced di E.

TEOREMA 2

Dalam ruang vektor topologi E memuat R yang meru-
.pakan system fundamental dari persekitaran- per-
-sekitaran dari 0 sedemikian hingga : |
(N31) Setiap V « R adalah Absorbing
(NS2) Setiap V € ® adalah Balanced
(NS3) Uﬁtuk setiap V € R memuat U € R sede-
‘mikian hingga U + U < V
Apabila Teore@a diatas dibalik _
| Diberikan Ruang Vektor E atas field X
dan R merﬁpakén rfilter basis pada F yang memenuhi
kondisi (NSI) sampai (N53) maka terdapatlah
topologi yabg unik pads &, dimana E merupakan
ruang vektor Topologi dan W merupakan  system

fundamental persekitaran dari 0.
BUKTI :
E merupakan ruang vektor topologi dan Ll
‘System fundamental persekitaran dari 0, maka
dalam topologi itu himpunan W merupakan perseki-
taran dari titik a €« I <« W memuat himpuan yang

berbentuk V + a, dimana V €« . Ini membuktikan



28

bahwa topologi dan pastilah topologi vyang unik.
Lebih jélasnyg‘jika Wi > W dan W = V+a, dinmana
V € R, maka W, > V+a; itu.berarti aksioma (NB1)
~dipenuhi. |

Selanjﬁtnya diberikan W. (1=i=n) merupakan bi-
langan berhingga dari persekitarannpersekitaran
dari a. |

Haka masing-~masing W, memuat himpunan V. + a,
‘dimana V. R, Séjak R adalah filter basis, ter-

dapatlah himpunan V € ® yang termuat dalam [V,
: i=41

Maka

™ .
¥ >V+a;

i=1
n

(1 ¥, merupakan persekitaran dari a.
i=4

Ini memﬁuktikan (NBZ).

Untuk setiap V < R kita mempunyai 0 € V dengan
definisi dari filter basis tidak ada V yang ko-
song dan jika * « V, maka dengan (NS2) 0.» < V.

Jika W >V + a, Ve R, naka a € §; (NB3) dipe-
nuhi. Akhirnya, diberikan W o V + a,  dimana
V e R, Dengén;(NS3) terdapat U € R sedemikian
hingga U + U c:V. Maka U + a merupakan persekita-
ran dari a, dan Jjika b elU + a,: maka
ﬁ +b cU4+U } a8 © V 4+ a < W ; yaitu untuk
setiap b € U + a himpunan W merupskan persekita-

ran dari b, demikian sksioma (NB4) terbukti.




A

Diberikan a + b = ¢ dan W merupakan persekitaran
~dari c, maka W memuat himpunan V + ¢, dimana

VX dan dengan (N53) terdapatlah Ue®R

 sedemikian hingga U + U < V maka U + a merupakan

persekitaran dari a, U + b merupakan persekitaran
. dari b, sehingga. |
(U+a)+3(U+b)cV+a+b=V+ocw;
Yaitu aksioma (TVS1) dipenuhi.

- Selanjutnya diberikan V€ R dan X € K, terdaspat-
lah U e ® .

Sedemikian hiﬁgga AU <« V. Dari (NS3) dan diberi-
kan V € ®, untuk suatu n € N terdapatlah U e R
sedemikian hingga 2"U < V.

Diberikan n yang sangat besar sehingga |A} = 2",
Jika U = m:seaemikian hingga 2™ < V., maka dengan
(NS2) kita. mempunyai A2 < U yaitu
AU <€ 2™ < V.iDiberikan a €« E, A € Kdan W meru-

'pakan persekitaran dari Ara. Terdapatlah Yye®kRr

sedemikian hiﬁgga ¥ >V + Aa dan dengan (NS3)

‘maka  terdapatlah U e ® sedemikian - hingga
U+U+10Uc¢ V: Karena dari (NSI) terdapatlah
‘£ > 0 sedemikian hingga |n| < & berarti mna < U.
Terdapatlah T € R sedemikian hingga AT < ﬁ. Lagi=
.pula Jika in' <1 dan # - g € U, maka éengan
.(NS2) n(x-a) < Urdiambil S € K gedemikian hinggs

S<T (] U. Dari identitas

Ex - Aa = (E-MDa + AN(x-a) + (£-N)(x-a).
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Bahwa jika |¢€-A| < min (1,s) dan 2 e § + a
maka
fx-2a €U + U + U <V, yaitu £x € ¥.

(TVS2) terbukti.

DEFINISI 36

Suatu ruang’ (5,0) disebut Ruang Hauédorff

(Hausdorff Space) bila hanya bila setiap dua

titik yvang berlainan mempunyai dua persekitaran -

persekitaran yang saling asing.

TEOREMA 3

-E merupakan ruang vektor pada K dan & merupakan
koleksi dari himpunan-himpunan bagian balanced,
absorbing dari E sedemikian sehingga untuk setiap

YV e® terdapatlah Je® sedemikian 'hingga

U+ U<V, Maka terdapatlah Topologi unik pada E

dimana E merupakan ruang vektor topologi dan in-

.terseksi berhingga dari elemen-elemen dari ® mem-
bentuk system fundamental dari persekitaran-

.persekitaraq 0.

BURTI :

Himpunan absorbing jelas tidak kosong; dgn dari
%Sini V e GFmeﬁuat 0 dikarenakan V balanced. Se-
hingga interseksi berhingga dari elemen—eiemen
dari & membentuk filter basis R pada E. Jadi R

memenuhl kondisi-kondisi dari (NS1) sampai (NS3).
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. (Dari Teorema 2)

TECREHA 4

Ruang vektor topologi merupakan ruang Hausdorff
Jika untuk setiap elemen a # 0 terdapatlah per-

sekitaran V dﬁri 0 vang tidak memuat a (a < V)

BUKTI :

: Cukup dengan membuktikan bahwa jika a # 0 maka
terdapatlah persekitaran U dari O dan persekita-

‘ran W sedemikian hingga U () W = 0. Jika a = b
maka a - b = C.

U merupakan persekitaran dari 0 dan W dari .a - b
sedemikisan hiﬁgga U W=4¢. Maka W + b merupa-
kan_persekitaﬁan dari a, U + b merupakan pe:seki-
taran dari b, dan(W + b) [} (U + b) = .
Diberikan a = 0 dan diberikan V merupakan perse-
‘kitaran dari 0O yang tidak memuat a. terdapatlah
‘persekitaran balanced U dari O sedemikian: hingga
U+ U <« V . Maka U merupakan persekitaran dari 0O
dan U + a merupakan persekitaran dari a. Lagi-
pula, U ] (U + a) = ¢, sejak # = ¥ + a cU, pe

U berarti a = » - pel +U0<c¥V

TEQREHA 5

Dalam ruang véktor topologi setiap persekitaran

dari O memuat‘persekitaran tertutup dari O

BUKTI :
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Diberikan V herupakan persekitaran dari 0. Terda-
patlah persekitaran balanced U dari 0 sedemikian
hingga U + U < V. Akan ditunjukkan bahwa U <V,
maka (2 + Uj 1 Um=¢ vaitu terdapat p e U
sedemikian hingga # + yp € U akan tetapi,

#x e -—y+UclU+UclV.

TEOREMA 6 (TEOREMA 0SGOD)

- Diberikan (Ut) merupakan keluargsa fungsi-

(R
" fungsi konting pada ruéng metrik lengkap X. Untuk
setiap ®x € E, keluarga bilangan-bilangan
- (U (%)), _, adalah terbatas. Maka terdapatlah
suatu bola Bp(z) dalam X dan suatu bilangan kon-

stan M > O sedemikian hingga ]Ui{x))l < M untuk

semusa # € Bp(z), iel.
BUKTI :

~Untuk i €I dan neN, G merupakan  himpunan
dari titik # « X yang mana U (%)| = n. Karena U,
~adalah kontini maka himpunan Gh‘adalah tertutup.
Fn = f]tEnGh_juga tertutup dan Fn memusat titik-
‘titik » € X yang mana [V (#)] = n untuk setiap
i e I. Hypotesa bahwa (% (%)) ; adalah terbatas
untuk setiap titik berarti X = LJneNFn.

Maka térdapatlah=bola Beo(z) vang termuat dalam

F , dimana U (%)| = n untuk semua »# < Bp(z) dan

i eI.
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TEOREMA 7 (TEQREMA BANACH-STEINHANUS) I

Diberikan (Uixén merupakan keluarga dari bentuk-
bentuk liniergkontinu pada ruang banach E. Untuk
"getiap * = ﬁ keluarga dari skalar-skalar
(U, (%)), adalah terbatas. Maka terdapat suatu B
konstanta % M >0 sedemikian hingga . |

[U. ()] = M f2]|. Untuk setiap » « E dan i L.

BUKTI :

(Dengan Teoreha Osgod) terdapatlah suatu Bp(z)
‘dalam E dan N > 0 sedemikian hingga ]U;(x)] = N
untuk senus # < Bp(z) dan i €1

.Jika 3 sembarang dalam E maka

—ﬂ—gf*ﬂp + z € Bp(z) : _‘iz

Dan selanjutny&

»®

= U.[—f—“— e +z - z]
U

+ JU.(2)|

—R__'-
”-»[n =] P 2)

< ZN

dan :
U, ()] = Fzg— I = | untuk VY2 « E dan iel

M = Al
o
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DEEIHISL__QZ
'E merupakan ruang vektor norm atas field K, dan
ruang dual dari E dituliskan dengan E/ mérﬁpakan
himpunan dari%semua bentuk-bentuk linier kontinu

pada E sedemikian hingga E/ merupakan ruang

Banach atas field K.

3.2. RUANG KONVEK LOKAL

DEFINISI 38

Himpunan A dalam ruang vektor E adalah konvek,
jika untuk 2 e A, pe A, 0 =2a =1 memenuhi

ax + (l-c)y € A

CONTOH 13

Bola tertutuijp(a) dalam ruang vektor norm meru-
pakan himpunap konvek karena untuk » & Bp(a) dan
% € B_(a) berarti fa-2] = o, fa-¥| = o; diberikan
B = 1l-a
la(a-x) + Bla-w) |

il

sehingga |a-cwx-Ay|

A

afa-x] + Bla-y|
Top + fBp = p
= p
jadi ow + By e B (a)
- Himpunan A adalah konvek jika untuk « = D}_ﬂ = 0,
o + = 1 memenuhi oA + BB < A.
Jika A merupskan konvek dalam E, maka A + a ada-

lah konvek untuk setiap a < E,  dan MA adalah




~ konvek untuk setiap A < K.
Himpunan A ba;anced dan konvek Jika hanya Jjika
- untuk setiap »,y € A dan A\,u € K sedemikian hing—_
ga a] + |uf S 1 |
" Diberikan dua?ruang vektor E , F dan f merupakan
pemetaan liniér dari E into F
Jika A konvek dalam E, maka £(A) adalah konvek
:dalam F. | :
Jika B konvek:dalam F, maka fui(B) adalah konvek
dalam E.
Interssksi dari sembarang keluarga himpunan kon-
vek merupakan:himpunan konwvek. Diberikan himpunan
sembarang B dalam E, maka terdapgtlah himpunan
. konvek paling;kecil A yvang memuat'B, yvaitu irisan
. dari semua himpunan-himpunan kon?ek vang memnuat

B. Himpunan A disebut CONVEX HULL dari B.

CONTOH 14

Bola terbuka Bp(a) dalam ruang vektor norm meru-
- pakan himpunah konvek, karena jika = € Bp(a) dan

¥ =B (a) maka untuk 0 < t < 1 berlaku,

Il tee + (1-t)y-a Il = 1l t(z—-a) + (1-t)9p-a) Il

A

thl 2—a 1T+ (1-t)1 y-a H
< tpe b o+ (1-the

= p

jadi t» + (1l-t)Hy € Bp(a)
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DEFINISI 38

Ruang wvektor ﬁOpologi merupakan konvek lokal jika

‘masing-masing titik mempunyai system fundamental
‘persekitaran-persekitaran konvek.
Dengan kata lain‘ ruang vektor topologi merupakan
konvek lokal jika O merupakan system fundamentai dari

perSekitaran—persékitaran konvek

PROPOSIST 1

Dalam ruang konvek lokal persekitaran konvek dari
0 yang balanced dan ‘tertutup, membentuk system

fundamental persekitaran—persekitaran dari 0.

BURTI :

Diberikan W mérupakan persekitaran dari 0 dan
memuat persekitaran tertutup dari‘O (teorema_ 5.
%Dengan V memuat ﬁersekitaran konvek U dari 0 dan
U merupakan persekitaran dari 0 yang tertutup,

rbalanced dan konvek vang termuat dalam W.

3,.3. HIMPUNAN TERBATAS CBOUNDED SETS)

DEFINISI 40

‘E Merupakan ruang vektor atas field K dan A,B
merupakan himpunan bagian dari E. A absorb B jika
.terdapat a >» 0 sedemikian hinggﬁ B <« AA Iuntuk
setiap A < K sedemikian hingga [\] = «.

A < E absorbing ;jika A absorbs semus himpunan-

him?unan bagian dari E, Jjika A balanced maka A
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absorbs, Jjika terdapat » = K sedemikian - hingga
B < wpA. Jadi jika ini terpenuhi maka untuk || = |u|,
[» ] < 1 dan selanjutnya

B < pA = NN U)A < NA

DEFINISI 41

Himpunan B dalam ruang vektor topologi. adalah

‘terbatas, Jjika B diabsorb oleh setiap

‘persekitaran dari O.
Untuk ruang vektor topologi E dan F, dan £ merupakan
pemétaan 1inier dari E into F maka bayangan (image)
cnto £ dari himpunﬁn ferbatas dari E adalah himpunan
terbatas di F. Diberikan A merupakan himpunan térba~
tas di E dan W petsekitaran dari O di F, maka fd(W)
adalah persekitaran dari 0 di E dan absorbs A. Ini
menunjukan bahwa W absorbs f(A). Himpunan yang ter-
muat dalam himpunah terbatas jelas terbatas. Gabungan.
dari dua himpunan terbatas merupakan himpunan terba-
tas , gabungan befhingga dari himpunan-himpunan ter-
batas adalah terbatas. Diberikan A dén B meruéakaq
himéunan terbatas.
Untuk persekitafan‘ balanced V dari 0 terdapatlah
a > 0,8 > 0 sedemikian hingga A < oV dan B < V.
Diberikan » = max(a,f3), kita dapatkan A U B C:YV.
B merupakan koleksi dari himpunan~himpunan terbatas
dari E disebut system fundamental ‘dari himpunan-
himpunan terbatas‘jika untuk setiap himpunan terbatas

B dari E terdapatlah F e« % sedemikian hingga B < F.
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Dalam ruang konvek lokal, himpunan-himpunan terbatas
vang teptutup, konvek, balanced membentuk system
fundamental dari ‘himpunan—himpunan ‘terbatas. Untuk
memperlihatkan ini diberikan B mefupakan himpunan
terbatas dan F 'merupakan interseksi dari  semua
himpunan konvek, balanced, tertutup vyang memuat B,
maka F merupakan himpunan konvek, balanced, tertutup
yang memnuat B (Yaitulconvex hull dari B, balanced dan
tertutup ) |

Jadi F terbatas.

Dengan proposisi 1 persekitaran-persskitaran konvek
dari 0 yvang balanéed,rteftutup membentuk system fun-
damental persekitéran dari 0, dan Jjika V merupakan
persekitaran dﬁn B <AV maka F <« AV, E merupakan
ruang konvek lokal dengan topologi yang dibatasi oleh

keluarga semi norm (q.) B <« E adalah terbatas

: tliex’
jika hanya jika sétiap q, terbatas di B.
Diberikan ruang vektor E dan semi norm q pada E.
q membatasi ﬁopolqgi konvek lockal di E dan pada topo-
logi ini E ﬁempun&ai system fundamental dari pe#seki—

taran terbatas dari 0 yang dibentuk oleh himpunan

V. = { 2| q(e) £ &}

&

DEFINIST 42

.Diberikan E mérupakan ruang vektor topologi dan A
“himpunan bagian dari E. Filter & di A merupakan

filter Caunchy, jika untuk setiap persekitaran V

dari 0 di E terdapatlah himpunsn X € 8 sedemikian
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hingga X-X 5 V; berarti bahwa, #-y¥ € V untuk
setiap »,¥ € X.

Himpunan bagian» A dari ruang  vektor topologi
adalah lengkép Jika setiap filter Cauchy P kon-
vergen ke titik dari A.

Ruang vektor topologi adalah Quasi—lengkap, Jika

setiap himpunan bagian tertutup adalah lengkap.






