_ BAB i
MATER!I PENUNJANG

2.1 MATRIKS
Definisi 4
Matriks ordo m x n adalah suatu-kumpulan bilangan yang disusun dalam -

bentuk baris dan kolom dengan m banyaknya baris dan n banyaknya kolom.

Matriks dapat dituliskan sebagai berikut:

A, 8y, g @y

8, 8y 8y 8,
A=

arn1 amz ama arnn

Masing-masing bilangan a, dari matriks dinamakan elemen.

Contoh &
123
A=1214
5186

Matriks yang hanya mempunyai satu baris atau satu kolom saja disebut matriks

baris {(vektor baris) atau matriks kolom (vektor kolom).

Definisi 5 |
Dua matriks A = (a,) dan B = (b, ) yang mempunyai ordo sama adalah sama

jika hanya jika a, = b,.




Definisi 6
Jika A= (a ) dan X adalah. skaiar sembarang, didefinisikan produk darj A
dengan i sebagai’. AA = ( A a,). -

Definisi 7 _ _
Jika A = (a, ) adalah ma’mks berordo m x n dan B = (b, ) adalah matriks ber-

ordo n x p, maka dldeflms:kan produk A.B atau AB dari maitriks A dan B

sebagai C = (c W
dimana :
i
Cjk"I=21 ab,

dan C-adalah matriks dengan ordo m x p. |
Catatan bahwa perkalia{n antar matriks didefinisikan jika hanya jika bilangan
kolom A sama dengan bitangan baris B. Matriks yang demikian biasa disebut

comformab!e

Definisi 8
Jika baris matriks A ditukar denc=::-xolom matrik: A, hasil ziiukaran b
dengah kolom dinun+ “antranspose dari-A, dituiis deigan AT. Secara simbolik

A= (g, masa AT = (a,).

Definisi 9

Suatu matriks yang semua elefn_e'nnya sama dengan nol disebut nui/  atau

matriks nol dan dinotasikan dengan O .

Untuk matriks A sembara%mg‘ yang berordo sama dengan O, maka
O+A=A+0= A.i .

Jika A dan O adalah matfiks bujur sangkar, maka OA = AQ = O,




Definisi 10 . _
Jika A dan B adalah matriks bujur sangkar ordo n. Maka B adalah invers dari
A (ditulis dengan A*) dan A adalah invers dari B (ditulis B") jika dan hanya jika

AB =1 dan BA = |, dimana | adalah matriks identitas.

22 VEKTOR PADA RUANG DIMENS! n (R")

Definisi 11
| Vektor adalah suatu‘t::esaran:yang mempunyai besar dan ditentukan oleh

arahnya.

Suatu vektor x di dalam ruang dimensi n { R") adalah vektor yang berkompo-

nen bilangan-bilangan real sejumlah nelemen yang ditulis dengan x =[x, X, X; ... X ].

Definisi 12 :
Dua vektor x dan y adalah sama jika hanya jika mempunyai besar dan arah

yang sama. B .

Definisi 13
Ambilx,y €ER" dan o €R
Jumlahan x +y didefinisikan sebagaix +y = (X, +¥,, .1 X, +Y,) dan muitiplikasl

(perkalian) dengan bilangan real o x didefinisikan dengan

a x={a X, o XE,;..., o X).

Definisi 14
Skalar produk xy dari dua vektor xy € R didefinisikan dengan

XY = XYy + XYy ot XYy



Definisi 15 _
Norma [| x || dari suatu vektor x& R" didefinisikan dengan

X} = (0)™ = [(x )24 ()2 + .. + (x )2 ]

Teorema 1 (Pertiqusémaan'Cauchy - Schwarz)
Jikax,y & A, maka | xy | s [|x]| ][y |

di mana | xy | adalah nilai mutlak dari bilangan real Xy.

Bukti _
X ¥ €R" untuk sembaréng a € R berlaku :
(ax+y) (o x+y)=xx( a)2+2xy a+yy 20
Karena akar persamaan kuadrat dalam xx( « +2xyo + yy=0
tidak dapat ditemukan biflangan féal yang berlainan, maka diékrirﬁinan dari
pertidaksamaan kuadrat 'iersebut adalah:

4 (xy)? - 4 (09 (yy) 50

()P s (09 (yy)

dari “ofinisi 18, maka:

Ixy | s fix]i. v |l
Terbukdi,
Definisi .16

Jika x, y € R". Bilangan nbn nega:ti'f d(x,v) :“x -,y”disebut jarak antara titik

X dan y dalam R",

2.3 KOMBINASI LINIER DAN KOMBINASI KONVEK DARI VEKTOR

Definisi 17
Pandang vektor-vektor X', 2, ..., x* € R"dan skalar o , € Runtuk 1 si < n.

" Maka kombinasi linier darifvektor-_\)éktor x', x3 ..., x" didefinisikan sebagai
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1 2 .
CL1X+C(2X +...+ocnx.-

Ketergan'tungan nilai o ; menyebabkan perbedaan sifat dari kombinasilinier.

Sebagai contoh suatu kombinasi linier strictly positif dari vektor-vekor di bentuk oleh

o ;> 0 untuk semua i, sedangkan kombinasi linier non negatif dari vektor-vekior

diperoleh bila o , z 0 untuk semua i.

Definisi 18
Kombinasi linier dari vektdr—vektor x!, X2, ..., X" € R* dikatakan kombinasi
konvek jika dan hanya jika

n

n
A X ,dimana A,z 0 dan 23» =1

- Jika masing-masing dari A >0, (i=1, 2, .., n) ,maka kombinasi liniernya
disebut kombinasi konvek strictly positif (strictly positive convex combina-

tion).

- Contoh 3

Kombinasi konveks dari x' dan x? pada gambar 3 di bawah adalah garis

hubung antara x' dan x# |

Gambar 3
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Definisi 19
Suatu himpunan vektor {X', X2, ,:x“ , dimana x' € R™ untuk sem ua i, adalah
independen linier jika dah hanya.ji.ka

o X'+ a X+ +a X =0

a1,a2,...,unéH, |

=, = :Cl =0

maka o 2 "

1

Kebalikan dari definisi 19 dinamakan dependen linier.

Contoh 4
Pandang x' = (1, 0,0),x2=(0,-1,0) dan x*= (0, 9, -1). Himpunan {x', x? x%
adalah independen linier. ' | |
Karenauntuk a X'+ o x+ o X =0 €R?®
a,=a,=a,=0
Contoh 5
Pandang y' = (1, 2, 3) dan y?= (0, 0, 0)
Himpunan vektor {y',y%} édatah dependen linier, karena
o Y+ oLyt =0:EF{‘5
o, ,=0dan az;%o.
Jadi, sembarang himpunan vektor yané memuat vektor nol adalah dependen linier. |
Jika suatu himpunan vektor {x/, ;@, x%) bergantung linier, terdapat sekurang-

kurangnya satu vektor yang dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari yang

lain.

Teorema 2
Jika himpunan bagian dar:i nvektor bergantung linier, maka himpunan n vektor

tersebut bergantung linier.
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Bukdi

) Misalkan.p vektor (p < n) ;{x1, X2, ..., X’} bergantung linier akan dibuktikan
bahwa {X', 3@, X3, ..., X"} bérgantung linier. Karena {x', X3, ..., X} bergantung
linier maka terdapat harga o |, a .1, O yang tidak semuanya sama
dengan nol sedemikian sehingga | .

i a X =0
1

; . n
1 2 : P o= -
o X'+ a X+ +a X° =0 dan ing X=0
1 2 p D+ 1 n —
o X'+ o Xt ra Xoso X+ a X =0
dimana a ,,, =¢a  ,=..=a =0

Karena diketahui oo | , o o , a , tidak semuanya sama dengan noel

sedemikian sehingga.

maka {x*, %%, ... , X"} berga'ntung linier.

" Terbukti.

. Teorema 3

Jika himpunar i1 vektor bebas linier, maka himpunan bagiannya bebas linier.

Bui.

. Ambil {x7, X3, ..., x"} bebasilinier_. Andaikan himpunan bagiannya bergant‘ung
linier. Dari teorema 2, jiké himpunan bagiannya bergantung linier, maka
himpunan n vektor berganfung linier . Kontradiksidengan{x',x?,..., X"tbebas
linier. Pengandaian harus jdii'ngkér:. '

“Jadi, himpunan n vektor bebas linier, maka himpunan bagiannya bebas linier.

Terbukti.
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24 SIFAT-S!FAT HIMPUNAN PADA RUANG DIMENSI n (R
Definisi 20 '
Himpunan titik-titik étau ve’ktor-vektor adalah himpunan yang unsur-

unsurnya (komponen?komponennya) tittk atau vektor.

Definisi 21 _

a. Gabungan ‘(Union); dari dua himpunan A dan B ditulis AU B adalah
himpunan G yang: memuat semua unsur-unsur dari A dan B,

b. Jika ada m himpunan A, A, ..., A, maka A UA,U...UA, adalah

himpunan G yang memuat unsur-unsur dari A;;i=1,2,..., m dan ditulis

Definisi 22 |

a. lrisan (lntersection)gdari dua himpunan A dan B ditulis A N B adalah
himpunan H yangémemuat unsur-unsur persekutuan dari A dan B.

b. Jika ada m himpunan A;,.AE, ~ A, maka AL NA, NN A adalah

himpunan H yang rj'lemuat_unsur-unsur dari A;i=1,2,...,m. Dan ditulis
m ' '
H= 1N A
i=1
Definisi 23
Dua himpunan A dan B dikatakan saling asing (disjoint) jika dan hanya'
jka ANB =@ | |
2.4.1 Himpunan Terbuka dan Tertutup

Definisi24 |
Titik X disebut titik interior dari S € R jika terdapat sekitar dari )'c'yan‘g meru-

" pakan himpunan bagian dari S.
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Definisi 25
- 8 € Rndisebut himpuhan terbuka jika setiap anggotanya merupakan titik

interior himpunan 8.

Definisi 26

S € Rndisebut himpunan tertutup jika semua titik limitnya termuat dalam s.

2.4.2 Himpunan Konvek dan Titik Ekstrem

Definisi 27

Himpunan S  R" konvek jika dan hanya jika untuk setiap x', x? € S Hitik

(» x'+(1-A )x® E Suntuksemua X € [0,1].

Himpunan konvek tidak lain adatah jika semua titik pada garis hubung antara
dua titik dalam himpunan S juga anggota S. Akibatnya adalah bahwa himpunan
konvek di dalamnya tidak ditemukan “hole” (lubang). Dan himpunan yang hanya

terdiri dari satu elemen ada!ah? konvek. Dengan demikian himpunan kosong (@) jugé

konvek.

Definisi 28
Dalam S C R°iitkX € S dikat:a.kan suatu titik ekstrem dari S jika dan hanya

_jika untuk X', x® € §, x1 = X tidak terdapat. X sedemikian sehingga

%= (A X'+(1-2 )% )untuk & € (0,1).

" Dengan kata lain titik ekstrem adalah titik yang tidak bisa dinyatakan sebagai
kombinasi konvek dari dua ti‘iik lain y'a_r!g berbeda. Dari definisi tersebuf, maka titik

ekstrem bukaniah titik interior. Oleh karenaitu semuatitik ekstrem adalah titik limit.
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Conioh 6

Garﬁbar 5
~ Gambar 5 adalah konvek dengan takberhingga titik ekstrem, (Titik ekstrem

sepanjang busut).

Pada uraian ini digunakagn ¥ sébagai operator kombinasi konvék, yaitu

kombinasi konvek dari X, x?, ..., x? dan ditulis sebagai : y (X', X3 ..., x9) atau

q

Y, (X))

i=1
Operator segmen garis terbatas i digunakan dalam pengertian bahwa segmen
garis tak terbatas darix e R* deingan ar_ah v € R" ditulis sebagai n (x,v).I _
Catatan bahwa himpunan konvek adalah himpunan semua kombinasi konvek dari

titik-titik ekstremnya dan titik-titik sepanjang tepi tak terbatas.
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Contoh 7

Yo

A
(@ - : by Vv*=(1,2)
| Gambar 6
Pada gambar 6 (a) dén' 6 (b) di atas himpunan non konvek X dan himpunan

konvek tak terbartas Y diberikan oleh:

4 .
X=y (xX'x3) Uy (x')dan
=2 :

Y= Y (x21Y1z)' : :
dimanay € p (x\ve) dan z€p (XV°).

| Dengan himpunan konvek, titik-tiik ekstrem yang dihubungkan oleh suatu
tepi dikatakan adjacent. Pada gambar 6 (b) di atas lintasan adjacent titik-titik
ekstrem dari x' sampai x3 adalah { X', X2, X°}.

Lintasan tepi dari x' ke x* adalah y; (x',x?) dan y (¢ x°).

2.4.3 Bayangan dari Himpunan Konvek

Definisi 29 : .
Jika M C R", konvek hﬂll dari M adalah irisan dari semua himpunan konvek

dalam M.
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Bengan Kata lain konvek huli dari M C R" adalah himpunan konvek terkecil
yang berada dalam M. .

Definisi 30 ‘
Himpunan polyhedral adalah konvek hull dari himpunan berhingga titik dan

bilangan berhingga dari segmen garis yang tak terbatas.

Suatu polyhedral set dikatakan poiyhedron jlka merupakan konvek hull dari

hlmpunan berhingga titik. Suatu himpunan polyhedral tidak perlu terbatas, tetapl '
- polyhedron adalah terbatas

Definisi 31

DenganS C R danf: 8 —> F{k Maka, jika S konvek dan flinier, daerah hasil
f(s) yaitu bayangan S oleh fadalah konvek.

Jadi, jika S polydedral, bayangan S oleh f diberikan oleh sermua kombinasi_

‘konvek dari bayangan dari tmk—tltlk ekstrem dan titik-titik sepanjang tepi tak
rbatas S e NI

s Contoh 8

Jika f: § -~ R? didefinisikan dengan Cx = z, dimana S adalah seperti pada

ol ]

gambar 7 (&) dan

Gambar 7
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Maka, dengan Cx' = 7, bayangan S oleh f (ditulis dengan Z) diberikan oleh

y (2 23 2° 2¥) seperii pada gambar 8 di bawah.

Zz
A

- Gambar 8

2.4.4 Hyperplane dan Fiuang Bagian

Definisi 32 .
Hyperplane dalam R" didefinisikan sebagai {x € R"|C'x=Z}

dengan C= 0 E€Rr dan z €R..

Suatu hyperplane adalah tertutdp ‘dan konvek berdimensi n - 1 c R
Berkenaan dengan hyperplane yang di:definisikan olehC=0 €R" dan Z & R,
himpunan-himpunan: -

xeR|Cxsz} tertﬁtu;p dan

{x €R"| C'x <z} ruang bagian:tefbuka.

Irisan dari {x €R" |C™x<Z} dah {x‘-e;R" | Cx < Z} menentukan hyperp_!ane'
{xe=R" |C™x = Z}. Himpunan yang dibentuk oleh irisén bilangan berhingga dari rua'ng -
bagian tertutup merupakan polyhedral, dan mempunyai bilangan berhingga dari

titik-titik limit dan tepi-tepi tek berbatas..
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2.4.5 Himpunan Terhubung dan Himpunan Diskrit -

Definisi 33 _ _ _
Misalkan S C R~ S disebut terpiséh (disconnnected ) jika dan hanya jika
terdapa't dua himpu_nan ierbuka:D dan H sedemikian sehingga

1.onN SdanH N S himpunén yang saling asing dan tidak kosong
2.5=(DNSU (H Ns). |

Kebalikan dari definisi 33, S disebut terhubung. Jadi S terhubung jika tidak-
dapat disajikan sebagai gabungan dua himpunan yang terpisah dan tidak kosong.
Berdasérkan definisi 383, himpunan" kosong dipandang sebagai himpunan ter-

hubung.

Contoh 9

Gambar ¢ di bawah ini S tidak terhubung karena D dan H himpunan terbuka

.sedemikian sehingga syarat 1 dan 2 terpenuhi.

Y H
N Vs
~1 7
L
'Ir
. J .
: ;]!
Fd
S . ” // S
h :// ._/L
AP
z. )
/ :
:_,/
. ‘l' ji\
_.--_.__.....___../‘.’ .\\
_ ’ \
4 \

‘Ga'mbar 9

~ Definisi 34 _ _
Himpunan diskret adalah himpunan di mana terdapat pemetaan satu-satu

ke dalam himpunan itu dari semua bilangan bulat.
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2.5 TEOREMA UNTUK SISTEM LINIER

Lemma 1 (Lemma dari Tucker)

Untuk sembarang matril;{s A or:do p X n, sistem :
I. Ax 20, dan -
H.Aly=0,yz0

mempunyai penyelesaiah x dan y yang memenuhi AxX+y >0

Bukti

Dengan menggunakan ignduksi'lléngkap,‘ akan dibuktikan pada baris A.
Pangkal -

Dibuktikan untuk p=1..

Untuk p =1, jika A, =0, ambizy;: 1,X=0

Jika A, =0, ambil y,=0,x= A,

Langkah | '

Andaikan Lemma benaré untuk _matriks A dengan jumiah baris p.

Akan dibuktikan bahwa Lemma lﬁenar untuk matriks-;\dengan jumlah baris

p+1.
— A )
A= =
A"” ‘ 59
Ab+1

' Dengan - menerapkan Lemma pada matriks A, diperoleh X,y  yang
memenuhi: _ |
AX20;ATy=0;y=20;AxXx+Yy,>0 o {1)
Jika A, x20, diambil ¥ = (y,0). Maka
ﬁx;O;E‘T:O;?;O;;A#ﬁLyQO . (2

yang merupakan perluasan lemma pada A.




Jika A, x<0,lemma diterapkan pada matriks B, dengan :

E”1 :A1+}’1:Ap+1
B=| . |=]|

Bp Ap+l pApH

di mana :
AX
A= ' z0 =12 ..,p
! A, X

sehingga

lezA‘ka ]Apﬂ';o,atau
Bx =0

Hasi! (5) digunakan untuk mencari u, v yang memenuhi

Bvz0, Blu=0 ,uz0  Bv+u >0

Ambi} :
u= (”'-2’1‘"1“})‘ Berdasarkan (4) dan (6) maka
i |
ugz0
_ - _ : _
AT-I?I= Alas AT j__,ﬁ,l_l. . =BTy [;1 A AT LU
p
: ATp+1j=E1 A ]ij
Ag vV
ambil w= v - X
peiX
maka :
Ay W = A V-A V=
dan S
[Aw [B,-% A, )W
— A Aw ' '
AW= W= - = P
[Ap+1] [O } !
pr (B )\’ Ap+1)
L9 1 L

21

(4)
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: ApHv
Bw Bv -  Bx Bv
’ p;1-1x ’
= = . = =0 (11)
0 -0 0

. Dari (3), (10), (9), (5) dan; (6) diperoleh

Aw+u =(B -k 111\91\1)\#.'-:.-u1zB1w+u1

p+1v

=Byv- . Bx+u,
Ap+1x
=Bv+u, >0 -~ (12) 5

" Hubungan (8), (7), (11) dan (12) adalah perluasan ke A.
Jadi untuk p + 1 terbukti benar. |

- Maka, Lemma terbukti,

Teorema 4 (Teorema E.ksistejn;s.ii Pertama )

Untuk sembarang matriks A ordo pxn, sistem

l.Ax=0, dan : . |

Il ATy= 0,y=z0 mempunyai penyetesaian x,y yan'g memenuhi |

Ax+y>0.

Bukti _
Berdasarkan Lemma 1 ,teirdapat s € R,y €R ,i=1,2, .. p sedemi-
kian sehingga ' '

Ax 20 _

ATyi=0,y =20 ; i=1,2,..,p

Axt+y. >0 |
Didefinisikan

P
x=_,'>31 X Y= Y,
=

i=1




dari Lemma 1 diperolerj :

P _
Ax=.z'1Axi EQ

ATy=§ATy =b 'y—pz z0
i—1 i . H —i— yl_.

Dan untuk i=1,2, ..., p:

. p . ‘
Ax+y =AX sy + 2 (AX +y\)>0
—— ki v
>0 ¢ 20
Atau Ax+y>0.

Terbukti .

Teorema 5 (Teorema Eksistensi Kedua)

023

Ambil A dan B matriks. ordo .p‘xn dan p® xn dengan A tidak kosong.

Maka sistem :

LAXz0 ,Bx=0 dan

Il.ATY' +BY?*=0,y'20 mempunyai penyelssaian x € R", y'ER dan

2 p2 N '
y- €R® yang memenuhi

Ax+y'>0.

Bukti

Dengan menerapkan teorema 4 pada sistem :

A
B|x z0 dan
-B '
i y1
A", 8", -B] z; =0; z; = 0

diperoleh %, y', Z7, 22 yéng me?menuhi
AX+y' > 0 |
Bx+z' >0

-Bx+22 > 0
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Didefinisikan y2=2z'-2?, dip:er'oleh X, y', y? yang memenuhi

I.LAXz0,Bx=0

. ATy' +B y2=0,y' 20 dan
- Ax+ y' > 0 : |
Terbukii.

Akibat dari teorema & adalah :
Ambil A B, C, danD. bertu.r'ut-t'urut matriks sembarang dengan ordo
'p’xn, p2xn , p°xn;dan p*xn dengan A, B, C tidak kosong. |
Maka sistem : | |
|.AX 20, Bx=0 ,Cx 20 ,Dx=0 dan
II.ATy1+BTy2+CTy3+;DTy“=0 y'2z0,y?20 ,y*=0 mempunyai penyele-
salan x€R" ,y1eF{"1:,"y2 € H"z , Y E RP .y er” yang memenuhi
Ax+y' >0, |
Bx+y> >0, dan

Cx+y’>0.

Bukii

Akibat dari teorema 5 merupakan perluasan dari teorema 5. Sehingga

buktinya sejalan dengan bukti teorema 5 (T eorema Eksistensi Kedua).

KERUCUT (CONE)

Defenisi 35
Jkav € V CR", V«0. Maka V disebutkerucut {cone) jika dan hanya

jka a v €V untuk semué\_ skalar a =z 0.
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Titik asal 0 € R“_ termuat dalam'setiap kerucut. Berdasarkan kebalikan dari
definisi 33 semua kerucut adalah himpunan terhubung. Selain untuk himpunan
singleton yang mempunyai -titik pangkal, semua kerucut adalah himpurjan tak

terbatas dan tidak perlu konvék.

2. 6.1 Pembangkit (Generator) -

Definisi 36

Pandang suatu himpunan k ve_k’tor {v', v, ...,v¥} dan himpunan V dimana

X .
V={veR"|v= 2 & iw';-o& 20}

Vterdiri dari semua kombinasi Imler non negatif dari vidan kerucut konvek
dibangun oleh himpunqn {v', v?, ..,v ¥}. v dikatakan sebag_al pemba‘ngkst'
(generator) V. : |

Kerucut yang hlmpunan pembangkttnya tunggal adalah {0€R"}

Definisi 37 | |
Jika{v,v?, ..., vk} hinipunan ;pembangkit dari kerucut konvek V dan

vie {v, v, ..., v Maka v* disebut non essensial generator (pembangkit tak

- periu) jika tanpa v, v yang lain masih dapat membentuk V.

Suatu non esensial genérator dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier non
negatif dari pembangkit-pembangkit yang lain, sedangkan esensial generator tidak
dapat dinyatakan sebagai kombinajsi linier non negatif. Bilangan terkegil- dari

é_sensial generator yang membentuk suatu kerucut disebut bilangan minimal

pembangkit untuk kerucut.

Contoch 10

Pada gambar 10 (a) , v2 adalah non esensial generator dari V, karena Vda-
pat dibentuk oleh {v, v’ }yang sama dengan yang dibentuk oleh {v', v? va}

Bilangan minimai dari pembangklt ini adalah 2.
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)

\ '.:‘,

\

W
¥

(@) ; | S )
| Gambar 10
Pada gambar 10 (b) masing- masing v* dan v° adalah non esensial genera’for

- tetapi tidak keduanya secarabersama-sama. Untuk membentuk kerucutnya

cukup {v', v&} atau {v', v3 sebagai pem bahgkit minimal.

2.6.2 Dimensi Kerucut
Definisi 38 :
Dimensi dari kerucut. V C R didefinisikan sebagai banyaknya vektor-vektor

yang bebas linier dalam V.

Contoh 11
- Dimensi dari kerucut smgleton {0 € R} adalah 0.
- Dimensi dari kerucutkonvek yang d[bangun oleh himpunan dengan k vek-

tor yang bebas lmler adaiah k

Definisi 39 -
Suatu kerucut yang mempunyai titik ekstrem (verieks) dinamakan kerucut

berujung (pointed cone).

Kerucut seperti ruang bagian fe'rtutup {x €R" | C™x = 0}, hyperplane dan R°

adalah cone tak berujung (n;on pointed cone), karena tidak mempunyai verteks.
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Contoh 12

 Gambar 11 terlihat bahwa :dimensi kerucutnya adalah 3 dan bilangan minimai

pembangunnya adalah 4. -

.Gambar 11

2.6.3 Sinar Ekstrem danz Kerucut Polyhedral

 Definisi 40
Jika V € Rokerucut konvek tertuiup dan ¥ €V, Maka himpunan |
yemly=aTaz0 -
-disebut sinar ekstrem dari V jika dan hanya jika Vv = 0 dan tidak terdapat dua
" vektorlainv', v € V, ‘v_‘ = B vZuntuk semuaskalar § = 0, sedémikian

. = 7 ry )
sehinggaVv= o V' + & .V , untuk skalara. -, @ , > 0.

Definisi 41
Tepi satu dimensi dari kerucut pg_l):fhedral adalah sinar ekstrem dari kerucut .

" tersebut.

_Dari definisi 36, 37, 38, 39, 40, dan 41 kita dapatkan hubungan antara
bilangan minimal dari gen:erator, bilangan sinar ekstrem dan dimensi kerucut

polyhedral :

1. Menurut definisi 37 dan 38, bilangan minimal dari generator kerucut tidak kurang

dari dimensi kerucut tersebut.
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2. Berdasarkan definisi 37, 39 dan 405, untuk kerucut konvek berujung (pointedcbnvex
cone ) berdimensi satu atau ‘lebih, b:langan mlmmal pembangkltnya sama
dengan jumiah sinar ekstremnya |

3. Dari definisi 38 dan 39, untuk kerticut konvek tak berujung {(nonpointed convex

cone) VCR, V=0, biIan'gan minimal pembangkitnya satu lebih besar dari pada

dimensi kerucuinya.

Contoh dari hubungan di atas adalah :
Contoh 13 . | _
Suatu hyperplane yang- melalu:i.tiﬁk asal dalam R" adalah kerucut dengan
dimensi n - 1. Kerucut hyperplane ini adalah polyhedral karena dapat
' dibentuk dari irisan dua ruang bagian teriutup. .
Bilangan minimia genjeratorny:& adalah n dan tidak punya titik ekstrem

maupun sinar ekstrem.

2.6.4 Kerucut Kutub (Polar Cone)

Definisi 42 _
Jika V C R" adalah éuatu kerubut, maka kutub non negatif dari- Vv (ditulis
dengan V *) adalah keirucut konvek
*={y e R" | yT\f- 2 0 untuk semua v €V},
Yaltu semuavektorda!afh V‘yaﬁg membuatsudut 90° dengan masing-masing

- vektor dalam V. V * kqnnvek tanpa memperhatikan V konvek atau tidak.

Contoh 14
Dalam gambar 12 (a), (b), dan (¢) kerucut V dibangun oleh v! dan kutub non

negatif V * dibangun otéh y.
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Gambar 12
Contoh 15

“Pada gambar 13 kutub non negatif dibangun oleh ¢ € R" adalah ruang

bagian tertutup {x € R* | C'x =0}

Gambar 13

Definisi 43
Padakerucut konvek V C R"yangdibangun oleh {v', v?,..., v}. V memenuhi
syarat vektor null,jikatérdapatsuatu a €ERY a >0 untuk semua i sedemi-

kian sehingga

k .
Ea Vi=0€ER"
i=1 .

~ Selain untuk kerucut ‘sihgleton {0 R}, suatu kerucut yang memenunhi syarét
null vektor adalah tak berujung (rion pointed ). Kutub non negatif dari kerucut "4

yang memenuhi éyarat null \{ektor adalah subspace R" yang tegak lurus dengan
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. V sepert digambarkan pada gambar 12 {c} di atas.

Definisi 44

Jika V C R kerucut yang dibangun oleh{v', v2,..., v Maka kutub semi positif

dari V (ditulis V *) adalah kerucut konvek

Ve ={yeR" [yv'z 0, untuk semua i dany'v' >0, untuk sekurang~ku‘rangnya
satu i} U {0 &R,

Catatan bahwa untuk suatu vektor y dalam V * harus mempunyai produk

vektor positif dengan sekurang-kurangnya satu dari v'.

Contoh 16

Gambar 14
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Pada gambar 14 keruéﬁt acuan C dibangun oteh ¢, dan kutub non negatif C*
adalah kerucut yang dibangun oleh yi. _

Pada gambar 14 (a) C*=C* dan pada gambar 14 (b) C * adalah sinar bagian
yang dibangun oleh y'déngan C-?: C* Untukgambar 14 (c), C*adalah garis
yang dibentuk oleh y1‘dén y?dan C adalah titk pangkal. Sedangkan pada

gambar 14 (d) C* adalah sinar bagian yang dibangun oleh y' dan'C* = C %,

'FUNGSI UTILITAS

Definisi 45

~ Pandang X dan Y adalah dua himpunan. Suatu pemetaan I' -dari X ke

dalamY adalah suatu htjbungan_khusus, yaitu hubungan yang memasangkan

(mengawankan) seti‘apianggota X dengan tepat satu anggota Y.

Definisi 46
Suatu fungsi 6 disebut fungsi numerik jika 6 merupakan fungsi suatu

himpunan X ke dalam ‘R (himpunan bilangan real).
Definisi 47
Suatu fungsi f disebut fi.:ngsi vektor dimensi m jika merupakan fungsi dari

suatu himpunan X ke dalam R".

Definisi 43

Jika f suatu fungsi vektor dimensi m yang didefinisikan pada R", f dikatakan

linier jika:
f(x) = AxX+b
dimana A suatu perubah matriks mxn,danb suatu perubah vektor da!am_

Rm
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Jika m=1, maka didapat fungsi linier 8 pada R"dan 6 (x) =cx + ¢,

di mana cadalah perubah vekfo'r dalam R" dan o adalah perubah bilangan

real.

'2.7.1 Bentuk Fungsi Utijitas
Dari definisi 1 di depan, diperoleh beberapa bentuk fungsi utiiitas.
Definisi 49 |
Suatu fungsi U: R*—> R adalah t.i'dak turun {non decreasing) jika dan hanya -
jika untuk semua z', 2° € R* sedemikian sehingga z' 5 z°, maka. -

UE) = U@E).

Secara geometris fungsi non decreasing digambarkan seperti di bawah ini.

A

,
i
i
I
)
}
]
I
i
}

zf

Gambar 15

Definisi 50 B _
Suatu fungsi U: R —> R adalah naik (increasing) jika dan hanya jika untuk
semua z', 22 € R* sedemikian sehingga z' < 2°, maka '

UE) < UED.

Definisi 51
Suatu fungsi U:R*—> R dinam akan kon kaf jika dan hanya jika untuk semua .

z' 2%, € R berlaku
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U[A z'+(1-21 )22 U@E)+ (10 ) UED).

untuk semua A € [0,1):

Definisi 52 | |
Suatu fungsi UR*—> Rdinama.kan strictly konkaf iika dan hanya jika untuk.
 semua zi_, Z* € R*sedemikian sehingga z' » 2° .
UA Z'+(1-2)Z] > A UE)+(1-A )UED.

'untuksemua A e o)

Dengan meﬁgganti U(z‘) s U (2 dengan U(z") = U(z) dalam definisi 49, di .
peroleh definisinon increasing.:KemudiEan dengan carayang sama, yaitu nien'gg_anti
U(z")< U{z®) dengan U{z')> U (#) dalam definisi 50 diperoleh definisi ‘de'creas'ing.
‘ Dan dengan. membalik pertidaksamaan pada definisi _51 dan definisi 52, kita akan
méﬁdgpatkan definisi konvek dan strictly konvek.

Gambar 16 {a}dan 16 (b) berikut ljntuk henggambarkan bentuk-bentukfungsi

seberti pada definisi52 sampéi dengan 54. |

u,

@ | (b)

_ Gambar 16

Definisl 53 | | |
Suatu fungsi U: R —> FI dinamakan quasi konkaf jika dan hanya jika untuk
semuaz', 22 €R" sedemikian sehingga U{(z') = U{z°), berlaku | |

u(z) §U[x:z'+ (3- A ) 2% untuksemua A € [0,1]..
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Definisi 54 .
Suatu fungsi U; R* —> R idinam akan strictly quasi konkaf jika dan hanya jika |
untuk semua z', 2% € R* sedemikian sehingga U(z') g U(Z), berlaku

U(z) <U[az' + (1- &) 27 untuk semua A € [0,1].

Definisi 55 _

Dengan mengambil fungsi U:R" >R diferensiabel pada R, maka fungsi U =

dinamakan pseudo konkéf (konkaf semu) jika dan hanya jika untu.k semua |

2! 22 €R*sedemikian sehingga %7 U(z)(z*- z')s 0 diperoleh U(2) s U(z').

Dengan membalik semué pertidaksamaan dari definisi 83, 54 dan 85 kita
memperoleh definisi quasi koﬁvek, s’irictly quasi konvek dan pseudo korjvek.
Dengan catatan untuk fungsi pseudé konkaf dan pseudokonvek adalah diferen- -
siabel. o |

Gambar 17 (&), 17 (b} dah 17 (c) menggambarkan secara geometris definisi

53, 54, dan 55.

Ny

@

NV

(b}




(©

Gamb’a:r 17

NY

35





