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MATERI PEMUNIANG

Z2e.1l. Himpunan

Definisi 1 3

i.l. Suatu elemen a menjadl anggota himpunan H.,
neka dituliskan dengan a & H .

l.2. Suatu himpunan dengan banyalknya anggota ber-
hingga disebut himﬁunan berhingga

l.3%3. Kardinalitas suatu himpunan berhingga H ,di
maksudkan sebagal banyaknya anggota himpunan H dan
dinotasikan dengan ]Hl .
1.4, Himpunan K disebut himpunaﬁ bagian dari

himpunan H, dengan tanda K < H, Jika setiap anggota K

merupakan anggota H. jadi K < H bhb (¥x). xeK => xe&H.

2.2. Relasi ekwivalensi

Definisi 2

Suatu rels=zi R adalah suatu aturan (hubungan) vang
ﬁenyangkut anggota vang satu dengan yvang lain dalam sunatua
sémesta S {keseluruhan . dari ocbyek-ocbyek yang
dibicarakan). Atau untuk suatu a,b € § yang berada dalam
relasi R dituliskan sebagai "aRb" (dibsca : =a berada

dsolam relasi R dengan b)

Definisi, 3

%4ls Relasl R disebut Refleksif bila untuk setiap

g
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anggota z=S, berlsku aRa. Atau R refleksif bhb (Yael3).
aRa. |

3.2. Relssi R disebut simetris bila unntuk setiap
anggota a,beS berlakn : iika éRb maka bRa. atau :
R simetris bhb (¥Va,be5) aRb =>bRa. |

3.3. Relasi R disebut transitif bila untuk setiap
anggota a,b,c € S berlaku : jika aRb dan bRc maka aRc.
atsn : R transitif bhb (Va,b,ceS). aRb & bRe =>aRe

3.4. Relasi R disebut relasi ekwivalensi Jika
relasi R sekaligus memiliki sifat refleksif, simetris dan
transitif.

Contoh 2

Relasi kongruensi antara bilangan-bilangan bulat
positif, negatif dan nol, yéng di definisikan sebagail
a=b (mod m) bhb a-bz=km (k=0,%*1,*2, _.) atau a kongruen b
modulo m (m=bilangan asli) jika a-b adalah kelipatan m.
Akan ditunjukkan bahwa relasi tersebut merupakan relasi
ekwivalensi |

1. a—aZOZO;m. Jadi ¥Ya berlaku s=a (mod m) dan
menurut definisi 3.1., R adalah refleksif.

2. Jika a=b(mod m) maka a-bz=km dan b-a=-k.m (suatu
kelipatan negatif dari m). Jadi Va,b berlaku : Jjika
a=b(mod m) maka b=a(mod m) dan menurut definisi 3.2., R
adalah simetris.

| 3. Jika a=b(mod m) dan b=c¢(mod m) maka a-bzkim dan
b-c=k2m. Maka (a-bY+(b-c)=kim+kam. Atau {a-c)=
(k1+k2dm=k.m (kelipatan dari m). sehingga a=c (mod my.

Jadi Ya,b,c berlaku : Jjika a=b(mod m) dan b=c{mod m} maka




s=c(mod m). Dan menurut definisi 3.3., R adslah
traﬁsitif.

Dari 1,2 dan 3 tersebuﬁ, maks menurut definisi-
3.4. relasi kongruensi = diatas merupakan relasi
ekwivalensi. |

Teorema 1

Snatyn relasi ekwivalénsi antaras anggota-anggotanya
dalam semesta S'mengakibatkan adanya- penggoloﬁgan dalam
5.

Bukti

Migal relasi tersebut adalaﬁ R. Maka menurut

definisi 3, R memiliki sifat refleksif, simetris dan
transitif.
Ambil elemen-elemen x dan & dalam S. Misal semua elemen X
vang berada dalam relasi R dengan a dikumpulkan dalam
himpunan Sa. Jadi Sa={xe8|xRa}. Himpunan Sa ini tidak
kosong, sebab R refleksif (jadi aRa), sehingga aela dan
Sa sekurang—kurangnya memilikl satu anggota.

Dengan demikian.disimpulkan bahwa setiap anggota
dari semestanya pasti berada dalam sekurang-kurangnysas
gatn golongan/klas vyaltu klas vyang memust dirinya
sendiri.

Selanjutnya akan dibﬁktikan bahwa
“jika 2 klas/golongan itu berserikat pada satu elemen
maka ke-2 klas itu berhimpit" (2.1)

Misal Sa dan Sb berserikat pada elmen e¢. Karena

ce3s maka cRa. Dan karena R simetris, jika cRa maka aRc.

Karena c<Sb. Selanjutnys, untuk sembsrang elemen pe€Sa



Selanjutnya;akan dibuktikan.bahﬁa_:

“jika 2 klas/golongan itu‘.berserikat pada satu _elemeﬁ

naka ke-2 klas itn berhimpit® L (2.1)
Misal Sa dan Sb befserikat pada elmen c. Kareha

c<Ss maka cRa. Dan karena R simetris, jika cRa maka_ aRe.

Karena CESbémaka cRbwDari aRcdan cRb maka aRb,seb&h R transi.

Jadi ae.“Sh. Selanjutnya,untuk sebarang elemen p€Sa ‘kerlaku

pRa.Sehingga dari pRa daﬁ arbmaka pRb.Berarti sSacsbh (2.2

Dengan jalan yang saﬁa, dan mengingat sifat simetris dari

R, akan diperoleh Sbc3a

Dari (2.2) dan (2.3} maka SaZSb. Jadi terbukti pernyataan

¢2.1) bahwa Sa dan Sb berimpit.

Kontraposisi dari pernyataan (2.1) Eerbunyi

"jika‘ kims-klas itu: tidak ber-impit maka klas-klas

tersebut tidak berserikat atan saling asing".

Dengan kontraposisi tersebut, maka terbuktilah teorema

‘secara lengkap. | |

Cetatan 1

Penggolongan dalam 5 sebagaimana pada teorema 1,
dimaksudkan bahwa S terbagi atas himpunan-himpunan bagian
(klas—klas/golongan—go1ongan} vang masing—masing_ tidak
kosong dan saling asing_zsedemikian sehinggsa setiap
anggots dari S berads dalsm salah satu klas dari 8.
RKlas-klas ini disebut klas-klas ekwivalensi dan bilasanya

disajikan dengan &, b, C,...
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Contoh 3

Relagi ekwivaiejsi daiam contoh 2 dengan meﬁgambil
dan 4.
Sebab mizal diambil sebarang elemen a. Andaikan ae_ﬁi
maks a=2(mod 5). Yaitu a-2-k.5 atau az=k.5+2. Jadi anggota
dari Z terdiri atas kelipatan 5 ditambah 2. Yaitu 2,7,12,
dan seterusnys. Dengén_cara sama diperoleh 0, 1, 3 dan

4 . Dalam hal ini tidak akan terdapat klas-klas

5, 6, 7,... sebab bilangan 5,8,7,... dapat dikelompokkan
dalam klas-klas 0O, 1, 2, 3 atau & .
Missl 5 = 1.5+ 0 maka 50 , 6 = 1.5 + 1 maka Bei dan

seterusnya.

2.3. Pemetasn (fungsi/Mapping)

Definisi 4

Suatn fungsi f dari himpunan S (S=daerah
sumber/domnain) ke himpunan: T(T=daerah kawsan/kodomain)
adslah suatn aturan yang pada. setisp anggota dari S
menentukan dengan tunggal satu anggdta dari T, atau

£:5 —T bhb (VseS) (3iteT). f(s)=t

Contoh 4

Diketahui S$={Di,Dz,Ds,D4} himpunan 4 Dadu
7={1,2,3,4,5,6} himpunan bilangan Bata dadu
Satu lempéran dari 4 dadu menentukan suoatu fungsi £ dari

S ke T, yang ditunjukkan dalam skema berikut
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S — f—s T

Di~mﬁhxh“;é jadi £(Da1)=2,f(Dz2)=3,.

D2r—ut 3 | £(D3)=5,E(D4)=4

Da - - 4 ' ‘
/}4._5_

Da :

o Le

Catatan 2

1. Suatu fungsi merupakan kejadian khusus dari
suatu relasi/hubungan.

2. Himpunan teT disebut bayangan dari seS oleh f
dan himpunan s&5 disebut bayangan invers dari teT,
dinyatakan dengan £ (t)={seS|f(s)=t}

Sehingga untuk Contoh 4 diatas, £ °(2): D1 ,f (3): Dz ,
£7%(5): Ds dan £ '(4): Ds |

Definisi o

5.1. Suatu fungsi yang_ setiap teT berasal dari
suatu seS disebut fungsi yaﬁé surjektif. Ataun

F:S—T surjektif bhb (YteT)(IseS).f(s)=t

5.2. Suatu fungsi yang setiap t:f(s)ET. hanya
mempdnyai satu kawan di dalam. S disebut fungsi yang
injektif. Jadi untuk setiap ';1,9@55 berlakn f(st)=f(s2)
=» S1=g2,

5.3. Susatuy fungsi vang surjektif sekaligus
injektif, disebut fungsi yang bijektif. Yaitu setiap
anggota dalam S menentukan dengsn tunggal satu elemen dalam
¢ -dan seballknyae

Lihat diasgram berikuﬁ.:
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S— £ —T ' S— f T §— f —T .

— [ I -
I — e S
-—-—"—'_"'__'_-—-—-‘ -—_—--—‘—'_‘—'—-—.
Surjektif Injektif ' Bijektif
Contoh 5
Diketahui : . S=himpunan bilangan asli dan

T=himpunan bilangan bulat genap positif -daﬁ .'f di
definisikan sebagai f:se8 — 2s5€T. Akan ditunjukkan

bahwa f adalah fungsi yang bijektif

s :1 2 3 4 ... n
3 A A A A ,lé
T 2 4 8 8 ... ™

* f  adalah fungsi sebab setiap anggota g8
mempunyai kawan yvang tunggal dalam T, yaitu 2seT. Jadi
jika si1=s2z maka Zs1i=2Zs2 untuk 51,525

% f adalsh injektif_sebab jika 2s1=Zsz maka si=s2
untuk si1,s2€5. |

*-fradalah surjektif sebab untuk setiap bilangan
bulat positif genap dalam T :dapat ditemukan sustu s€S
sedemikian sehingga t=f(s)=25. Kawan dari t 1ini adalah
s=t/2.

Sehingga menurut definisi 5, f adélah fungsi yang
bijektif.

Definisi 6

Jika D:{d1,dz,...,dn}, R={r1,rz,...,rm}, Q:D-—aﬂ

adslah fungsi dari D ke R dan RD={9|0:D-—+R} himpunan .
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semua fungsi vang mungkin dari'D ke"R, ‘maka banyaknya-
anggota dari R adalah-mn._Dinotasikan dengan
]RD|:I{B|0:D-»R}| = 'm" dan disebut kardinalitas himpunan
D

R

Definisi 7

Suatu fungsi identitas 1 adalsah suatu :fungsi
bijektif yang membawa setiap anggota s=8 ke dirinys
sendiri. |
jadi i:seS ——i(s) = s€S

Definisi 8

Dua fungsi £:5—T dan g:T-—V dapat digandakan
menjadi fungsi gf dengan aturan : s dikerjakan pada £
duhuiu dan hasilnya, vaitu f(s) dikerjakan -pada g.

Sehingga gf(s) : g(f (s)). Lihat skema

S T vV

f - . g
g —— f(g) —— g{(f(s))
s gt s gf(s)

Contoh B

Mi=zal f dan g adalah Ffungsi-fungsi dgri himpunan
bilangsan riil ke himpunan bilangsn riil vang ditentukan
oleh rumus : x -—i——é.f(x):: 2x

x + 1

I¥

x — 2(x)
Maka fungsi gf dan fg‘dapat ditentukan demikian
g g f

X ~—£—+.2x — 2y Zx+1. dan x —— x+1l —— 2(x+1)

b gt > Zx + 1 X feg > 2(x+1>

jadi gf : x — gf(x) = 2x+1
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fg : x —— £8(x) = 2(x+1)

Catatan 3

Dari contoh B diatas, terlihat bahwsa fgxpf.
Sehingga pergandaan suatu fungsi, pada uvwmumnya tidak
komutatif.

Teorema 2

Pergandaan fungsi—fungai mempunyai sifat
amsooiatifl, voaitn (Ffgih = f(gh)
Baktid

Ambil susitn snggots z=S, Menurnt definisil 3, mska

f2h (s)=(Fg)(h(s))=E(g(h(s))) dan F(ghX{s>=(£((gh)(s))=

Pgih(s )Y . Fadd (2g)h (g)=T(zh) (s) atan (fz h=f(gh).

Contoh 7

Migal fungsi f dan g ditentukan seperti pada
contoh B. Sedang fungsi h ditentunkan oleh rumus

x —— h(x)=10". Maka

x —& x+1 —E5 2(x+1) dan x B> 10" &, 10%1
X — fg » 2(x+1) X gh > 107+1
x B4 2, oci0*e1y x BN agtai-b 2¢10%1)
X (£g0h _ , 2¢10%+1) % £Cgh)  , 2¢10%+1)

Jadi (Fg)h=f(gh)=2(107+1)

Teorema 3

Jiks £ ! adslah fungsi invers dari f maka berlaku
g if=i=ff ' dengan i = fungsi identitas
Bukti

Misal £:3-—7T. Selanjutnya ambil seS dan teT, maka
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menorut definisi 8
f Yoo Tt £ -1 :
g —— f(g)—-—>F (f{(s)) dan t —f (£} — £(f (t})

£ip gt

o o > (£ £7XE)
Jadi FNE(s))=(£ 'EX(s) dan E(E (£)I=(££7)(t)). Karena

-1

fXs) t

£(s)=t maka £ '(t)=s. Sehingga £ (f(s))=f (t)=s. dan
£(f *(£))=f(s)=t. Dengan menggunakan definisi 7 didapat

FCE(s))=(ET ) (s)=s=i(s)  dan ECETCENI=(EET ()=t =i(h)

atau £ Fzizff " : (terbukti)
Contoh 8
Diketahui : S —-445———+ T
| 1 a
ST—=—to

Ambil suatu elemen, misal 1S, maka £(1)=a dan f (a)=1.

Sehingga (£ 'E)(1)=f “(f(1))=f *(a)=1=i(1). Jadi £ f£=i.

Demikian juga (FF )(a)=f(f (a))=f(l)=a=i(a).  Jadi
£F =i,
Catatsn 4

Suatn fungsi f dari D ke R, wyaite £ : D-—R,

dengan D:{di,dz,...,dﬁ} dan R:{ri,r2,...,rm} dapat

dituliskan dengan fzdt — f(d1),dz —f(dz),...,f(dn) atan

_ ¢ dt dz - dn
= fea) ecazy ... £(dm)
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2.4. Permutasi

Definisi 9

Sustn permutssi © adslsh pemetasn bijektif dari

suatu  himpunan berhingga D={di,dz,...,dn} ke dirinya
sendiri dan dituliskan dengan o :.[ gzdf) g?dz) o g?dn))
atzan ©:1-——6(d1),2 —e(dz), .. .,n —e(dn).
Contoh 89

Diketahui : D={1,2,3}. maka pemetaan e:D —D

dibawah ini merupakan permutasi. Yaitu

1~ e(1) = 3 atan o =( 1 %3
2 —— ©¢2) = 1

3 — s a(3) 2

befinisi 10

Duas permutasi ©1 dan oz dapat digandakan menjadi
permatasi €19z dengan aturan :@: permatasi o=z dikerjakan
dahulu, baru kemudian dikerjakan pada ©1.

Contoh 10

123
312

123

Diketahui : 91:( 21 3

123 )( 123 ).

312 213 |
Demikian Juga 9291:(% fi g ) ( %? g

" 10, karena ©2 maka 1-—2. Dan karena ©1 maka Z-—1.

} dan e2=( ) maka
102z (

Menurnt definisi

Sehingga ©162 membawa 1 —1. Secara keseluruhan diberikan

pada skemsa berikut

S102z dan o261
1922611- 191392 3

2—s 1 — 3 A > 1 > 2
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3—> 3 > 2 3—> 2 —o 1

Jadi e1ez= ( i g.g )i dan é291:( é §'? )
Catatan 5

Dari contoh 10, terlihat e19z2 = ozey, Sehingga
untpk pergandaan permutasi pada umumnya . tidak
komu fatip. |
Definisi 11

Permutasi g:'iz g: T 2:_132 ). vaitu dengan
dt—> dz—s ds— ... —> dn1 -— dn -— di disebut
sustu sikel dan ditulis (d: dz ds ... dn)

Contoh 11

Diketahui : Permutasi ( i g g g g g I g S 3.

Maka 1 —4-—5-—2->7 —1 menghasilkan sikel (14527)
3 —86 —3 menghésilkan sikel (38)
858 menghasikan sikel (8)
9 -——9 menghasilkan sikel (9)
Jadi permutasi tersebut bisa ditulis dengan
(14527)(38)(8}(9).

Teorema 4

Setiap permutasi dapat diuraikan atas sikel-sikel
vang saling asing.
Bukti

‘Misal permutasinya adalah P dén teorema ini aksan
dibuktikan dengan induksi matematik. Yaitu

1. jikaPterdiri atas 1 elemen, mzka teorema benar.

2. Misal teorema benar untuk P dengan banvak
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elemen kurang darifﬁ elemen. Akan dibuktikan ‘bahwa
teoreha jugas benar uhﬁuk peﬁmutasi vang terdiri .étas n
elemen.

Ambil anggota ar. Andaikan Bt —»AZ —>83 —> ... ¥—+ar,
"maka pads seterusnya 'ar'_gésti dibawa ke salah satu
diantara a1,az,...,ar dan harusléh ke a1. Sebab andaikan
ar dibawa ke salsh satu diantsra sz,as,ad...,ar maka hal

ini bertentangan dengan pengertian permutasi —sebagai

fungsi bijektif. - Maka diperoleh a1 —> 82 —>
as...—ar—ar , atan (31 az as ... ar). Berarti P = { a1
az a3 ... ar) 9, dengan @ -sadalah sikel dengan  banyak

elemen kurang dari n, Jadi P terbagi atas sikel-sikel
vang saling asing.
Sehingga menurut hipotesa induksi matematik,

terbukti teorema.

Centoh 12 .
_ . . _ 123456788
Diketahui - Permuﬁa51 P = (_2 57813489 )
= (125)X(3748>3(83(8)

Berarti P terbagi atas 4 sikel yang saling asing, vyaitu

(125),(3746),(8) dan (9).

2.5, Grup dan Grup Permutasi

Definisi 12

Misal H =dalah sustu himpunan yang tidak kosong.
Susztu operasi biner ¥ dalam H adalah suatu aturan yang

menentukan setiap pasangan x, ¥y € H tepat pada sstu elemen
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xky & H.

Contoh 13

Diketahui : R=himpunan bilangan riil.
Didefinisikan * dengan aturan xky=xy, untnk setiap x,yeR.

15 « R

H

Maka untuk 3 dan 5 dalam'Rﬁ-B*S

B dan 7 dslam R, B%7 42 « R dan seterusnya.

Definisi 15

Suatu‘grup G‘adalah'suatu himpunan G dengan suatuy
operasi ¥ dalam G yang memenunhi sifat-sifat
1! Tertutup : untuk setiap a,b dalam G maksa a*bz=c,
dengan ¢ = G
2. Assosiatif ; untuk setiap a,b,g dalam G berlakn
a¥(bXc)y=(akbdke
3. Terdapat elemen e dalam G vang memenuhi
ez = gke = g uﬁtuk setiap a dalam G,

elemen e disebut.elemen _identitas .

4. Setiap elemen a =@ mempunyai invers, yaitu
i, g : i i .
a €G sedemikian sehingga 2~ , a=a , a = e 5
Elemen ai disebut elemen invers dari a .
Catatan B

Suatu grup dengan .banyaknya anggota berhingga
disebut grup berhingga.

Definigi 14

Order suatu grup berhinggas G dimaksudkan sebagal

banyaknya anggota dari G, dan dituliskan dengan ]Gl.




Definisi 15

Snstu grup permutasi G dari himpunan berﬁingga A
adslah himpunan permutasi-permutasi dari elemen-elemen
dalsm A vang membentuk suatu grup dibawah dperasi
pergandasan. R

Contoh 15

Diketahui : A=f1,2} dan.Gz{e,a} dengan e:( } g ) dan:

( f ) Maka G adslah grup permutasi, sebab

3

a

. . 1 2 '1 2 — ~
1. Tertutup ; H}sal (130057 ) = €. G

(
atif ; Misal untuk (1 5.0 ;

G

M

z1)
2. Assoszi ? )
i [ DG DG H = G DG DG 2 aan
ol DD a6 D=0 2
3. Terdapat elemen identitas,.yaitu e:(i g)eG
4. Setiap elemen dalam G mempunyal invers, yaitu

. . 1 2 1 25 102
e:[l g) inversnya e=[i 2). sebab [1 2)(2 2)=

1
(} g) e ,
a:'% %) inversnya a:(é %). sebab (é %)(% ?):
(; 2)=e

Jadi G merupakan grup permutasi dari himpunan A.
Sedang order grup tersebut adalah |G| = Z.

Pefinisi 16

. . . ' g ;
“uztn homemorfisma @ dari grup G ke grup G adalah
' . 1 .
sustu pemetaan dari G ke G yang memenuhi @(ab)zG(a)ﬁ(b)_
! % ':1 - -
nntuk setiap a.b dalam G, dengan § dan G merupaltan grup -

grup terhadap pergandaan .
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Contoh 16

Diketahut
G . - gt Misal G grup Lterhadap Zandaan,

a: dan G'={asG|a’ =a",n=bilangan
b .
ot bultat = 0}
(ab) ' N
-l maka ©:G—G sdalah

homomorfisma sebab : a —— @(a) = ai = g

b — o(b) = b = b

ab —— 9(ab)=(ab) =(ab) =a"b"

= 9(a)o(b)

2 6. Indeks Sikel Suatu Grup Permutasi

Definisi 17

Jika G sustu grup permutasi dari himpunan
D=idi,dz,...dn} maka indeks sikel dari G adalah

Z<G 3 Sa, 52, L Sr’).:
1T _ e ae)

'TET_geG . .5 )

dengan : sgd(g} = sikel dengan panjang 1 dan terdapat

e ' (2.4)

sebanyak A dalam permutasi g € G
{¢| = order grup permutasi G

Catatan 7

1. Pénjang sikel adalah banyasknya elemen yang
terdapat dalam sikel tersebut. _

2.sﬁd(g)szh2(g)...Snkh(g> disebut struktur sikel
dari g € G.

3. Bentuk ua(g),xz(g),...,xk(g)) disebut tipe
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suatnu permutasi g. ‘Dan dapat dituliskan.:'sebagai
1%1(g)2l2(g)_._kkk(g)

dengan sifat memenuhi

L.oxa{g)+2. hz2(g)+...+k.Ax(g¥=n, jika permutasi g terbagi

atas sikel-sikel i,i=1,2,...,k.
Contoh 17

Sustu grup . permutasi diperoleh - dari
putsran-putaran segitiga saﬁa sisi (liﬁat gambar), yang

didefinisikan sebagai :
a:putaran identitas,yvang tidak merubah

letak 1,2,3.

b:putaran vang membawa 1 ke 2,2 ke 3 dan
3 ke 1.
c:putaran yvang membawa 1 ke 3,2 ke 1 dan

3 ke 2.

AN ]

d:putaran yéng membawa 2 ke 3,3 ke dan
1 tetap. |
e:pntaran yang membawa 1 ke 3,3 ke 1 dan
.2 tetap.
f:putaran yang'membawa 1 ke 2,2 ke 1 dan
3 tetap.
Jadi D={1,2,3} dan G:{a,b,c,d,é,f}. Indeks =ikel

dari G dicari demikian
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Putaran Bentuk permutasi Struktur sikel jumlah
5 G232 = @3 57 1
b ¢ 27 = qu2m st 1
e ¢ ooy ri3 ey A 1
el (j z 2) = (132 3 sis; 1
e (; z i) = (23(1 3) sis; 1
£ CEH =mma D sis) 1
Mpnurut persamaan (2.4), maka ; _
Z(G;s1,sz,53):—TlT—£z%_ g (8 e (e) () ;16]=86
T P D
B 5y 2 - 172 172 172
= —%—(sf + Zs; + 3§i§;)

Contoh 18

Suatuy grup permutasi pada himpunan G muka  suatu
kubus (lihat gambar diperoleh dari 24 putaran kubus vyang
dikelompokkan dalam 5 bentuk putaran, yaitu
a:putaran identitas, yang tidak merubah letak muksa-muksa

kubus
b:putaran Qob(searah & berlawanan arah jarum Jam);sumbu
putar pada pusat-pusat muka vang saling berlawanan.
c:putaran 1800, sumbu putar pada pusat muka seperti pada b
d:Putaran 1200(searah‘& berlawanan arah jarum jam)§ sumbu
putar pada * titik sudut-titik sudut vang saling

berlawanan.

T

putaran 1800, snmbu puta:.pada titik tengah sisi-sisi




vang saling berlawanan.

24

A2 N Muka 1 : OAC’B
c sy, Muka 2 @ OBA'C
g o
T £ Maka 3 QAB C
8 & ¢ ' _
& ' Muka vang lain 17,2°,3" berlawanan
o o A ’ '

dengan munka 1,2,3

Sisi-sisi «,B3,r,5 ,£,q berlawanan dengan o« ,3",¥ ,56",27,n’

dan Litik sudut 0,A,B,C berlawsnan dengan 0°,A",B",C".

Jadi D={1,2,3,1°,2°,3"} dan G={24 putaran}. Indeks sikel

dari G dicari demikian

PUTARAM } BENTUK, PEFMUTAST STRUKTLR STKEL | JUMLAH
? \ :
a (1) (17 ) (23271 (3 (F E? 1
b (1) (2327 (13 (1) (2323
(22 )1(1F° LS (2) (2" } (13173 )] sf si 6
} () (F) (12 1°2) (3HEF )22
c (1YL (Z27) (35°) ?
(2)(27) (A1) (33°) si 52 3
(3)(E7) (1) (22)
R’
d (1) (1°2°3°) (1Z2) (1" 3 2°)
(12°F) (1" 23" (132 )13’ 2) s 8
(123 3{1°2°3) (137 2)(1°32°) -
) (12'5 ) (1723) (13°2°)(1°32)
|
& (13) (22 ) (1°3) (131227 31D
(12°)3(2L° ) (33 (12) (1 27 )(33") gf &
!(;1')(233(2'3'3 (117 3{23" ) (2" F)
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Menurut persamaan (2.4) makajZ(G;31,sz,sa,s4,ss,sé}:
é é51K1(g}szl2(g)33l3(g)s4lf(g)sskﬁ(g)sak6(g):
1 e 24 2 2 2 3 ‘ ‘ . :
24 (51 + 851%#' 381”2 4'_853 + 8"’2) ' '

Contoh 18

Swatu grup w.permqtasi G pada “himpunan
putaran-~putaran sisi segi éﬁam sama sisi (lihat gambar),
dipernleh dari 12 putaran dalaﬁ S macam bentuk putaran.
Yaitu
l:putaran ideﬁtitas, vang tidak berubah ietak.

a,b,c,a ,b’,c’

v

:pntaran vang membawa a ke b,b ke c¢c,c ke a’,a” ke b’,
b ke ¢’,¢’ ke a dan sebaliknya. : ER
3:putaran vang membawa a ke ¢,b ke a’",c ke b',a” ke ¢,
b" ke =a,c’ ke b dan sebaliknya.
4:putaran yang membaws a ke a’,b ke b',c ke ¢",a" ke a,
b” ke b,c” ke c.
S5:putaran 180° terhadap sumbu~sum5u diagonalnya.
B:putaran 180°, sumbu putar ‘pada titik tengah sisi-sisi
vang berlawanan
Sy a
Sisi-sisi a,b,c berlawanan dengan
: b | |
sisi-sisi a’",b",c’
3
Jadi D=f=a,b,c,a ,b’ ,ec”} dan .G={12 putaran segl enam}.

Indek sikel dari G dspat dicari demikian



CEENTUK FERUTAST | STRUKTUR SIKEL {JUM AH

Furmm'f
i
| % (a) (b) (c) (a’) (b") (c’) s‘-.-i’ 1
b2 1 (abeab e
= C a C
| > 2 -
t (ac b a’c'b_}' 6 {
| ) ' ‘ _ )
{ . : i —
l = i (acb') {(ba c} f -
= =2
’ ; {ab c} (bc a) z
} a (aa)(bb} (cc’) sf i
) | |
) = { ac’'y (bh') («a ’
(aa) (be) (b <) = 3
(s B} (cc’) (& b) - k
{6 | (a) (a’) (bec’) (c b)
{ ‘ 2 o -
(b} (b") (ac) (&% €’) s &° 3
(©) () (ay) (b) 1= i

Menurut persamaan (2.4) maka Z(G;s1,s82,59,54,585,50)=

1= Mgy ra2(g) (g Mgy Hs(e) Hro(g)

IG] £<G

1 G 1 z L, 3 2 2
jEE-(si + 256 + 253 + 452 + 3#152)

2.7. Konsep Ekwivalensi Pada Grup Permutasi

Definisi 18

Migal D:{di,dz,...,dn} dan R={ra2,rz,...,rm}.

grup permutasi yang bekerja pada himpanan D. Maka

28
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fungsi ©1:0 —R dan EQ;D-—+R3 disebut ekwivalen pada G

jika terdapat g<G sedemikisn sehinggs ©:g=02 dan ditulis

0179z .

Contoh 20

Diketahui

:'D={1,2,3} himpunan titik-titik sudut

segitiga sama sisi.

R:fmerah;hijau} himpunan warna merah

dan hijau.

G={a,b,c,d,e,f} grup permutasi vang
bekerja pada D, vyang didefinisikan
sebagaimana dalam contoh 17.

©=D —R merupakan pemetsan dari D ke R

atau suatu pewarnaan titik sudut

segitiga =ama sisi oleh warna merah

dan hijau.

Menurut definisi 6, banvaknya pemetaan adalsh 23:8, vaitu:

ﬁl‘ i 2
m m
1 2
%'(hh

3 1
)39 (g
9N . (2
m)’97'(h

N TN

m

3 £ 02 3y el 2 By 1 2 Ty
S FECEN iy FL TN RN FE 10 (e §
a

m
a3 1 2
h);ge:(h m m)'

Dapat ditunjukkan bahwa @2 ekwivalen dengan ©3 atau On

Sebab

GZ'C:(-;}

Gz‘b:[;
03.0:(;

&

2
h
2
m

NW NN

2

j):[; < ;):@B. jadi @2 ~ ©e ;

2]:(; 2 ;’1):@8_ jadi @3 ~ @3 ;

m

Sehingga ©2,03,08 saling ekwivalen. Demikilan Juga, dengan

jalan yang sama, ©4,06,97 saling ekwivalen untuk b,csG.

Sebab Q4b=06,04 . =97 dan Yosb=07.
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Teorema 5

EFkwivalensi, sebagaimans pada definisti 18,
merupakan relasi ekwilvalensi pada himpunan RD {himpunan
semuz fﬁngsi dari D ke R)

Bukti |

Menurut definisi 13, karena G grup, maka memenuhil
sifat

1. Tertutup;untuk gt,gjéG berlakn gi.giz=gk;gkeG.,

2. Assosiatip; untuk gi,gi,gksG berlakn gi{gj.gk)=

(gL.gidgk.
3. Terdapat elemen identitas, misal g.<G
sedemikian sehinggsa berlaku gl.gtzgt.gx:gt,

untuk setiap gisG.
4. Untuk setiap gi.eG mempunyai invers g?eG
sedemikian sehingga berlaku gtg?:g?gt:gx.
Selanjutnys, ambil @ieR”;R°={@|®:D —R}. Maka

i. sifat refleksif dipenuhi, sebab Jika gIEG
'ezlemen identitas maks @ .gx=@i atau Y~G dengan @iERD.

ii. Misal Bi79; maka menu:;u£ definisi 18, terdapat
gieG dengan ©i.gi=©j, untuk @i ,0icR”. jika g:i elemen
invers dari gi maka (Big't)_gziéﬁjg:i atau m(gig?):@jg{i,
atau Gig‘m@ig:i dan Btzejg?. Ka'renag::e(} maks ©j7h Jadi
Jjika V9§ maka 9,79 atan sifat simetris dipenuhi.

iii. Misal 6.79; dan @ivO%, dengan @i,ﬁ‘j,@keRD.
Mennrut definisi 18, terdapat gi,gieG dengdan ©igi=@j dan

0. .gi=0k. MHaka (@igi)gi=Ok atan Ou(gigji)=Dk, MHisal gigi=
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Bk, maka gkeG (pergsndaan . permutasi  adalah tertutup).
Sehingga ©igk=0k atau i "Ox. Jadi sifat transitif
terpenuhi.

~

Menurut definisi 3, maka relasi pada definisi 18
fne'rupakan relasi ekwiva.lensi pada RD N

Contoh 21

Dengan mengguha;kan contoh 20, D:{1,2,3}, R={n,h}
dan ©:D-—R. Serta R°:{0:1,82,05,04,05,00,07,88}.
Relasi "~" vyang dide‘f‘ini‘sikan : §1a7@2z  jiks Sg=©z uantuk
snatua g€G, adalah rela.si ekwivalensi sebsb

1. Refleksif dipenuhi;misal 62:[;1 ; :1) dan

a:(: 2 :) maka Bza=[;; ;]C : :)z(; }21 ;):Bz. Jadi
22702 . '

2. Simetris dipenuhi, misal jiks ©2@s maka ©@z2c=0a
untuk ceG. ¢ mempunysai invers b, sebsb c.b=G : 2) (; Z :) %
ob:C : :)za (elemen identitas).

Sehingga (©zc¢)b=@ab, atau ©2(cb)=@3b, atan ©28=03b. Jadi
le&:ﬂeb atan @370z, Bera?ti ‘Jika ©2"@3 maka O30z stay
simetris.

3. Transitif dipenuhi : misal jika 9293 dan ©3"Qs
maks @zg=0a dan_Bﬁczﬁa untuk éeG dan Qz,ea,zaeﬁn.

Sehingga (@2¢)c=0e atau @2(k) =@s atan @2~@. Jadi jika

©2703 & 93708 maka ©279s stau transitif.
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Catatan 8

Dari teorems 5, karens pada himpunan R® terdapat
relasi ekwivalensi sebagaiﬁana dalam definisi 18, maka R”
terbagl atas klas-~klas ekwivalensi. Selanjutnya klas-klas
ekwivalensi ini disebut POLA dari G dan dinotasikan
dengan 2.
Jadi pada contoh 20 diatas, RD terbagl menjadil
pola-pola N |

m m m yang ditunjukkan oleh @1

m h H vang ditunjukkan oleh 94,990,097

m m h vang ditunjukkan oleh ©2,82,9s

h h h yang ditunjukkan oleh &5

Lemma 68 : (Lemma Burnside)

Misal D={ds,dz,...dn},R={r1,rz2,...,rm} dan ©&:D —R.

G grup permutasi yang bekerj&.pada D dan RD={0|9:0~—+R}.
Didefinisikaﬁ'ﬁi*ﬁz jika hanyva jika terdapat suatu geG
.sedemikian sehingga ©1g=9z, untuk ©1,02eR°. Misal 7
ﬁaalah gomomorfisma dari G ke R° maka banyaknya klas-klas
ekwivalensi adalah -Téﬁ_giG y(g) dengan

p(g):l{@eRDIQg:ﬁ}]Zbanyaknya 2 yang tidak berubsh oleh
permutasl geG. |
¢t ¢ —R" didefinisikan sebagai T:geG —>@geR” untuk suatu
ﬁeRD)

Bukti

Anggap untuk setiap pssangan (g,9) dengan g=G dan

peR” berlaku Og=0. Banyaknya pasangan ini (misal N) bisa
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dicar; dengan 2 cara.:Pertama, untuk setiap geG,L kits
cari banyéknya oer” vyang memenuhi ﬁgﬁﬁ. Jika adsa sebanyak
w (g) maké N:giG v (g). Kedua, untuk setiap QeRé, kita
cari banyaknya g=G yang memenuhi @g=@. Jika ada sebanyak
M (2) maka N :@iRn "oy Jadi N = 2 v () = 5 M(D).

Misal salah satu klas ekwivalensi dalam R° adalah

So={@1@2, .. ,0k}. Ambil sebarang ©<So maka 9 91 untuk
1<=35e, Pihimpun elemén—elemen heG yang memenuhi Oh=0.
Misal.himpunan ini adalah Gﬁz{heGlﬁh:Q}. GZ ini mempunyai
M (9) anggota. .Yaitu misalnya hi,hz,... ,hm(ﬁ}_ vang
masing-masing saling berlainan.

Selanjutnyva dibentuk suatu himpunan
B:{h:g,hzg,...,h q(ﬁ)g}.ﬁleh pemetaan T, maka bayvangan
dari elemén higeB akan membawa ] ke 12 Sebab
T(tng}zThi.%g gsedang Tthi memﬁawa @ ke @ (sebab ©h=%) dan
7g membaws © ke 91 (sebab @g=1). Sekarang, Jjika EosG
" maka goeB. Sebab goeG dapat dibawa ke bentuk hgeB, vyaitn

go=go(g = gr(gog )¢ . gog = elemen heG® sebab D(gog *)=0

Karena banyaknysa elemen .dalam B adalah fq(ﬁ),
berarti terdapat M(®) dalam G vyang bayangan * - nysa
membawa @ ke @1. Dengan cara yang sams, terdapat ﬂl(ﬁ}

elemen dari G yang bayangan T nya membswa @ ke @2 dalam
Se dan seterusnysa. Berérti untuk setiap | elemen
PieSe,1=1,2, ...,k terdapat M (9) elemen dalam G yvang
bayvangan T nya membawa @ ke . Jadi elemen~elemen’ dalam

G terbasgi menjadi
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M(B) elemen yang bayangan v nya membawa © ke 91 —

M(G§ elemen vang bayangan T nys membawa © ke @2 K
| kali
m(@} elemen yang bayangan T nva membawa @ ke @x - -
Berarti M(®)xk=|G} atau -, fﬂ(@)=—%%L-. sehingga untuk ~
semua elemen &<Sc berlaku
- .
LS (Y E Y I T ISR
I I TER
=k 8L 2 g
Dan antnk Semna Llas-klas ekwivalensi delam RD
13me e La
QERD‘W(O\ = |sj+|Gl+j5]|+... . Misal terdapat p klas
. . =
ekwivalensi maka ,_.0 M(®) = |G]+|G]+. . .+]G] (p suku)

1G]

_ 1 = _ 1 z
atan p——T§T~geRD‘q(9}'——TET—gEG ¥ (g)

Contoh 22

Dengan menggunakan contoh 20, [G]=

v (g)=|{0eR”|@g=0} | dicari demikian

1. Untuk a=G, w (a) = 8. Sebab a tidak merubah 8 susunan

pewarnsan. Jadi ©Qa=0 untuk setiap GERD dan a=elemen
identitas.
2. Untuk beG, w(b)=2;b=(] 2 f).Sebab b tidak merubah o1
. 1 2z 3 Z 3y _ 1 z 3
dan 3. Yaitu (m m m]C_a 1)_( m m] da h h h)(1
123) ’
(hnond-

3. Untuk ceG, w(c}:z;c:[; : 2). Sebab ¢ tidak merubah ©1
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i 2 3
(b h) _ 7
4. Yntuk deG, w(d)=4;d=(] . ). sebab d tidak merubah 4
susunan pewarnaan yvaltu O1,9¢,95,98. Atauy
4 2 3 2 38y _ 412 3y | 1.2 3 2 3y _ 1 Z 3y
(mmm)(iaz)_(‘mmm)’(mhh)(i':lz)_(mhh’_
1 2 3 Z 3y g1 Z AN 123 2 3y _ 1 2 3
(h h‘kJ C s 2) = (h h‘h) >oX KJ C 3 2) - “hom m)
5. Untuk eeG, wl{e)= 4 [: 5 1 . sebab e tidak merubah
O1,92 05,07, Yaitn
1 2 3- 2 3 1 2 3 1 2z 3 1 2 3
[mm-mngilz(mmm); (mhm)c (mhm);_
1 2 3 2 3y _ 12z 3 3y _ g1 2 3
(h h h)c; 2 1) B (h ( )(1 1) - (h m l’lJ
6. Untuk feG, w(f):4;f:(: . 3 . sebab f tidak merubah
Ot D3 05,06, yaitu
1 2 3 3 1.2 3 1 3 2z 3y _ 1 ay
)G 1 3) = (m n m) g (m h) Ca 3) - (m h) ?
1 2 3 3 i 2 3 1 3 3 1 3
) (; 1 S = (h h h) ; (h' m) (: 2 = (h mJ
Sehingga menurut Lemma 6, Banyaknya klas-klas

ekwivalensi adalah “F%T_gZG. w(g)

SNE N
BN RN
T RNE N

_-%%(8+2+2+4+4+4)
= 24/8
= 4
Klzs-klas ekwivalehsi tersebut telah ditunjukkan dalanm

catatan 8, yaitu'm mm, mm h, m h h dan h h h.

2.8. Analiss Kombinatorik

Definisi 19

Perkalian semus bilangan bulat positif dari 1
sampai dengan n disebut n faktorial dan dinyatakan dengan

n!.
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Jadi n! = n(n-1)(n-2) ... 3.2.1

Catatan 9

D! = 1 sebab jika diambil n = 1 maka 1! = 10! =
1. Jadi 0! = 1.

Definisi 20

Suatu kombinasi dari n ocbyek vyang berlainﬁn, vang
diambil/dipilih sebanyak r obyek adalah penyusunan r dari
n Obyek dengan urutan penyusunan tidak diperhatikan.

Jumlah kombinasi seperti ini dinyatakan dengan

| .
(2):Tg;r—ﬁ" dengan r < n.
Contoh 23

Disediakan 3 macam wsrna : merah, hijau, kuning.

Akan dibuat susunan dalam 2 warns vang berbeda. Maka

| | )
banyaknya susunan ini adalah ( g } = 2,(3;2), = 2,3i, =
3.2.1 |

2.1.1

Yaitu merah + hijau, Merah + kuning dan hijau + kuning.

= 3.

Teorema 7

Jika n obyek terbagi atas p kelompok vaitu

ni,nz,...,np dengan nhi+n2t. . .+np=n maka banyaknya
kombinasi ni,nz,...,np dari n obyek adalah
( 113 ].. n! .
nt nz2 np T m! nz! ... np!
Bukti '
Misal banyaknya kombinasi tersebut adalah

n
(ni nz ... np)'

Banyaknys kombinasi nt dari n obyek adalah (2;]. Ini

menyisakan n-n1 obyek. Selanjutnyas, banyaknya kombinasi
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. . -1—Tn11 . -
nz dari  n-ni obyek adalan (7Y Ini  menyisakan
- m - nz obyek. Selanjutnys, banyaknva kombinasi ns
. n-ni-nz
dari n - mt - nz obyek adalah ( s }. Dan seterusnya,

hingga proses sampai pada kelompok np, dengan banyaknya

n-nit-nz-ns- ., . —ﬂp—ij

kombinasi adalah { :
. . $<3

Sehinggs untuk keseluruvhan, banyaknva kombinasi adalah

. 1 My Ni-NAy A-NnL-nz n-ni-nz-na- ,,. -np-i
[n1n2. ..np)'_[niJ ( nz J ( na J T ( np , )
n! (n—n1)! {n-ni-nz)!
! (n-nt)! " nz!{n-nt-n2)! ° na!{n-nt-nz-nsd!
(n-nt1-nz-,.,-np~% 3!
ny(n—ni—nz—...—npl
ni 1 kS 1
—_— =
miT " n2l  nat - - §eiDL karena 0! 1
maka
( n J_ n!
ninz...np’ ntln2zinal. . .np!

Contoh 24

Disediskan 6 huruf ; dengan 3 huruf adalah a, 2
huruf b dan 1 huruf c¢. Ada beberapsa susunan huruf berbedsa
vang terbentuk 7
Penvelesaian

n=B6 ; n1=3,nz=2 dan n3=1. Jadi dipenuhi n=nsi+nz+ns
Menurut teorema 7 maka banyaknya susunan huruf berbeds

vang terbentuk adalsh
120

[Velgen]
wof en
|
wofta
| 0o

G B G! _
(3 2 1 J -oo3b 21 7

= BO susunan.





