BAB II
TEORI PENUNJANG

2.1. Himpunan

Definisl F.1.1

Himpunan adalah sekumpulan sustu obyek yang berads
daltam satu kesatuan dan vang menpunyal sifat kRelteribkatan

diantara anggota-—anggotanya.

Contoh Zul.1.1

¥ adalah himpunan bilangah bulat Entmra 1 dan 7.
A= { % | L4 ¥ < 7, X &2 ) odimana £ = bilangan bulat,
maka X = { 2,3,4,5,4% )
Motasi yang digunakan @

2 e X, 2 adalah anggaocta dari himpunan X

1o X, 1 adalah tukan anggobs dari hdmpuanan X

)

@ atauw {3 adalakh himpunan  kosong,  yatibtu  himpuran

vang tidak mempunyal anggota.

bl P 3 mernunjukkan babwa Fomenyatakan O

0

Hi

( apa bila F maka O ). Sedangkan simbul P & G menunjubkkan
babwa P menyatakan @ dan O menyatakan P, dengan kata lain,

"R jika dan hanya dika @ ",

Definisi 2.1.7

Apabila & dan B suabty himpurnan dan a €e A » & <« B
maka A dikatakan sebagail himpunans  bagiliean dari B dan

dinvatakan dengan A € B atau B 2 A,

Derinisi Z.1.35




AU R ( Aundion B Y deri hldmpaan A dan B adalah
himpunan dari semua anggota vang termasuk dalam A atauw H

gran kKedusrys.

Pefinisi 2.1.4

AR (A interseksi B ) adalal himpunan daril semus

angoota yang termasuk dalam A dan B

B ( hasil ganda kartesivs dari & dan B ) adalan
Rimpumarn senda pasangan berurutan (& . B ) dimana a € A

dan b € B 7 atau A X B = {{ & , b} | a € A, b € B 7

B o= § 1,2.3 3
Bo={ 0,1 ;

6 X R =

fatel

(1,00, (1el)y (5,0).02,8), (3,00, (F,1) %

BOX A = (0,00 (0,2, {0,3),{1,1), (1,2), (1,3)

[

Fada umumnya A X B = B X A, kecuald jika & o= H,
2.2. Relasi dan Pemetaan

Definisi Z.72.1

Suatu himpunan bagian dari & X B dirnamakan suato

relasi antara A& dan H.

Mizsal R =uate rela=i antara & dan B maka R adalah
suatu himpunan dari pasangan (a.b) dimana a € A dan b e B

da,b) € R sering dinyatakan dalam bentuk a R L.

F




. . -1 \ ! - . L
Felagi invers R adalalh relasi yang didefinisikan

.

-1 .
dengan b B Te & & B b,

& terdapat - ko, & B o I adalah

s

i
m
s

fiimpunan dari Semy & dimana  sskuyang-RUrangnya
d4a smatu anggota b sedewmikian hinggas a & b dan R prz o=
] —1 PR e r fan --.. — S T B - - T . " TR STy fo o, -
f Tpre maka Foprz =U I terdapat a, & F b §. Jelas La b a
opre € & dan B opr2< B OO Umhuk zelanjutnya M p ra Oimamakan
domain dari R dan prz diramakan range darl B
5 o o

smamy M b y — o
Definis:l &.5..2

Buatu relasi @ vany menenubl a e i, & @ m2¢ hi =b2
ataun dengan kata lain @ setiap  anggota dETL © pri

berelasi tepat dengan satu  angasta B dinamakan smua b

peme L aan .

Fat /'—/ - bz
Ay »

- Y

sering dikatakan  pesnetaan darl A

3

Femetasn dialta

Hil

irmto B

dinamakad pe

Buatu pemetaan yang memanuhi @ prd = & dan ¢ pra =

metaan & onto B oatan pemelbaan suriektif.
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Derfinisi 2.2.35

Femnetaan satu-satu & ircbo X { Andekbtid boooadalah
statu pemestaan dari A into B dan antuk a, of @y &, Walg

"

berbeda maka @ (ai; » o (azﬁ.

- 2
o ow P
a 3

A . . B
4 4

. I

)

Definisi £.5.8

Suatu pemstaan s=atu-satue & ontoe B ijektif }
agdalah suatu penetasn vang swijektid sekaligus inoektif.

e s ey g
Contoch Z.2.48

an




Detinisi Z2.2.7

Suaty pemetasan sstu-sato ¢ zijektif I dikatakan

zehkagal suatu pemetaan idestites ( dderntik ) 1 dari 5 ke S

/

pila 1 membaws setiap 8 € U ke dalam dirinve sendird.

-

Cantoh 2.2,

';.'

-
= P S
1. « X
.:‘::l '2
- e
S -t

Definisid F.2.8

iy

Felasi B disebut reflekeif jiks untuk zetiap a € o

{ zemsstanyva ) ‘& herelasi dengan  dirinya sendiri

~

Condoh 2.5.801

HElaEi'kﬁsejajéraﬁ gari% 1MFUE paacia bidang datar
adalah-raflehsif_sebab setiap garis lurus  pada bidang
datar adalah selajsr dengan dirinva.
Contalhy 2.2.8.7

Felazi mencintail pada manusia  adalabh refleksif

sehab setiap marnusia pastili mencintal dirinys sendivi.

%




Definisi 2.2.9

Relaasi R disebuh aimetris jiks untuk setiap a,b = S

- (8 = semesta ) berlaaky : spsbila » R b maka b R 3 atan R

simetris bila (Y a,b & 5 ) ( a Rh=sh R o ).

Contoh 2.2.9.1 .
. Relssl Kesejasiaran garis lurus pads bidang datar.
Contohgﬂ.z.g;f-
&

Relasi s=ebangun dari  hentuk-bentuk., geometri pads

bidang datar.

PDefinisi 2.2.10

Relzasi R dikstakan transitif iiks untuk setiap =3.b,c-
., ‘dari semestanys berl&kul : apabila a R b dan b R o - maka
8 R ¢ atau dapst ditulisksan dengan P transitif hHila ( ¥ ah,

ce 3 )Ya Rb,bhbRceca a_R_o.

Cdntolr 2.2. 10

‘Relawmi kemejaiarsn garis lurus pada bidang dstar. '

- Definisi Z2.2.11

Sustn relazi R 'diksktakan relasi ekwivalensi jika
; ‘ "
seksligus memenuhi sifat refleksif, simetris dsn transitif.

I
i

Contoh 2.2.11
Relasi sehsngun  dari  bentuk-bentuk geometri pada

bidang datar.

Definisi 2.2.12

suatn pemebzan satu - matn dari himpunan A berhinggs



onto dirinva sendiri diramskan permutasi.
2.3, Bemigrup

Definisi 2.3.1

hy

3

A dinamabkan suatuy grupeid jika dalam & itu  dapat
didefinisikan suaty operasi { misalnya | pergandaar,
periwmlahan ) yveang mengawainkan  semus pasangan berusutan
"

dari anggota & dengan hasil angogota & pula, dapat ditulis

{ & w8 1 = & { & g a_.& « &~ )
¥ i’z o Lo esign Sy

Rp——— g Ll o r;
Derfinisi Z.30.75

Suatu grupodd yang memnenuhnl sifat aszsosiatift oyaita

f
HE

untuk setiap &.x,.c € A berlaku { &b 31 ¢ = 3 { T 1

dinambkan ssmigrup.

Dalam semigrup  penulisesr  abe o tanpa suate  tanda
. . ' - n
Furung dan dapat memakal notasi-notasi & untuk TSR JV

. . nom Tidrn , o
{ n kali )} dan hubkum—hukan & & = @ s T a 3.

-

S R e T
Sondoah 2,321

abel pergandaan dan pendund zban bilangan belat

madulo 3 oyvang menuniukkan suatu sesigrup, masing—masing

=t

dengan 3 angoota.

& & B £ i i =2

e

"t

i
i
(=3
i
i

r
ot

Aambil 3T o= {0 0 O s s O T adalah suatu
. o’ 1" 2 -1

w1




himpunan berhiﬁgga dari simbﬁl'— simbul:dinamakan"sebagai

" himpunan huruf-huraf.

Definisi 2.3.3.1

- Kata adslzh sustu deret berhinggs dari —huruf-huraf-

pada T ditulis satun setelah yvang lainnya tanpa suatu tanda
pemisah. |
Contoh 2.3.3.1
| TOy s T @ ¥3%2% 155 adalah kata - kata
pB.da' Z{ o'io-z * ~".yzofi }‘.

Adas jugsa vang dinamsakan kata kosong vyaiiu kata

yang tidak mengsndung huruf, ditunjukkan dengan N .Panjang

kata sdalah banyaknva huruf-huraf vsng ada dalam “satu

. kata. Jadi panjsng N adalsh 0.

Defipnisi 2.3.53.2

Semigrup bebas Z_* adslah himpunan dati seluruh

kata-kats pads Y, ( termasuk kata kosong ) dengan suain

operasi penggabungsan kata satu dengsn yang lainnya tanpa
suatn ftanda rerantars, misslinys
[~ s SN o S o S = = N o 4 :'O'O*O'O'G'O‘d
1 3 3 1 o 2 41 1 3 3 1 © 2 1
Semigrup diatas sering dikatakan sebagai semigrup
bebss vyang dihasilkan T© , dsn  himpunsn 3} dinamakan
. S ) *
himpunan penghasil dari L .
" Ambil R dan S adalsh dua relasi pada A. Relasi T

didefinisikan sebagai sebagai beriknt : AT B & terdapsat

.dengan tunggal C sedemikisn hingga & R ¢ dan ¢ S b

dinamakan komposisi atau produk dari R dan 3. Jadi T = RS.

Kompozisi dari relassi-relasi diatas adalah assosiatif
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a { RS ) T b & terdapat = { a RS « & =« T b )
‘@ terdapat ( .y 30 & B oy & oy S o feow
« terdapat v { a Ry & v 8T b}

e a B (8T ) kb

Himpunan dari seluruh relassi pada & dengen definisi

mltiplivasl di atas memnbeEntulk 2eatu senigrup.
Dapst juges mengounakan suate relasi B oantara
# dengan suatu relasi € antara 8 dan O dengan

definizi yvang sama yaitu a F8 ¢ & > b { & B o,k R

dimana & € A, b e B, ¢ € C } dann RS adalah

—_

darn C. Catatan balwss

zr

I RS Jprt S A pra

{ HE Jprz € 8 prz

T e S
¢t RE )Y e g7

Felasi Identites Ta Pada »  adalah

beimpuarian

sEnua pasangan ( a,s ) & € &, FMaka

“mbil e adalah o suatu  pesestaas & dinto B,

A dan

meEnggunakan

i

&

dard

berlaksu Hla = TaAR = R

ey =

adalah suatu relasi pada & varg marupakan la., tetapi
7 = A

p e = 1 prz. Jadi I prez jelas termasuk  dalam @ @

—4 . N
X ey & terdapat = ( 2 @ A AT BT

= T @ A

o

=i
G
~

S HO= Y { Farena e adalah

dika p adalair permutasi darld A, maka @ p_i = p p =

Definisi 2.30.4

Jika P adalsh himpunan  bagian  dari

dimana A terdiri at

M

s glemsh—elemsn yvang  membertuk

11

dan

pemetaan )

ta.

himmanan A

suatu




semigrup G dan P menenuhi operasi seperti dalam G maka P

dinamalan subsemigrup dari .

Fada umumnya sustu himpunan bagian H dari s d ol
G membentuk  suatu subgrupeaid dara G jika H o dapat

dizelesmaikan dengan operasl =eperti dalam 6.

Oortoh F.5.9.1

. & b o
& & el o
b b tx c
o C ] o

Getiap hdmpuna baglisan membentuk subsemigrup.

T T T -
Conton S.304.57

+ 0 i3 -
O 1) 1 2
1 1 & i
2 = 0y i

Mempunyal dua subsemigrup . semigrup ity sendird

Suatu elemsn g dalam suatu grupoid dimsns & &8 0 9= g
dinamaﬁan idempoten. Idempoten selalu memnberntuk
EUEQFUﬁDiﬁ ¢ dalam contoh 3.3,4.l,raemﬁa e lemen yaitu &b
dan « adalah idempoltern, sedanghkan dalam contoh 2.3.4.7

ldempotennya hamya O saja ).Selanmjuthve misalkan Ta adalah

himpurnan dari semua peretsan dari himpunan & into dirinva

sendirl maka Ta membentuk sustu subsEsEnlgrup packa




zemigrup  darl semua relasi pada &, karens suatuy pemetaan

3

adalah relasi dan produk dari dus pesemetaan  adalahn
pemetaan pula, Untwk A& berhingos hkimpunas . Ta o mempunyal
anggota sebanvak | A ]’Al—elemen, dimans | A | banvaknys

anggota A.

Beberapa himpunan bagilan dard Ta yvang menghasilban

zsubsemnigrup dari Ta dikatakan sehagal sEMigroup
transformasi.
Produk dari 2 persutssi A adalabh persutasi  dari

pula  sebab itw hispunarn dari seluwrubh perogtasl pade A

( dalam kasus berhinggs mengandung l £ |! elemen )
memberntulk  suatu subsemigrup davi Ta dan  juga pada

cemigrup dari seluruh relasi pada A.

2.4, Identitas, Monoid

Suatu grupoid 6 0 dikstakan komutatit  dikas  untuk
getisp aysb dealam G berlakey & o b= b . & dan Jjika dalam
tabael terlihat simetris terhsadsap diagonal pokokrnva.

Contoh dari grupuﬁd ataw semigrup yang. hompubtatif
adalah himpunan bilangan bulat pada opereasi perkalian ataw

penjumlahn o Sedang yvang tidek komutatid adalah komposisi

dari dua relazi berikut =
[ 1 1 2 3] 1 0 = 7 D R T
23 21 A R+ - R S
. - - e -
T 11 .= R B S 1 a3 3]
A S P - B | - i 2 1
L. b el b -l




Suatu elemen g pada statl grupoid diramakan
identites kiri jiksa untuk setiap & dalam grupoid  ind

Cberlakua :

barenas e = @ maka seltiap identitas kiri adalan elemsen

Suatn zlemen e pada  =wuatu growpid dir
r :

iSAmak &

a:

ldentitas kanan jika urmtuk setisp a dalam o ogrupeid  ind

kerlakua @

Jadi e e = & padahal e .e = e , maka &= & . Depst
.digimpulk&n rakrea suatu grupoid Jiks meEmnpuryal  identitas
kiri  dan banan maka itentitas itu harus SETIE .
L emen—al emean =N Chary & dalam grupoid ari dinamakan

@lemen ddentitas der dalam  grupoid palinmg banyak hanva

menunyal satu elenen identitas.

Samigfum Cderrd RAmpuanan L & ki Y angan biat
positif pada opmrasli  perniumlahan tidak meEmnpunyal  suatu
identitas tetapdl untuk semigrup  dari ilangss  bulat non
negati? mempunyal identitas yvaite bilangan .

Bemigrap bebas E$ fremplriy ad AR R AT &l &mern
identitas yaitu kata Kosong A,

Felazi identitas Ia adalab identitas dalam BENRLOrup
dari seluruh relasi  pads 6, szeluruhb pemetasan  pads A,
dan seluruh permsutasi pada A.

Suatu semnigrup  dengan elemen  identitas dinamakan

monoid. Misalkan semigrup 6 tanpa elemen  identitas e,

g

14




kemudian ditambahkan elemen ildentitas & ke G maka 6 U {e)

merupakan suatu monoid dengan  identitas e. Jadi setiap

semigrup  tanpa  identites dapst meniadi monoid  dengan

penambahan suatu elemen identitas.

Dua grupeid 81 cdar 82 dikatakan isomoriis ditulis

G1 =X Gz Jika ada pemetaan satu-zatu ¢ dari Bi ot Gz

sedemikian sehingoga untuk setiap a,.b € G bherlaku

it a . by={gal) iehb)

{ pfuduh a.b dihitun§ dalam Gidan { oa Y ¢ & ) dalam sz
Untuk selanjiuinyes @ dinamakan  isocmorfisma  atauw pemetaan

vang isimorfis.

we

Fernyvataan diatas dapat gdikatakan sebagal
Bayangan darirﬁuétu produk dari dua anggota adalah sama
derngan produk deri bavangannya.

Suatu contoh adalah grupeid dari semea bilangan
riil positit = ( Ry pada operasi pergandaan dan grupodd

dairi semua bimpunan dari bilangan rFiil = ( # ) pada

pperasi penjumlahan. Misal pemetaan YEFIG  METTC WAk &in

zuatu kilangan a dari groupold pertama onto bBilarngan
log a pada grupoid kedua danm ¢ @ B R adalak statu

igimorfisma. ¢ sdalah sustu pemetaasn onto didefinisikan

P a ——> log & ., maka :

o
h




log ¢ 'ab } = lmg a + log h

Groupid Gg S LTI gdigunakan urrtulk mendapatkan

suatu grupeid isimorfis G, dimans anggota—anggotanya bisa

berupa bilangan-—bilangan " matrik—matrik ataupun

pemataan—pemetasn. Dari hal diataE-Gz-dihatakan-memberikan

suwatu gambaran { isomorfis ) vang tepat dari 61'

Setiap monceid G dapat digambarkan  dengan  tepat
dengan suatu semigrup dari pemnetaan—pemataan.
Hukti oz

Aﬁggap Mimpunan K = { © (g e 6 ),.pemstaan -
pemetaan dari ﬁimpunén .pada aﬁgguta~aﬁggmta dari G

didefinisikan sebagail berikut i g

]
!
i}

g . & € 0.

leman -

1

K jelas merupakan  senigrup. Ambil 9,9,

elemen vang berbeds dari 6. Misal 9,9, = =R maks  untuk
_«

1 2
= oeg i g, &)
= g, Lo, &)
= 9192 A
= g, a
= egaa

a3 = O
maka 6g1 egz 9,
G adalah isomorfis ke K, sebab pemetaan o vyaitu G

oiito KB oyang didefinisikan dengan ¢ g = &g adalah satu-satu

zebab jika 3, > gz maka 3

1s




,egi @ = 91 & =g ® g oWy e = og, @.
Selanjutnys g #  6Og { & adalah identitas dari © ) dan

pla 9, =9 =6 ©g, = { ¢4g ) [ ¢a, ). Jadi ¢

adalabh suatu isocmorfismsa.

Teoreha diatas tidak beriaku  paca  grupeid -

grupoid wvang tidak assosiabif sebab

Femstaan—pemetaan &g dinamakan translasi kanan dari G,

. s
I g T

Lontofr 5.3

Untuk G =

- & i} [
-y . —_ -
i =X [ [N

f C ] e

E @ =T w R o i i
Ba = b = G =

& Ix Bk b € oCo© C

2.6. Grup

Ambil 8 adalabt susaty  grupoclid dengsn igesntitas & 0 .
Huatu elamen al dinamakarn invere hiri devi a daltam G5 1ika
g, & = & gdan 5uatﬁ.alemen ar diviadnakar invers BEsnan dard
a dalam G jiha_a A e

Jika-aliﬁVEFE Eiri cdalam monoid 8 maksa invers kird
tersebut sama dengan invers kanan & mabab @

SO= & &
«:tl L.L &




= a & } &

i r
o El a
r
= &
T

& dan %_diataE ginamakan suatd invers dari slsmen a dar
r

. W -4 e -1 T
ditulis dengan a  , sehinge & a = a & = e.

Tidalk <semua elewer darl sutatu monciol Marus

mempanyai suatil invers. Sebageli conteh dalam s semigrup

bebhas dari kata—kata ( word 3, hartya N vang mempunyal

invers yvatitu N itu serndiri. Jadi jelas bbb bicisk acis
Eata lain dapat diramngkailkan menjiadi seutu kata hkosong.

. ., . . = ' =1 -

Uribuk swate relasi H pada A, produak RR paca

uwmtmnya tidak sama  dengan relasi ddentitas la.  Tetapl

. A ] Y s
urrtuk setiap permstasi P omaka PP = FTF = Ta. Sebab Ttu
cdalam senigruds pada seluruly permutasl pada himpunan A

sptiap elemennys mempunyal suain invers.

b

Definisi Z.o.1

Suatu monoild vang senus elemennys  mempunysi Anvers

diamakan suatu grup.

i~

Contah Z.8.0.13

Fimpunan zemus bilangan bulat mesmbentul sustua geruap

dengan operasi penjumlahan. O adalah elemen identitas  dan

invers dari oa adalab —&.
Laontch Z.o.1.2

Himpurnan semuas bilangss rasionsal positifd sesbentuk
suaty grup  dengan operasi pergandaan. 1 adalah glamen

R . -1 1
identitas dan & = -,
Q




Himpurian semus td langan bulalt mod 3 dengan  operasi

-peErpumnlaban

-+ i i =
i 0 i e

-y
o

1

bl
-

O adalah elemen identitas , 1 7= 2 , 2 7= 1 ,0 =0

-% -5 -1 -%

Dalam grup § bherlaku ( & ) =R o, Bm e lab) =
-4 -z G -n . - h
b a . @ T ', & = { 1 dan bahwa bukam-huk LA

dengan operasi-operasi dengan panghkat positif  ,  negatif,
berlaku dalam suatu grup.
Suatu gruplld B biss hanva mespunyad  satu &lemen

identitas , tetapl elemen idespoten lebih dari satu. Suatuy

QFUD  BEmELNY & i idempotern khusus  yaitu  didentitasrnya.
Belanjutnya karena setiap grup 6 adalah suatu meonocld maka

translasi harnannvae adalab:
8g a =g by » g a = g b

Pa g9 = b ygag

=+ & = kL
sehingga setiap grup 6 despat diwakili dengsr suatu group
dari peroutasi-pgirmantasi peda M fepiran Elemer e aemen

pada G .
Palam suatu grup G berlabku hukus  konselssi kanan

Jika berlaku & g = b g 3 & = b dan  hekoas  konselasi kircd

il

Jika herlaku g a g b = & = h.
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2.7 . Partisi

Pkl R oadalab suate rels @hwmiva ] e pads A, dan

mismalban K {a) = K & = { [ | a b VY. fAsumsilan bahwa ¢«

Foial m P {b}y. Maka a& K ¢ dan BOFR o dan =itat

simetris maka o FH. b sehingas a ™

Mo{) maka @ B o#,

i

zEhingoas 2 & R o {&d Jaci M o{D)
B ofmr: £ F (ko dadi B oilay = B {x).

Fandang sekarang himapanan baglan — LGEigpunsss baglan

Fofai, o) ywewaenaddard A maka =

eleaemnsn daril & berads dalam  himmanan

sEhingga anion dard o {(al, F {bl,ieecascoadalan Al

{3 EET AT ANy el

vang dituwnivkkan distas jiksa dus himoonan b
anggolta yvarng  sama, maks bhimpuran Ltu daikstakan sana.

gian dari M

Mimalkan hompunan Daolan~hisopunan © Caad . Fo (b

veaweneneditulis dengan -23 Fiowowew v cOimaria H v Ho o= )

2 3 i

{ v 2 5 Y . Himpunan bagilao—himpunan hagian | distas tatli

dimamalan suatu partisi 7 dari &, oo gdviamak an relas
T
Foataw lok fdairi .
o= Fi, Hzﬂ..."""} 1 4 va
suatu himpunan darl himpuns b b

spdaEmikian, sehingga . merels

chain LA LY

2 3

adalah f&. Selanjubnve a B b e a.b terdapat dalam blok yang

HEAAE .,

i
ot

jig

i as simeltvis, retTleksi{  dan

atdalaly relaszi ekwivalensi. Pard  wralsan  diatas chapat

babwswa 2

disimpulk

"Setiap relasi  ekwivalensi B opads & menvebabkan

-




suatu partisi » pada A& sedemibklan =zehingga a, i

termasuk dalam blok yang =ama dari w jika danm hanya

oL
al}
]
-
I

jika a R b, sebalikiova  setiasp.  psutbisi  m.
didefinisikan suatu relasi ekwivalensi W pada &
sgdemikian hingga a B b jika dan hanyea iika & dan b

termasuk dalam bhlcok partisil vang sama daici m.

Oontoh £.7«.

Ambil A = { 1,2,3,4,5,6 7 dan n =

oo s n
R N e T O |

fan ]
="

i 'q‘p\{)

[
]

maka B adalah 3
L1 23255 5% 44

12 o1 251 2 5% 3% 448

o
o

;_

™.,
i

ey

Oontoah 2.7.7

Wrtuk A = § 1,2,3,4,5,& glan o= {{ L,3 .0 H.4 %

{ 'q'yé I3

maka B adalah @

EOE OB 4 % R 4 &

T4 E 454858

I
=
]
b

fJ
oo
fd
Ls

Himpunan bklok-blok dari partisi 7 yvang berbubungan
dengan relasi ekwnivalensi H‘juga.ﬂinamakan hiﬁpuﬁaﬁ Huosen
AR atan ASa. Banvaknya Kelas shwivalensi dari R dipamahkan
indeks dari F. Jika AR sempurnyal jumlah blok  berhinggea,

maka R dikatakan sebagai suwatu indeks berhingga.

2.8. Sifat-sifat dari partisi

Ambil ¢ adalah pemetaan dari & into B. Kemudian K =

T

21

e b




© pﬂadalah suatu relssl skwivalensi pads A Jadi
identitas fa dari & termasubk dalam R

A o ‘P-i YL ¢ (P—:l.'}—ip—-:lé o P-—zm B

e e =1 p < is

. -1 - —i
R =pe oo <S¢ lpep Sep =R

. £

Akl o adalah suatu partisd cdari & SBelanjutnya
= b

digdefimisikan babwa a o b jika dan  hanya 3ika & dan b

ternasuk dalam blok vang sama dari m.
Smlril 7 o= { M 4 Hoeewwwod dan wmo= K, Ko Luiauud
] 17 T2t z ES 2°

mdalah dua buah mﬁrtigi‘ gari f. Fandang  himpunan dard
Rimpuran baglan—himpursn baglan tak Rosong dari Moovang
‘didapathan irisan pasangar--pasangan biok-blok T dengan
T, yaitu Fimpunan-hdspunan tak kosong antsrs Hi e
H mi ., H "k, Hon ok e csedenikian sehidnggs wntuk
1 2 2 2 2 1

Ectiap‘aﬁggmta darirﬁ termaﬁuk dalam satu H_L danr satua ,Kj
Eehingga,ir'ﬁanmiriﬁan tak  kozong  ini membentuk suatu
partisi dari & . Untuk selandutnyva hal diatas bisa ditulis
LR vattu  produk dara #1 dar ﬁz garr  disdmpadbken babwa

ann bheaeanrn bdan & 7 b
1 2 1 2

Corntoh §.801

e

Apablilia & = { 1,2,3,4.5,86,7,8,%9%,10 %

ﬂ-i = {9 152 3!{. ﬂ-:‘nii‘ 35{. E;':lé‘ ..}:ui ?58 }5({ c-?_lli:} Ix
'3 n 48 F e n, - RN RS
TIZ =Ly 15-!’—5‘-—‘('4 FoaL \--‘y\5 FaL 118 YA ‘:"‘4-}-"—-!.{)
T, = L1 L2 3.0 3,4 3.0 Sy a0 7 a0 08 Gy
¢

e
P T




Dari hal diatess dapat dizimpulbkan bahws s

fisd kila RO dan
=4 0 Ny an
relasi ekwivalernsi.

= " mErupakan relasi ehwivelensi dari Ry B,
12 £d 2

IA

T .
1 2 1 _ 2

7, dika dan hwnve dJika a o b o & w I,  wyaity

Jika dan hanya jika setiap blobk dari o termiat dalam satu

blok dari r_. Maka jelaslan abe s £ mdam o =
2 i 2 i 2

-

T .

2

Fartisi T OYang marna selurubh angugote-anggots dari &

membertuk satuy bl {  berhabungsan derigar relasi

akwivalensi & & & ) dan  partisi #= vang mana  setiap

rden

bBlok adalah satu singleton | barhubuwngsn dengan relasi

ekwivalensi la ) disebul pertisi trivial. Jadi = £ @

. F138
iden

2.9. Kongruensi, FPartisi admissibel

Suatu relasi  ekwivalensi F pacha L grupodid
bl

Y

dinamakan kongruensi kaman bila a £ I =2 & # B i3
ol T T

G

clanr

diramakan kongruensi kiri bila a E‘1 x> o oa B # bur tuk

zetiap © « &,

Definisi 2.9.1

SBuatu relasi ekwivalensi E pada G vang memenubi

kongruernsi kanan dan kiri dimamakan kongruensi pada G.

Dalam grupeid komatatid setiap kongraensi  kanan

pasti merupakan kongruesnsi kiri Jadi merupakan Eongruensi .

Mizal E adalah suatu hongrusnsi makas

e

L




a £ b, o EBEda=ac E o , bo E bd

=2 ac E b

.

( karena E adalah transitif Po Untuk  setiap dus { sams

atau beda ) kelas-kelaz shkwivalensi H1 dar H2 dari K,
produk dari setiap elemen dari‘Hi SETIG & Hz akan menjadi

zalah satuw kelas ekwivalensi vang sama dari E.

I T -
PDefinisi 2.9.%

Fartisi n'yaﬁg b b Buarng an déngan korgruensi Eoyang
mEmpuryai 2ifat  babwea untuak cua  Dlok vang sama  atau
'ﬁerlainaﬁ va it Hiﬂ Hz dari @ maka terdapat swuatu blok H3
vanig *tunggal sedemilkian hingga :

HH < M dimana
1 2 3

L

HH = { ab s eH, b et
12 i 2
dinamakan partisi admissibel { suatu partisi dengan sifat

substitusi V.

Jadi setiap relasi bongrusnsd pada scatue grupoid
mernyehabkan suatu partisi admissibel. Jelas bahwa setiap
partici admwissibel dari suatu grupcid menvyebabkan suatu

relasl kongruensl puls.

thrtuk  suatu  relasi  Eongrugnsi Foarian [ dan

r
hubwngannya desgan partisi @ o= 9 H13 FE,..,..}didapatkan
jika a.,b e M, maka untuk setiap » e & tordapat  suatn H

spdemikian hingga ax , b < Hk . yaitu M x & ﬂ(.

Contoh 2.9.1
Diambkil S3 adalah  grup gari esluwruh permutasi
dengan 3 elemen, misalnya @ { e,a,a ,D,0.08 1 dermgan

T

Ea e SRR ST e D T Y )



f 1 2 = F1 2 3]
& = o=
= 1 2 2 1 X
- 7 1 o2 &)
L2 , T
(S e =
003 1 I
T T S T
by o= [
v e ; —
L 1 = 2 i o2 = ]
maksa 5
a =
2
(=] = A Ia ls ')
' 2
=] Gz & E ] o d
2
& & a = o ol [}
2 2
& & <} & ot ! «
. 2
Ia i d T & & a
2
c C t d A @ &
z
d l o b £ & &
[ - dn G prod e = P z ", — T
Fartisi w = { H1 = { @a&ed I, Hz =0 byCed

adalabh suatu partisi admissibel karemna :

I
I

HH € H , HM €H, HH €H., HH
11 17 2 2 4 12 2 2 1 2
ubungan dengan relasi kongruensi adalah

e eeaaaaaabtbtbececddd

E o= & a aze & aze a azb c o bocdbeod

Sedangkan partiei o = { H= { e,b ¥, H= { a.,d

k3
e

(e




H= { a®,c 17 adalah tidak sdmissibel sehak HH=1{&aa =

gy, & © = i, d at= e d © = & 5 tidak termasuk dalam  Blok

dari w. Jdadi hubungan ekwivalensi  tidak merupakan soatu

Longruensi. Berihkut ini adalah swvatuw . kongreensi:  kanan

Larena 2

He eH, HbebsH, Ha S H , Hd & H_,
i 1% 1 i 2 1 2

Ha €H , He gH , HesH , Hih s H ¢
1 3 ] 3 2" 2% 2 a

Terlikat bahwa @2 , b e Hi, tetapl hze Hdan sz
menjadi  termasuk  dalam  blok  yang berbieda dari ™.
Selanjutnva relasi shwivalensi K dalam hubungannya  dengan
partisi 7 = { %u: { E2sd@. b 3.H = {a%,c.d 37
tidak mempunyval sifat-sifat kongruensi karena Hia =
{ &,a ., F tidak termasuk dalam hlapunan bagisan dari
Blok-blok dari w, sebab itu R tidak wmerupakan  kRongruaensi
Eanan . Froduk a Him ToEgE Lo ¥ omenuniukarn Dabwa R Jjuga

Tidak merupakan kongruensi kiri.

fontoh Z2.9.2
N . e 4 e . U _
Fada zemigrup bebas ©T darn didefinisikan dalam
partisi sebagai herikut Hoi A A S P&m Y {  yaitu
sglurulh kats dengan panjang 1 b, H.= If { =eluruh kata
dengan panjang 2 ) dan seterusnva.  Partisi inid adalah
. . i i L+ R .
admissibel karena L .If = P ( produk  dari kata-kata
dengan panjang i dan J selalu merupakan  kata-kata dengan

panjang it3i Y. Jumlah dari kelas—-kelas kongruensi ( atau

indeks dari kongruensi )} adalah tak berhingga.

e




Contoh 2Z.%9.3

Semigrup  dari  bilangan  bulat non negatidf
.odidefinisikan sebagai berikut wm E n e pl i

maksudnya p membagil habis m o~ 1 ) maka £ adalab

?Hwival&ngi,

pl m-n, g} m-n e gl n-m
=k op
mwm.= v
P| m=if

writuk m o9 o o= m—m L 0
={ m—n ) x 0O
—{ m—r } = k
pi-C mer )

Jadi pl i it

uwntuk mo o= oo om0

jadi p| n-m

p| w-n, pl ook e o pfl mendel n-k ) o= ek

Bl omen o aen o= kop
plon-k @ n-k o= kp
m-rr-k o=k opo o+ Rp

= (ko= k') p

jadi p| m~k

pl wm-rn =» ]3| { m-nr )k =
¢
L]

mk. — nk dan p| km — ki

Y&
{

sitatu

maka




m E o= mk £ nk dan ke E hn wntuk setiap k. jadi E adalah
suatu kangruensi. |
Blok-blok dari partisi terdiri dari
EiiéﬁéénQbii;ﬁgén bQiééifgngfﬁeﬁan;éi éisé érjikéwrdiﬁégi
ﬁ, mempﬁnyai =isa 1 jika‘dihagi o tan  seterusnvye sSanpad
bilangan yvang mempunyal sisa p~1! iika dibagi p. Blok-blok
imi aigabut juga kelas—helas hmﬁgﬁuﬁmgi moduiu pz. dan jiké
.1 beErada dalam kelas vang sama maka ditulis m = n { mesdd
). Bebagai contoh jika {3 = ba maka didapatkan

blok-blok sebagsi berikut.

O o= { 0.0 10,15,....3
T = { e dd léyeuaad
T A I A I B S
T m { B8,13,08, 00042
G o= { 4,9,34,19, 0000 d

Fartisi admissibel dari grupoid § meabsntuk  suabu
himpunan bagian deri himpunan semus partisi dari 8. Irisan
LN dari dus partisi admiesibel w7 dan L adalah  suatw
partisl admissibel pula, sebab

annn e an b, &aw b
12 1 ; z
Szlanjutnya untuk setiap ¥ barlakua @
anib,aﬂ' b= oax ow m:,a:-:rtsz

aebabh ituy

2.10. Hoamomnorfisma

Miasal suwatu partisi admiseibel w = { H ., . Hz,....}

il

im




Il

dari grupoid 5§ dan anbil hispunan f Hz,....} Yaing

didefinisikan :

Hi Hj = Hk < Hi Hj = F&

Frroduk dari ﬁt}T dapat ditentukan jugs sebagai berikut
. 3 .

Diambil sembarang anggota dsri H  dars H, , - mahka abkan
1 i

didapatkan H, vang merupakan ﬁrmduk dari  amngoots H, dart
. . 1 .

k

r

2

H sshingaa H;iq = Hoo. Grupeid 1 ﬁ;yH R dinamakan
3

] k
grupoid  Taktor dari G atas 7 dan dilssbangian dengan  &/n
atau B8,

Corrrdezin F.1000

Dact ain cotol  FL9.010 mempunvai grupodd Fak b

i

sehagal bDherikualt o

=

Caontoh Z.10.2

Dalam contoh 2 9 3 diperolieh 3

,,
o
3
ted |
+ |

1 T 02 34 00
2 2 % 4 0 1
= x4 a0 1002

!
f
|
!
i




Misal o soatu pemetaan dari- & onto GfR yang

didefinisikan

P & = A @ & eH
vaitu setiap elemen dari G dipetahan ot blok { dengan

‘garis oDengan definisi pergandsan dalam G didapatkan =
o s - i

{ ¢ a 1{ b 3 = ¢ { abp }
wad b g memenubl sifast isomegrTisms, Heouali untuk

pemetaan vang btidak sabtu-satuo.

Perfinial 2.10.1

Suatu  pemetass  dari srabua grupoid B onto
grupoid 6 dan mensnubil sifast

;

p(g‘gz}ﬁ\goq e a3}
digandakan dalam G
digandakan dalam G
dinamakan suwatw pemetesan homomorfisma darli G onte 6. 0 G

dinamakan bavangarn homomorfis dari G

Suatw  kongruensi B pada &G menyehablan sliatu
grupoid Taktor G7E, vang merupakan  bayvangean  homomorTis
dari G vang dinamakan homtwnorfisma natural vang  msmemetakan

sgtiap elemen dari G onto kelas-kelas khongrusnsinya.

Teorreims 2.40.1

Misal ¢ adalabh soatu homomorTisma dari sualu
grupoid O onteo groupoid G7. E = p p_1 adalak kongruensi
¥

£
o
o




pada 8, maka sda suatu lsomorfizme e dari &/ anta G
sedemikian hiﬁggé g = ¥ a, dimana ¥ adalah homomorfisma
natural dariwﬁrgﬁtg GEET,
VBuhti :

E jelas merupakan shkwivalensi.
aE b aeepa=g¢h > { pa i pc )=( p b I{ © )

+ @ (ac ) = p ( bc )}

2 ac = ho wuntuk setiap © dalam &
Dengan cara yang Saims ca B och, maka E  adalah

kongruensi. Ambil H adalah kelas kongruensil dari E dan &
adalah sembarang elemen dalam H. Didefinisikan © H = p a.

© adalabh suatu pesmetasn  dari GYE onte B, e M Lidak

tergantung pada salah szatu wakil sebab a,b e H 3 a8 E b 2 p

& = o k. © adalah ocrnto karena sepue slemen dari 8 zadslah

bayvangan dari suatu elemen G. & adalah suwatuw  homooriiesma
Earena 3

o ( H ﬁz)m;oizaiaz)

==~a¢>&'i.i(cp'=“€2)
=] Hz){ o Hz )

{ diginl a <« H

o & e H o danr HH e M . dimana HH = Ho).
1 1 2 2 iz 3’ 12 £

e adalah satu-—sata :

e H = ./

4
<
i

t
$
it

> H =H
Jadi © sdalah isomorfisms deari G/E onto 6.

Sekarang ambil 8 € 68 sehagai kelas kongrusnsi H




e { ae}

{pa ) a

csehingoga e = oo

Dimieslbkan dus buabh konogruaensi E’1 CHET Ez gada suatu

grupoid G daﬁ-Ei = Ez' Dengan  kata lain ada  duas buah
partisi admissibel wm = { M, H vuwo.d dan o= { K , K

S 1 i’ 2" 2 i° 2
ceeaeeay dari 8§ dan i = L vaitu Blok dari " termasuk

dalam blok LI Maka anz adalah bayangan bhomomorfis dari

113

Gfﬂi. Selanjutnve didefinicikan

E ”— < I
© _H_L }‘.j <> Ht <= ij

p adalah suatu pemetasan dari Bfni [ R ol E/nz { sebtisp  H,
L8

termuat dalam sat dan hanvae sste K dan setiap . memuat
b4 j %] j

H, ).

13
HoOH =H_ =H H SH w2k ¥ nk =8
iz 2 1z a 1 2 3
dimana H €K , H. S K _dan H_ S K =21 K €K =K Kk =
i i z z 3 3 i 2 3 iz
Ea sehinpgs &
e { H1 H2 Y = o Ha
= K
3
=K K
1 2
. T -
{p H1 oe H2 )
Jadi ¢ adalah suatu homomorfisma. ’
Fartisi ani vang disebabbkan oleh w© imerika g d

Blok—lok T kedalam nidmpunan blok-blok. dimana tiap-—tiag




dmpunan berhubongan dengan =satu hlok dari = x ¥ EUTg

digambarkan sebhagal berikut o

T‘
. . J‘ .. ) i ot
i{ L] x - L] . .. . = -
1 - x . - . . - - -

Titik-~titik adalah  elensn-elemen  dari G, garis

turggal dan ganda dimaksudkan hlok  dari L dar gairis

ganda adalah T, Elemen a termasul dalam bhlok H1 Ppada T
dan dua blok yvang lainmya vaitu Hz,l Hg termasuk dalam blok

¥ odari o .
1 2

2.11. Homomorfisma dari SBemigrup

Buaty  bavangan homomorfis  dari saemigrup adalah
semigrup pula sebab

{lpa b)) ec =9 {akb) el

Suatu bayvangan homomorftis dari suatu mercicd adalah

monoid pulas sebab

L

lea lpe ) =9 (ae)

T
b




Jjadi bayangén identitas adalah identitas pula,. selanjutnya

e oa )¢ @'a_x} = p (& a ') = pe dan
(paflipa)l=p(ata)=pe=spa’= (p)™t

Sehingaga bayangan homomorfis dari suatu grup  adalab group

pula.
Suatu grup vang dapat dihasilkan  dengan satu
elemen dinamakan grup ziklik . Grup siklik  adalah

komatatif.

Banyaknya elemen - slemen dalam grug  berhingga
dinamakan order. 6Ambil & adalabk penghasil  dari  grup
giklik G dengan order -p. Elemen—elemen dari grup  ind

dapalt ditulis

4 a 4 P2 p1 P
& “

A g B oy B s B g p at o= @

Y . ko™ L . . N
Pemetaan’ ¢ & = k jelas suatu isomorfisma dari G onto

grup pada kelas-kelas kongruensi modulo g

-

antah Z.10.11
Misal E* atlal b monocld  bebas vang dihasilkam olebh

—_— ¥ N -, [— S "y — v ey - ",
L= o L Y = 4 : smoll B o= i = B oy n e v wagS
VYT Tyt m-g " " k o 4? -1

adalalh hidmpunan berbingga dan M = { Is, Mo . Mo guwulteo. 3
O 1 fit—4

agdalab m + 1 pemetaan pada B intoe 8. FPemetaan—pemestaan ini
menphasilian suste semigrup berhingga BA. GA adalair suatu

E
a

bayangan homomorfis dari

o, , dalain Zé didefirmieikan 3

o o .
i1 iz ij
p o = Lo o
L. P Lo % , !

= Mo Me, ... .. Mo, |

i1 iz i
= M
H

Hagian kanan adalah produk dari  pesetzan-pemnstaan dan

34

Jadi untuk  setiap kata X =



= Ciar IC

wiatn dibiturng  merupakan @ ie

e

. . & - ;
P adalah pemetadn peda 00 onte o H o, By ertia G E

eleman pada EA athalsh prrodak sy

itu mErupakan suatb

Untuk dua kata

Tl
i
<
.
.
&
:

.o . e . O '
1l 12 i} pi p2 pa
#

dalam X .

p U AY 1 o= Mo, Mo, ... . .. Mo Fler 1ﬁo I i [«
S

1 12 13 P2 Pg

=i Me, FMe oL L. Mo 1 Mo Mo ... ... Mo 3
. i : . Pl p2 Pq

={ o X Y e Yo

. . \ - - -1 .
dadlt ¢ adalabh suatu homomorfisma. E o= e P adtal &b suatu

o,

. . # . - .
@lasl  kongrusnsi  pada 7. Setiap kelas bkongrusmsi

L . : . E -
terdiri dari seluruh kata—tatas ¥ dalam T valryg beErkaltan
derngan ﬁx valtu  penetaan  pada 5. £ mempunvai  indeks

berhinggs vaitu benyaknva elemsn-elensn dalam Gﬁ.

2.12. Subgrup dari Grup

Dedfinisi Z.17

ouatl suhkgrupr H pads group § adalakh suatu Fd i an
bagian dari & vang e ek an Gy terhadap operasi
seperti dalam 6.
Serkah FLI17
-

Dalam conteh 2.9.1 elemsn—elemen | E,&, & )

uritud

membentul sustu subgrup  pada Sa,

elemern—alemen { e.h T.

Setiap Grup minimal  mespunysl dus subkgrup ., grup

g

iyw]




s

G, Asumsikan © € Ha M Ak, mabka

trivial.

ERIMA =

G itu sendiri dan  identitas e vyang disebut  subgrup

Grup warg  bidak  sikiik meEmpLnyal  subgeup

nontrivial.

Jika B adalah sustu Grup dan H subgrup darid

maka H & dimana a <« @ dinam

dari

koset karan

ada h =

dar Ha = Ho dar o o= B

o My o= e .

dika dua barert  darri M odalam O @mempunysalo sLatd

addalarr jika Ha m

zlemen vang sana mereks . sebaliknya
¥ E ¥

Hix O mabka Ha oan Hb saling asing. Semua elemsn dalam

suatit Eoset kanan dari H daltamn G adsalah berbeds sebalb s

M a = ha 8

T
1 2

Hebaly  ltuw selbiap  kosel kamnan dari H menpunyal

elemen. Selanivtnyva setiap glemen g 2 G  termasuak dalam

stiatin koselt kanan o sebalz g

Hg. karena g

2,135,

Subgrup Normal

Pefinisid .13 .

Suatu subgrup HO o dikatakan sebagaiy suatu

jika hkoset-kosel Earmannya miErupak an partisl

admizssibel dari G.

i

g O]

Lontoh

$3 pada contobh 2.9.10 mempunyad subgrup HE D esa,a"

sebagali svatu  subgrup normal karens Ma = { g@,a,80 F Hb




Suatu grup yang hanya mempunyai

trivia} dinamakan grup sampel,

37

subgrup

normal






