BAEB I

TEORI PENUNJIANG

2.1 PENGERTIAN GRAPH

DEFINISI 1 :

I

Buatu graph & (VX)) dapat didefinisikan sebagai
suatu himpunan  tidak kosong V(E), dengan anggota
vang disebut vertexn beserts himpunan X{&) dengan

anggota vang disebut garis. ' ' e

Gambar 2.1 ﬁéﬁ?ajikaﬁrgraph G dimana V (G) adalah LV sVa
Yz aV4 V5 dan X{6) adalah {(vl5v;)5{v,,v4),(vl,v3),(v2,v4)
,(yh ,vs),(vj,V4},(v4,v5),(vl,vs)}. Garis (viava) artinya

garis vang menghubungkan antara vertos v  dengan  verte:x

_YlamTiﬁiniitik_biaaamdiSebut“vertexmatau nede ataw point-o

atau jvnction., Sedan aris—garisnya disebut adae atan
AN E L, g 49 g Y o ggge

line.

Ferlu diperhatikan. bahwa perpotongan 2 garis atau lebih,
tidak selalu merupakan verte dari graph, umpama (V15V4 }

darn {vay.vg).
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Bi  bawah ini disajikan beberapa istilah yang sering
dibicarakan dalam zuatu graph :
ﬁRDER z
Order suatu graph adalah banyvaknva . Qertex4verten
dalam suatu graph.
EONTOH
Order dalam gambar 2.1 = 5.
DEGREE
Degree atau valency dari suvatu vertex adalah
.baﬁyaknya garis yang hertému diverteﬁ itu.
.deg YT artinya é detrese dari verte% VT dalam sltatu
graph.
suatil verter dengan degres n kadang—kadang disebut
n—-valent.
conToM :
deg ve dalam gambar 2.1 = 4,
ISOLATED vERTéX H
Tesolated vertesx ataw vertex terasing adalah vertex
dengan degree g.

AJACENT

Dua vertex dari graph G (katakan v, odan va ]
ajacent (bersizian) jika terdapat garis Yarg

menghubungkan langsung antara keduanyva.

IMCIDENT :




Baris yang menghbubungkan v, dan v, ditulis dalam
bentuk (v, va), katakan x; = (v, v, ), maka v, dar

vy disebut incident dengan x| dan sebaliknya.

LOOF

Loop adalah garis dalam graph 6 vang menghﬁbungkan
suatu vertex dengan dirinva sendiri.
DEFIMISI 2 =
Pua graph &6 = (V,X) dan §° = (V' ,X") disebﬁt
isomorphis jika ada korespondensi 1-1 antara V dan
V' dan antara X dan X', sehingga hubungan
incident terpe&ihaka, &ilémbanéﬁah dengan G ;’5‘.
fontoh pada gambar 2.2 isomorphis.
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‘Bambar 2.7

Suatu graph dapat terdiri dari loop-loop dan
miltiple edges (gambar 2.5), tetapi ada juga graph vang
tidak mempunyail loop dan tidak mempunyai wmultiple edges
{gambar 2.73). Suatu vérteg dapat dihubungkan oleh lebih
Tdari” Teatu T edge (garis)y ke Vertex lain  {gambar 2.4 dan’

gambar 2.5). Gambar 2.5 disebut multiaraph.

v
Gambar 2.3 A Gambar 2.4
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Gambar 2.5

DEFINIST 3 :

it

Suatu graph G (VX! vang tidak mengandung garié
se@jajar atau IEDp disebut graph sederhana (simpls
graph}.

Contoh @

Fada gambar 2.&.

CHambar 2.6
DEFINISI 4 ;
Graph G’ = (V’',X’) disebut subgraph dari graph &

jika zemua vertex dan garis dari 6', juga terletak

di G dép setiap garis dari 6° mempunyai vertex
~Ajung. yang.. sama.. dengan. - di. -G 1 keadaan- - I
dilambanghtan dengan 5 £ g,
Cantoh =




0
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i
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Bambar 2.7
Setiap graph dapat merupakan subgraph | untuk
dirinya sendiri. GSuatu spanning subgraph dari 6  adalah
suatu graph yang memuat. semua  vertex—vertexr dari 6.

Apabila 8§ C V(B) maka induced subgraph < & »  adalah

Csuatut | graph dehé&ﬁ'himﬁunan vertexnya é -yahg mérupakan

-

maximal subgraph dari 6. Jadi dua vertex dalam < § &
adalah bersisian bila hanéa kila vertex—vertek  itu
hersisian dalam .
Dalam gambar 2.7, 6 adalah spanning subgraph dari B
tetapi B tidak. Sebaliknya B" adalah induced subgraph
dari'G"tetaﬁi &5 tidak.-

| Jaﬁi suatu gambaf aiaabﬁt giraph jika terdiri atas
vaertex-vertexy saja atag verteg*vertex dan gaEiSMQariS,
dimaria septiap garis menghuhuﬁgkan ataun tidak menghubungkan

dua vertex yang berbeda.

2.2. MACAM-MACANM GRAFPH.

Hebewap% macam aiaph yéng penting ditunjukkan sebagai
berikut.

DEFINISI 5 3

Suatu  graph dengan sifat tidak mempunyai garis-




garis disebut tdtally diséannected atauw Null Graph
atau Graph ¥osong.
Muwll Brapb dengan n vertex ?itulia Ny .

Contoh : |

Nq o o

o &
Hambar Q.B
Jadi dalam Null Graph setiap vertexnya adalah
terasing.
DEFINISI & :
Eomplete Grapb adalab suatu graph dimana setiap
dua vertexnya yang berlainan bersisian.
Complete Graph dengan n vertex ditulis Kn.

Contch @

Bambar 2.9

DEFINISI 7 :
Graph Regular adalah suatu graph dimana setiap
vertexnya mempunyal degree yang sama.
Lraph 6 disebut Braph Regular derngan degres r hila
setiap vertexnyé mempunyal degree .

Contoh @ '
Dzlam gambar 2.1 adalah Braph FRegular dengén
degree I, vang disebut Cubic atau tfivalent.
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Gambar 2.10

Jadi setiap Null Graph adalak Regular Braph dengan
degree nol dan setiap Complete Graph adélah
Regular Graph dengan degree n - L.
DEFINISI 8 :
Suatue graph 6 = (V,X) disebut Bipartite Graph
{Rigraph) jika himpunan verte:x dari graph &
dapat dibagi menjadi dus himpunan yang saling
asing WV, danAQ;_ﬁedemikian sehingga apabila ada
7 Qarig anggota 6, maka garis ini menghubungkan
”guatu-“vertex  di vy qeﬁgﬁh”"ﬁu&td"”vértéﬁ" di Vo o
rdengén .tidakr adé dua #@rteﬁwdirv, mauﬁﬁﬁ di WV,
vang bersisian.

Contoh :

Gambar 2.11




Kadang—kadang hipartité graph-ditulis sebagai & (V| Va2 ).
Di daiam Bipartite éréph tidak.perlﬁ setiap vertex anggota
Vy dibubungkan dengan setiap vertex di V2 , tetapi jika
demikian maka disebut complete bipartite graph (tcmpleté
bigr’aph)5 ditulis Knmrﬁﬂ dimana m menyatakan banvak vertex
di Vi dan n adalah.h%nyak vertexr di Ysy .o

Conmtakl @

k4,7 W e >%ﬂ

éémbaF 2.1?.
Eim,n mempunyai m+n vertex dan mn garis. Jadi H%?5 mem-
punyai 7 wvertex dan 12 garis. Sétiapuﬁrkh disebut juga
Star Graph. Jadi K, 5 adalah contoh dari Star Graph.
DEFINISI 2 :
Cornected Graph didefinisikan sebagai suatu graph
”yéﬁg'tidak'dépat'diéajikan Eébagai'uhibﬁ'béfhinggé'
dari graph;r Jika tidak demikian maka graphnva
dizebut disconnected graph.
DEFINISI 10 :
Komponen dari graph adalah connected subgraph yang
memuat-banvaknya maxnimal garist
Isolated vertex adalah Lomponen-.
Maka, Jika graph tidak connected barus memeat
banyaknya komponen. Satu ataw beberapa dari kamponeﬁ—
komponennya mﬂngkin masing-masing terdiri. dari isclated

vertex.

10




Dalam gambar 2.13 disajikan disconnected graph yvang
terdiri atas tiga knmponeh. Komponen adalah maximal con-—
nected subgraph. Setiap connected graph mempunvail satu
kamponen, dengan kata lain setiap disconnected graph dapat
disajikan sebagai finite union dari connected graph. Jadi,
cdisconnected graph paling sedikit mempunyal dua connected
sttharaph maéingwmasing subgraph ini disebut komponen

dari disconnected graph.

A O

Gambar 2.13

Bambar Z.14

Pada gambar 2.14 adalah contoh connected graph.
DEFINISY 11
- éﬁéfﬁ Connected araph vang regular dengan degree

dua disebut circuit graph.

Circuit graph dengan n vertex, ditulis Cns
Dalam gambar 2.135 circuit graph yang dimaksud adalah Cg.
Juml ahan dari null graph M; dengan circuit graph
Cn_, (0 3 3) disebut Wheel. Wheel dengan n.vertex ditulis
Wn. Wheel dalam gambar 2.1% adalah Nér?aitu hasil jumlahan

vy

null graph N, dengan circuit graph Cg.

11




Gambar 2.15

DEFINISI 12:

Misalkan G adaléh Graph dengan himpunan vertesx
VI{B), komplemen dari graph G, vaitu § mempunyai
himpunan vertesx V(G) = V{BG), tetapi dua vertex.
hersisian .di § bila dan hanya bila mereka tidak
bersisian di G.
Behingga : komplemen dari complete graph adalah null graph
dari sebaliknya, sedangkan komplemen dari regular giaph
adalah regular graph.
Contoh dalam gambar 2.14.
¥
vy V7

\-’6 Va4

Bambar 2.14

~Apabila- - suatu greph-ituw -dsomorphis - dengan- komplemennya -

maka  graph itu disebut Seift-complementary. Contob graph

pada gambar Z.17.




2 . Vaz, Korespondensi
vy e vy

Yi > »q
' v Vi —Dvy Vs £ v,

a E Vq S v
HBambar 2.17

DEFINISI 13
Line graph L(B) dari suatu ~agraph  adalah graphb
dimana vertex—ver&exnya berkorespondensi i-1
ﬁengan garis—garis dari G.
Dua wvertex dalam L(B) bersisian bila dan hanya
bila'gariSMQEFiQ dalam @ yahg bersesuaian baraiéian
pula.,

Contoh pada gambar 2.18 adalah Line graph dari dua graph

yvang isomorphis.

R
b

Gambar 2.18

2.3. DOPERASI-OPERASI PADA GRAPH.

e Misalkan.. GymadalahmgFaph~denganmwhimpunanm~vartex~w~~-~m~

Qq dan rhimpunann garis X, «  GOo adalah graph dengan
YV _?‘?_*?_?59_%_1 himpunan vertexnya dan X, sebagai himpunan
garisnya. V| dan ¥V, saling asing, X, dan X5 juga saling
asing.

Maka operasi-operasi vyang dapat dikerjakan pada -graph-—

1=




graph di atas antara lain :

UNIDN @ |
G wnion By, ditulis 6 = G, U Ba dengan ijumlahar
dari himpunan vertex V = VY, U Vi dan X = X, U Xa.

Contoh pada gambar 2.19.

B, Ba G; U 6y
Gambar 2.19
IRISAN :
B, irisan B#, ditulis 6 = By N Gy dimana vV =
vi UV vy dan X = X (O Xy,

Contoh pada gambar 2,320,

G, (1 G,

Bambar 2.20

JUMLAHAN &
CEe= B+ Goradalab graph yang terdiri dari 6, U G,
dengan setiap vertex di"V, dihubungkan dengan
setiap vertex &i Vs | |

Contoh pada gambar 2.21.
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5 Bn 5, + B
Gambar .21
Jadi complete bipartite graph “ynLp  merupakan jumlahan
dari Ew\dan En, | |
Contoh pada gamﬁar 2.22.
Eq P 0 o0 o o 'Eé ER S = T

g + Ky = Kq,3
GCambar 2.22

PENGURANGAN

L

G = 6, - 64 adalah subgraph yang terdiri - dari

I

semua garis di 6) yang mana tidak dalam G, .
Contoh : dalam gambar 2.23

i V. AY/| Vo

Vet Vg Vo,
m_”m.””m”_.ééasé;_é;égwm e
Gy — Gy = (VI,VIF,(V1,v4),(vl,V4)~(v,gvl),ivi,v3},(vl,v4)
= (Vysvgl

Gy - G, = (vl,vl),(vi,v5),(v5,V4)-(vr,vi},{vl,vq),(vl,vﬁ)

it

(VQ_:!.\"_B)




{1, ua)s

PRODUCT =

By product G, ditulis G, R G, adalah suatu  graph
dengan V(G ) X V({&E;) sebagai  himpunan vertexnya
dengan sifat. : dqa vertex bersisian dalam G, X 6,
hila dan hanya bila koordinat pertama sama dan
koordinat ke dua bekéiéiah atau koordinat pertama
bersisian dan koordinat kedua sama.

Contoh pada gambar 2.24a darn gambar 2.24b.

t

tla Vo Wa

B S Ba: o—o—
¥y
Bambar Z.%4a
V(Bi X Blj': {(ur,ul),(ul,vl),(u1,wl),(vi,uz),(v,,vl)5
(vt,wl)}.
(v, - (U, Va) Cua, ) (U2 i)
L2 () -

(Uf,WJ‘.) 7
(\f}_’ Ul')

C\{l,\lg ) __

(Vi,v2) (v, W2) C (W) (w2, N )

Gambar 2.24b
Ternyata 6, X B, isomorphis dengan Go X G,y.
CEEMPOSITIEN e e
G, camﬁusitiﬁnr BZJ,A ditulier % G) [B~ 1 Juga
mempunyaili V= VYV, X V-, sebagai himpuran -vertexnya
dan dua vertex dalam 6 [B4] bersisian bila dan
hanya bila koordinat pertama bhersisian atan koor— -

dinat pertama sama dan koordinat ke dua hersisian.

&




Contoh : Pada gambar 2.2%a dan gambar 2.25b.

oy
Ll Yo W2
Gy = G, : &—o—0
oV
Gambar 2.2Z5%a
Cunuz) . Lu,,.v2) . S CUa, U} {uz,v)
QUL A S (U, w2y (Na2v) (Va,ur)
(Vi v2) (Viyuz) S (Wa,y Un) (Wa, v
G L B2l . | 8o [ 8.1

Bambar 2.23b
Dari ke dua gambar dalam gambar 2.25b6 dapat ditarik
kesimpulan bahwa kedua composition Gi[Bl] dan G, [6) 1 tidak
isomorphis.
CORONA =

Corona G dengan 63, ditulis G, o Ga didefinisikan

zebagal suatu graph yang diperoleh dengan melukis.

karm copy dari B, yang mempunysi n; vertex dan n
copies dari G , sedangkan vertex ke i dari G
dihubungkan dengan setiap vertex dari copy ke i
dari Ga.

.“Cﬁﬁiﬁh“daiém“gaﬁﬁér 2.246a dan gambar 2.26b.

| }

Gambar 2.2&a

i7




E‘t ﬁBj_ | G_-J_D G}

Bémbar Z2.26hb

Kedua corona G; o 67 dan Ga o 6, tidak isomorphis.

o anvak garis  tergantung graphnvas o

COMFLETE K-PARTITE :

Jika 6, adalah agraph dengan n; vertex dan

my garis, maka untuk setiap hasil operasi di @ atas dapat
dihitung Eanyak vertex dan hényak garis seperti tabel
dibawah ini
f o - e T e e e e e e st e et et e A
¢ Operasi : Banyak : Ranvak i
: ' vartey H garis !
T e e e i — e e it ‘
{ Uniiocn G, U Gz, My + Na : M, + ma :
i Irisan G, M Baj X i * :
i Jumliahan 5, + G2} n, + ny iomy v my tongng '
- Fengurangan G — Ga! " .+ x T ;
v Product - G B2 N N Y1 T Sl PY 2 1 M
: Composition G, (6.3 nynz oMmyma + N, niam :
¢ Corona Gy, o Gy, Ll +np) Domy ot o0y my F ony Ry |
e e e e e — - ——/f
CATATAN =

¥ Untuk irisan dan pengurangan, banvak vertex dan

Complete k—partite graph K (m AN 5 aeewany )}

didefinisikan sebagai Eﬁ|+ Eﬁ1+"'+ Eﬁk »  dengan

Zniy  vertex dan Zq.,ﬁ
= <

Contoh pada gambar 2.27.

npny garis.




Kz 2 o o o
E; CR v o
E| : )
o ?_E5 +.El + E,
Gambar 2.27
ny #3,52=2,n5=1, sehingga jumlah vertex dalam K=,2 adalah-
&, sedangkan jumlah garismnya = n,fiy, + NNz + nynx = 11,
NfBUEE :
n—Cube Oy didefinisikan sghagai 11 0Op = Ko =
Qﬁ_, v Gimana Q) = Ko« Jadi O mempunyai fwvertex,
yaitu Sy a8y nendyys dimana setiap a7 bhisa sama

dengan @ atau 1. Dua vertex dalam Gy bersisian

bila dan hanya bila mempunyal tepat satu koordinat
vang tidak sama.

Contoh pada gambar 2.28.
Olo LS 101
ODELLG "

100eC

1ii

FZ~cube

Gambar 2.28
'3:¢ﬁbémfbég di atas merupakan product dari kKodengan @,
sehingga himpunan vertes dari Q5 vaitu Y =

8 114 4 4
5 WA N " .!..L\’SJ.-!..LF-L{}.LJU

{000:0105Q11,9915199511u
IDENTIFIKAST =

dika & dan H adalah graph-araph dengsn sifat bahwa

identifikasi dari seambarang vertexr dari S dan

1<




Contch 2

2.4.DEF1

DEFINISY

dengan.vertex.gembarang-dari H menghasilkan graﬁh
khusus (hingga isomorphis), maka dinotasikan 6 . H
untuk graph ini.

Lihat gambar 2.29, i39_= Ko . Ka

Ky 2 o—o Gl= 0

Gambat 2.29

NISI-DEFINISI LAIN YANG PENTING. =

14 : |

Suatu Walk di dalam § dimaksud  suatu deretan
terdiri dari vertex-vertesx dan garis—garis
berganti-ganti, dimana setiap garis Ancident
deﬁgén dué vertex vang terdekat yvang terletak  di

kanan kirinya pada deretan itu, dengan  deretan

dimulai dan diakhiri dengan vertex.

Libat pada gambar 2.36.

CATATAN

Gambar 2.30D

Graph dengan vertex—vertex diberi nama disehbut

suatu Labeled Graph.

Contoh

Y anaog dimaksud walk yvaitu deretan :

v (v, ava) ValVyavs) VS(VJ?VS) V)(V25V43 qq. Peretan di

atas dapat disingkat menyajikannya dengan Vi VoaVe Vo vq -
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Ferhatikan bahwa vertex-vertex maupun garis—garis dapat
timbul beberapa kali dalam deretan tersebut.

Apabila wvertex mula dan vertex akhir sama dalam  deretan
it maka deretan disebut tertutup. Jika tidak demikian

maka deretan disebut terbuka.

DEFINISI 15 :
Apabila semua garis—garis pada suatu walk  ituo
~berlainan maka walk itu disebut trail. Pada suatu
trail vertex boleh dilalui lebih dari satu kali.
Enntéh 3 lihét pada gambar 2.30, yvang dimaksud trail yvaitu
deretan BV YavVEVa Vo V.
DEFINISTI 14 :
fAfipabila pada suatu walk semua vertes {kecuali
mungkin  wvertex mula dan vertex akhir, jika wallk
itu. tertutgp) adalah berlzainan maka walk tsrsebut
.dinam%kan-éua£u.péth.. | o -
Perhatikan bahwa suatu path pasti suatuw trail tetapi tidak
sebaliknya. Umpamaﬁya : lihat pada gambar 2Z.30 deretan
v|v2v5v3yZV4'ada1ah traii vang bukan path.

CATATAN :

Untuk definisi ¢ tentang connected graph dapat

Jjuga dikatakan dengan definisi sebagai berikut :

Suatu  graph disebut connected, jika untuk setiap
tdua vertex pada graph tersebut dihubunagkan  dengan

suatu  path. Dalam hal lain diﬁebut disconnected

S 21




graph.

DEFINISI 18 -
Jarak d(u.v) diantara dua vertex u dan v dalam
graphlﬁ adalah panjangnya path yang terpendek dari
W ke v. Apabila dari v tidak dibubungkan dengan
suatu path maka ditulis di{u,v) =U7,

Dalam =sustu cﬁhnécted graph, distance adalah metric, vaitu

urrtuk semuea uw,v dan w bherlako

1. diugvl =2 0 dan d{uyv) = O bBhbh v = 0O,

”E. d{u;vb

il

Cd(vau).

e dit,v) +odivew) Bodu.wm),

DEFINISI 1% :
Qpabila—auatu path tertutup maka dissbut cicle dan
jika ciicle mempunyvai tiga vertex maka disesbut
triangle (segitiga).

DEFINISI 20z e

- Tree adalah 75uatu g;aph térhuhung vang tidak

meEngandung cicle.

Beberapa sifat tree

1. Setiap vertex dihubungkan dengan path tunggal.

~a

Ewepe=-g o+ Todimana-padalah banyvaknya vertex dan

¢ adalah banvaknya garis.

Corttoh pada gaambar 2Z.31.

Gambar 2.31




DEFINISY 21
Eulerian graph adalah suatu graph terhubung Jjika
ada  walk tertuiup-yang m=laluli Eemua'vertgﬁ -pada
setiap garis yvang herheda.

L ]

Contoh pada gambar 2.32.

Gambhar 2,37 ’ Gambar 2.33

Graph terhubung disebut graph hamilton kalau ada
S cicle vang memuat semua vertex dari G.

Contoh pada gambar 2.33

DEFINISY 23 :

Graph dengan satu vertex disebut graph trivial.

Braph non  trivial paling sedikit médpunyai Tdua

?EFtEH;
DEFINISYI 23 a
Endvertex atau Endpoint atau Final Yertex aadalah
verten dengan degree satu.
~DEFINISY. 24 .b ..y - -
fARpabila  dengan mengeluarkan satu vertey dari G,
banyaknya hkompornen dari G bertambah, maka wvertox
ity disebut Cutvertex ataw Cutpoint.
Analog didefinisikan suatu bridge (isthmus). Sehingga v
mErupakan  cutvertex dari graph G bila harnya bila G-v

adalah

23




disconnected. Aadanya suatu bridge dalam suwatu graph  belum -
tentu  mengakibatkan adanva cutvertex. { Ambil G = EZ ).
&kan tetapi, Jika O connected sekurang-—kurangnya mempunyal
3 wvertex, maka adanva bridge pasti mengakibatkan  adanva
cutvertex. Apabila suatw non trivial araph itu  connected
dan tidak mempunyail éutveftéﬂ, mak & diﬁébﬁt ﬁmn separabel
graph. Suatu block dari suatu graph ialah suaatu maximal

non separable subgraph. Apabila G sendiri non  separable

maka B disebut block.

L.HVQ

RBlock—hloek dari graph 6.
Gambar 2.34
Dalam gambar Z.34 di atas vertex-vertex u dan v  merupakan
;u?yertax, 5edangkan_w tidak._ﬁaris o= ouv merqgakan suatg_
bridge Eedangkan v tidak.

Ferhatikan bahwa setiap garis dari G tepat berada
dalam satu block. Sebab jika garis x umpamanvya dalam block
B, dan dalam block B, maka ini berarti hbahwa Er car

B9 bukan maximal non separable subgraph. Sehingga  bukan
merupakan block. Hal diatas juge berlaku untuk vertex yang
bukan isolated point atauw cutvertex.

Selanjutnva apabbila v suatu cutvertex yYang
terletak pada dua block B, dan B, atau terletak pada suatu
path vyang menghubungkan E, dengan EB,, maka setiap path

dari ul+ v dari B, dan u, + v pasti melalui v. Sebab

24




apabila tidak demikian maka pengeluafan'v tidak memisahkan
By, dan By dan v bukan cutvertes.

Garis~garis dari setiap cycle dari 6 selurubnya
terletak dalam suatue block. Sebab jika tidak demikian maka
ada suatu garis yvang terletak dalam dus blmck berlainan
vang tidak kita lihat diatas. Demgan demikian, block~block
dari suatu graph ite mengadakan partisi dari garis-—
garisnya dan cycle-cyclenya, dipandang sebagai himpunan
garis—-garis.

DEFINIST 25

Fersekitaran dari vertex 4 adalah himpunan  MN{u}

terdiri dari semua vertex—-verteyx v vang mana

barsisian dengar w. FPersekitaran tertutu adalah
. P

MIul = N(u) U {ul.

b3
Ln






