BAB - II
TEORI DASAR PENUNJANG.

OPERAST BINARI

Definisi 2.1.1

Suatu operasi binari " ¥ " pada sebuah himpuhan tak kosong S
adalah pemetaén yvang menghubungkan. setiap pasangan -elemen
berurutan (a,b}) dari 8 x 8§ , dengan suatu ele@en yvang
terdefinisi tunggal a * b dari S. |

Dengan.kata lain suatu oﬁerasi binafi pada,himpnﬁén S8 adalah

pemetaan dari 8 x 8 ke dalam S.

CONTOH 2.1.
" 2" = himpunan bilangan bulan positif
Didefinisikan operasi binari " % " =sebagai berikut :

Untuk a # b, maka a * b = faktor terkecil dari a dan b

Untuk a = b,'maka a * b = salah satu dari a atau b
(2,3) = ZV x 72V ==> 2 x 3 = 2 , 2 « 2zt
(7,5) e ZV %zt z=> 7 x5 = 5 , 5 « 2zt
(4,4) € 2V x 2 ==> 4 x 4= 4 , 4 e 2zt

Definimi 2.1.2

Suatu groupoid parsiil (S,e¢} adalah himpunan tak kosong S
bersama dengan sebuah operasi Einari parsiil ° "
sedemikian sehingga Jika s o t didefinisikan untuk 8 dan t
dalam S, maka 8 o t adalah sebuah elemen dari 8, dan
himpunan dasarfS déri:suatu groupoid.péréiil:,(sgo) disebut  .

carrier.



 Definisi 2.1.3

Sebuah groupoid ( S, ) adalaﬁ groupoid parsiil yang operasi

binari " o " diéefinisikan untuk semua s dan t dalam 5.
Biasanya Operasi binari ditulis st sebagal pengganti

8 o t, dan akan digunakan simbol S untuk menyatakan carrier.

CONTOH 2.2

Misal S .; {1.2,3,} dan._operasi binari " e pada = S

didefinisikan sebagai berikut :

1o1=1 . 20 1 =2 301=3
102=2 2o 2= 2 362=23
1o3=3 203 =3 303=3
Maka opérasi binari " o " pada § dapat didefinisikan dengan

3

_ tabel sebagai berikut :

1

LN
NN .}
W 93]

1
2
3

+

Selanjutnya karena operasi binari o " didefinisikan untuk
pemua elemen dalam S, maka { 8,0 ) adalah sebuah groupoid

dengan carrier S = {1,2,3}

Definisi 2.1.4

Jika A dan B adalah dua subset tak kosoné dari sebuah
groupoid S, maka ha=sil kali AB didéfinisikan sebagail
AB={ab:a = A,b = B} |
_Jika s € S dan A adalah subset tak kosong dari S; maka hasil
kali oA didefinisikan sebagai sA = { sa.: a e A }

"dan hasil kali As didefinisikan sebagai As = { as : a = A }



2.

2

Definisi 2.1.5

Suatu subgroupoid T dari groupoid S adalah subset tak kosong.

dari S sedemikian sehingga hasil kali dua

termuat dalam T yaitu TT € T

CONTOH 2.3

.elemen dari T

Diberikan groupoid 8§ = {1,2.3} dan operasi binari pada S

didefinisikan seperti pada contoh 2.2

Ambil T € S dengan T = {1,2}

maka-T adalah subgroupoid dari S, karena TT = T

Sehingga subsgoupoid T dari S dapat didefinisikan pada tabel

gsebagai berikut :

3

3
1 2
2 | 2 2

SEMIGROUP DAN MONGCIDA

Definisi 2.2.1

Semigroup (5,.) adalah sﬁatu.himpunan-s
bérsama dengan operasi binari " . " pada
hukum asosiatif yaitu : ‘

x{y.z) = (x.¥).z » VX,y,2 € 8

Definisi 2.2.2.

.Semigfoup (S,;) dikatakanr

(i) semigroup komutatif

vang .tak Lkosong.

S yang memenuhi

jika berlaku x.¥ =y.x . ,¥x,ye=$8S



(ii) mempunyai elemen identitas

e

Jika 3 e E_S; e.x = X.e : x , ¥x € 8
iii) mempunyai elemen nol ( 0 )

jika 3 0 & 5, O.x = .0 =0 , ¥x = 8

(iv) mempunyail elemen idempoten i

jika 3 i e S, i =1

Definisi 2.2.3
Suatu monoida adalah semigroup yang mempunyal - elemen

identitas.

CONTOH 2.4.

_Diberikan semigroup (S,¢) dengan S8 = {1,2,3} dan operasi

binari " o " didefinisikan seperti pada tabel berikut :

=t

COR b
€3 N =

WNN | N
W | w

Akan dibuktikan bahwa himpunan S dengan operasi binari o

memenuhi sifat asosiatif.

(i) (te2)e3 =203=3
102 (203)=163=3
(ii)(801)02:302:'37
30 (Lo2) =362=z3

....... dan seterusnya.

"Karena setiap elemen dalam & dapat dioperasikan secara



asosiatif , maka operasi binari " o " diatas merupakan

operasi yang asosiatif.

Sehingga (5,9) adalah sebuah semigroup.
Dan karena semigroup ini mempunyal elemen identitas, yaitu 1

maka {(S,c) Jjusa merupakah monoida.

.Catatan

Bila S tidak memuat elemen identitas, maka ”dengaé
memperluas operasi bi£ari pada S ke himpunan, S U {e} dengan
1 merupakan elemen idgntitas, maka S U {e} merupakan monoida
dan monoida inir disebut ajungsi (adjunction) dari elemen
"identitaS“l'ké semigroup 8t - oo o
Sebuah moncida yvang dibentuk dengan ajungsi sébuah elemen
identitas ke dalam himpunan S vyang tak mengandung elemen
identitas dinotasikan dengan S".
" Sehingga untuk éemigroup s vang sudah memuat elemen

identitas S1 = 5.

Definisi 2.2.4
Suatu subgroupoid T dari sebuah semigroup S disebut sub
semigroup dari S.

Dan T adalah subsemigroup sejati dari 8 jika T £ S dan T = O

Definisi 2.2.5
Suatu submonoida dari:monOida_S_gdalah sebuah ‘subsemigroup

dari S Yéhg memuat elemen identitas dari S.




CONTOH 2.5

Diberrikan semigroup S = {1;2,8& "dan operasi binari
pada S didefinisikan pada tapei seperti pada contoh 2.4
Ambil T € € dengan T = {1,2}

Dari contoh 2.8 didapatkan bahwa T = {1,2}  adalah
subgroupoid dari S = {1,2,3}

Selanjutnya karena T £ § dan T = 8 maka T adaléh sub
semigroup dari S

Dan karena elemen identitas dari S yaituui termuat dalam T,

maka T jusa merupakan gubmonoida dari S.

‘Definisi 2/2.8

" "Hamil kali cartesian ( cartesian product ) A = ‘B~ dari - dua- -

himpunan tak kosong A dan B merupakan himpunan pasangan

terurut (a,b) dengan‘a e A dan b = B.

" CONTOH 2.8
Migsal A = {1,2} dan B = {3,4,5}
makd :. N . '

AxB=1{ (1,8 , (1,4) , (1,6) , (2,8) , (2,4) , (2,5)}

Definisi 2.2.7

Hasil kali langsung ( direct product ) A ® S dari dua
semigroup A danVS adalah semigroup dengan himpunan A xl 8
sebagai carrier, dengan hasil kalinya didefiﬁisikan sebagal

berikut -



(a,b) (a‘;b() = (aa',bb‘) untuk semua elemen {(a,b) ' dan

(a',b') dalam A x S

CONTCQH 2.7
Misal 8 = {4,565} adalah semigroup dengan operasi binari

pada 8 didefinisikan sebagai berikut
i

o.

40 4
405 =
5o 4
5o 5

(93 BN s B & 1 Y. 4

*

‘maka S ddpat didefinigikan pada tabel sebagai berikut - o

| 4 5
4 | 4 5
5 | B b
Selanjutnya misal A = {1,2,3) adalah semigroup dan operasi

binari pada. A didefinisikan seperti pada tabel berikut

1 2 3
1 1 2 3
2 2 2 3
3 3 3 3

maka A x 8

{1,2,3Y = {4,5}

It

{(1,4) , (1,8) , (Z2,4) , (2,B) , (3,4) , (3,56)3
- Sehingga didapatkan hasil kali langsung A ® S sebagal

berikut : S e o o




(1,5)

9

tabel

(1,4) (1,4) = (1,4) §1,5).(1,4)
(1,4) (1,5) = (1,5) (1,5) (1,5) = (1,5)
(1,4)‘(2,4) = (2,4) (1,5).(2,4) - (2,5)
(1,4) (2,5) = (2,H) (1,5) (2,5j (2,5)
(1,4) (3,4) = (3,4) (1,5) (3,4) = (3,5)
(1,4) (3,5) = (3,5) (1,5) (3.5) = (3,5)
| S | |
(2,5) (1,4) = (2,5) (2,4) (1,4) = (2,4)
(2?5) (1,5) = (2,5) _(2,4) (1,5) 2'(2,5)
(2,5) (2,4) =.(2,5).. (2,4) (2,4) = (2,4)
©(2,5) (2,5) = (2,5) (2,4) (2,5) = (2,5)
(2,5) (3,4) = (3,5). (2,4) (3,4) = (3,4)
(2,58) (3,5? = (3,5) (2,4) (3,5} = (3,5)
(3,5) (1,4) = (8,5) (3,4) (1,4) = (3,4)
(3,5) (1,b) = (3,5) {(3,4) (1,b) = (3.,5)
(3,5) (2,4) = (8,5) (3,4) (2,4) = (3,4)
(3,5) (2,6) = (3,5 {3,4) (2,H) (3,58)
(3,5) (3,4) = (8,5) (3,4) (3,4) = (3,4)
(3,5) (3,5) = (8,5) (3,4) (3,5) = (3,5)
SEhingga A e 5 ini dapat didefinisikan pada
berikut :
(1,4) {(1,5) (2,4) (2,5) (3,4) (3,5)
(1,4) {1,4) (1,5) (2,4) (2,B) (3,4) (3,5)
(1,58) (1,5) (1,bB) (2,B) (2,5) (3,5) (3,5)
(2,4) (2,4) (2,5) (2,4) (2,5) (3,4) (3,6)
{(2,DH) {2,5) (2,56) (2,5) (2,5).(8,5) (3,5) .
D O
(3,5) | (8,5) (3,5) (8,5) (3,5) (3,5) (3,5)

sebagai




Selanjutnya akan ditunjukkan A @ .S memenuhi sifat asosiatif

yaitu

(1) (1,4) (1,5) (2,4) = (1,4) (2,5) = (2,5)
(1,4 (1,5D (2,4) = (1,4) (2,5) = (2,5)

(ii) (2,5) ((3,5) Q3,4D = (2,5) (3,8) = (3,5)
(2.5) (3,5) (3,4) = (2,6) (3,5) = (3,5)

R ~dan seterusnya. ' \
Jadi hasil kali  langsung A @ § dengan carrier A X S

“merupakan sebuah semigroup

IDEAL PADA SEMIGROUP

Definisi 2:3.1

Suatu ideal A dari Semigroup S .adalah subset tak kdsong'dafi"“

S sedemikian sehingga
AS € A atau SA = A

Jika memenuhi keduanya disebut two—sided ideal.

Dari definisi di atas jelas bahwa semigroup S séndiri
juga'merupakaﬁ idéal, sebab SS € S.
Jika suatu semigroup S hanya memuat satu ideal éaja, yaitu S
sendiri disebut semigroup sederhana.

Setiap ideal dari semigroup S adalah subsemigroup dari 5.

'CONTOH 2.8

Diberikan semigroup (85,e) dengan 5 = {1,2,3} dan operari

£1 n

binari " o " didefinisikan pada tabel sebagai berikut :

10



NN | N
WWwo | W

1
2
3

W |

ambil A = {2,3}
maka A < 8
. Dari tabel, A merupakan ideal dari S

sebab AS € A dan SA € A

l 1 2 3 2 3
2 l 2 2 3 1 2 3
at 3 38 3 2 2 3
3 3 3
AS = A SA = A
2oizlo2=2 . 12} = A
20 2=2e02=2 , {2} = A
203=3e2=3 , {3} = A
301=13=23 , {3} s A
302=203=3 , {3} = A
3063 =3e3=23 , {3} = A

Dari. sini tampak bahwa A merupakan two-sided ideal dari S.

CONTOH 2.9
Diberikan semigroup (8,¢) dengan S = {1,2,3} dan operasi

‘binari pada S didefinisikan sebagai berikut :

1o 1 =1 20 1l =2 301 =3
1o 2 =2 202=3 8 e2=1"
103=3 2o3=1 . 303=2

11




2.

Maka semigroup S dapat didefinisikan dengan tabel sebagal

berikut :
1 2 3
1 i 2 3
2 Z 3 1
3 3 1 2

Karena semigroup S tak memuat ideal lain selain 8§ s=sendiri,

maka S adalah semigroup sederhana.

RELASI DAN PARTISI ' \

Definisi 2.4.1

 Yang . dimsksud relasi binari » pada himpunan A adalah

p = { (x,y) €« Ax A}

vaitu sebuah produk cartesian A x A

Definisi 2.4.2

Misal b dan ¢ adalah dua relasi pada sebuah himpunan‘A, maka
komposisi p o ¢ dari o dan o - adalah relasi pada A, dan
didefinisikan sebagai berikut

(a,b) € p ¢ ¢ Jjika hanya jika 2 ¢ €« A sedemikian séhingga

{a,c) € p dan {c,b) € ¢ ¥ a,b,c e A

Definisi 2.4.3.
Jika A adalah sebuah himpunan dengan » relasi pada A, maka o

disebut relasi :

1. Reflekaif

jikaVxe A, (x,x)ep

12



2. Symetri

jika ¥ x,y € A , (x,¥) € P ==~ (y.x) € P
3. Antilsymetri |

jika ¥ x,y € A , (x,¥) =°p dan (y,x) € ¢ ==> X =V
4. Transitif

jika ¥ x,y,z € A , (x,y) € p dan (v,2) € P == (x,2) =P

Definisi 2.4.4.

Suatu relasi-p pada sebuah himpunan A disebut relasi
" equivalensi jika memenuhi relasi

1. Refleksif

2. Symetri}-

8. Transitif . .. . ...

Suatu @elasi o badé sebuah himpunan A disebut relasi order
jika memenuhi relasi :

1. Refleksif

2_ Anti Symetri

3. Transitif

CONTOH 2.10

Misal’Qradalah'himpunan bilangan rasional dengan #& adalah

relasi kesamaan " = " dalam Q maka 2~ adalah sebuah ‘relasi
equivalensi pada H = { x/7 } < Q ,n= 1,2, -....
karena :

. J.. Refleksif

2 & Q ’ * (2,2) € P_

13




2. Symetri

i 2 i 2 2 1
tieq , Giyep == G2 ep

3. Transitif

t3i8cq , 3% epdan (3,5) cp ==> (2,3) ep
CONTOH 2.11

Misal Q adalah himpunan bilangan rasional dengan p adalah

(K] L1

relasi ketidaksamaan < " dalam Q, maka p adalah relasi

order karena memenuhi

1. Refleksif

1EQ ,(i,i)ep.

2_ Anti Symetri

i;%'e‘Q e 8LE) e'p"dan”(g;i) e p ==> 4 =8
3. Transitif
1,88 eq , (,8) e p dan (8,8) e p ==> (4,8) e p
Definisi 2.4.5
" Mimsal A adalah sebuah himpunan, dan o adalah relasi

equivalensi dalam A, jika x = A, maka klas equivalensi dari
A modulo p memuat x adalah himpunan~xp vang didefinisikan

sebagai :

o

x {yvyelhA : (v,x) €pe}

"

{yehA v 7 x1}

Sehingga dapat dikatakan %" adalah himpunan dari semua
elemen A yang equivalen terhadap x, jelas g_e'xp_' , untuk
setiap x e A, dan jika x° N yp #* ¢ , maka %P = yp

14



Himpunan dari klas-klas équivalensi mudulo £ disebut

himpunan faktor dari A oleh £ dan ditulis A/p.

CONTOH 2.12

Miz=al A = {a,b,c,d,e} dan

P =1 (a,8) , (b,b) , (c,c) , (d,d) , (e,e),
(a,b) , (b,a) , (c,d} , (d,e) }
Jelas » adalah relasi equivalensi pada A dan- klas-klas

egquivalensi déri A adalah

a” = { (a,a) , (b,a) } = {b,a}

o
T
It

{ (b,b) , (a,b) } = {a,b}
- dadi & = 7

¢ = { (e,e) , (d,e) } = {d,c}

& = { (d,d) , (e,d) } = {c.d}
jadi ¢ = d°

®
H

P = { (e,0) } = {e}
{ i p,ep}

a ,c

maka himpunan A/r adalah

Definisi 2.4.6

Suatu pemetaaan perat 1 A —> A/p dari himpﬁnan A onto
himpunah A/ adaléh relasi yang menghubungkan setiap a € A
ke dalam a° e A/P sedemikian sehingga prnat (a) :rap v are A

dan pemetaan ini disebut pemetaan natural.

- CONTOH 2.13

.Dari contoh 2.12, misal.A = {a,b,c,d,e} dan

15



p = { (a,a) , (b,b) ,» (c,0)»(d,d) » (e,e) , (a,b) , (bya) ,
(c,d) , (d,c)}
maka didapatkan A/p = {ap,cp,ep}

Selanjutnya pemetaan prat : A —> A/p dari himpunan A onto

A/p dapat ditunjukkan sebagai berikut

A > A/p
a .? ap
b | i

C —_’_“_’______’_._.{? Cp
d

e > ep

Disini prat (b) = a° karena b° = a” '
Sehingga enet (a) = a°,V¥ a € A dipenuhi.

Jadi pret adalah pemetaan natural dari A onto A/p

Definisi 2.4.7
Misal A adalah sebuah himpunan; vang dimaksud dengan sebuah
partisi dari A adalah sebush keluarga {Ai} i g1 dari
subset tak kosong A dengan sifat—sifat'sebagai berikut :
1. Ain Aj = ¢ atau
 jike 3 x e At n Aj maka AL = AJ , Yi,jel

dengan I = 1, 2, ....
2.A4=_UAi atau |

jika X é A _maka x e-Ai untuk beberapa iel
‘dengen I =1, 2,

Hal ini dapat dijelaskan dalam gambar sebagai berikut
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{A1L,A2,A3 A4 A5 , A5, A7} adalah
sebuah partisi dari A

Disini A+ = As dan Az = A-

Gambar 2.1

CONTOH 2.14
‘Dari céntbh 2.12 misal A = {a,bc,d,e} dan
e = { (a,a) , (b,b) , (c,c) , (d,d) , (e,e) , (a,b) . (b,a) ,
(e,d) , (d,c) 1}
maka adalah relasi equivalensi.
dan telah didapatkan klas-klas equivalensi dari A, yaitu : .

: ap = bp = {a,b}

P = d® = {c,d}
e’ = {e}
Dari sini dimisalkan A+ = {a,b} , Az = {c,d} dén

Aa = {e}, maka {A1,Az,A2} adalah sebuah partisi dari A

{ lihat gambar 2.2 ).

Gambar 2.2
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THEOREMA 2.4.1

Misal A adalah sebuah himpunan, don £ adalah relasi

equivalensi délam A, dan mi=al {};p}l €A

adalah keluavrga dari semua klas-klas equivalensi modulo & ; °

maka {xp} adalah sebuah partiigl dari A.

% e A

BUKTI

1. Dari definisi 2.4.5, setiap x~ adalah subset dari A
ini adalah tak kosong sebab = 7 x sehingga x %~

= P

2. Ambil z € x° n y° maka z e X £

dan z € ¥
maka =z 7 x dan = 7 vy
(. maka x 7 =z dan =z 7 ¥y

‘sehingga x° = y©
Dari 1 dan 2 terbukti bahwa {x"}, ., adalah sebush
partisi dari A.
KONGRUENSI PADA SEMIGROUP
Definisi 2.5.1
Sebuah kongruensi p pada semigréup 8 adalah relasi

eéuivalenéi pada S sedemikian sehingga

(s,t) € p dan (u,v) € p ==> (su,tv) € p

atau

(s,%) € p ==> (xsy,xty) € o Vx,yes

Klas equivalensi dari S wmodulo kongruensi o disebut klas’

kongruensi dari S modulo p atau klas - p dari 8.

i8




Defiéisi 2.6.2

Misal I adalah ideal dari Semigroup S, dan relési ~ pada §
didefinisikan sebagai : '

p={(s,t) =8 xS :8=1t atau s,t 1 }

maka @ adalah kongruensi pada 8, dan disebut kongruensi Reés
pada S modulo I.

dan klas-kla= kéngruenei dari £ adalah I dan seﬁiap 5iﬁpunaﬁ
satu elemen {2} dengan s & 8 \ I, yaitu himpunan 85 -1,
dan disebut semigroup faktor Rees dari 8 modulo I,

dinotasikan dengan S/1.

CONTOH 2.15'

Diberikan semigroup (S,.) dengan S = {1,2,3,4} dan operasi

binari " . " pada S:didefinisikan sebagai berikut

1.1=1 2.1=2 . 3.1=3 4 .1 =4
1.2 =l2 2 2 =2 3 2 =3 4 2 =4
1. 83=238 2 3 =23 3. 3=23 4 . 3 =4
1 .4=4 2 4 = 4 3 4 = 4 4 4 =3

maka operasi binari pada S5 dapat didefinisikgn dengan . tabel

sebagail berikut

1 2 3 4
1 1 2 3 4
2 2 2 3 4
3 3 3 3 4
4 4 4 4 3

Ambil T =

{3,4} , jelas I < 8 merupakan ideal dari S.

“Jika relaéi ~ pada Spdidéfihisikan.sebagai.
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2= {(s,t) = §X.8 : s =+t étau.s,t = 1}
maka o = {(1,1) , (2,2) , (3,3) ,- (4,4) , (3,4) , (4,3)}
jelas ¢ adalah kongruensi pada semigroup S kérena.memenuhi
(s,t) € p dan (u,v) € g z-=> (su,tv) € p
(1,1) €« p dan (3,4) € p ==> (1 3,1 4) € p
==> (3,4) = @
(3,4) € o dan (4,3) E\p ==> (3 4,4 3) € o
::5'(4,4) = p
......... dan seterusnya. '
Selanjutnya kongruensi Rees p pada S modulo I mempunyai

himpunan : {1} , {2} , {3,4} sechagal klas-klas ~ p.

Jadi S/1 {1y, {2}, {3,411}

Befiniel 2 8 3

Misal A adalah subset tak kosong dari semigroup S

Jika dalam A terdapatlsebuah kongruensi p pada S sedemikian
sehingga A merupakan klas kongruensi dari S modulo p, maka‘A
disebut subset admissible dari S, dan p disebut sebuah
kongruensi ~ A.

 Sehingga A admisisible jika hanya jika x Ay q A # ¢

dengan X,y < gt

CONTOH 2.18
Dibefikan semigroup (S,.) dengan S = {1.2,3,4} dan operaéi

binari pada S didefinisikan sebagail berikut :

1 2 3 4
1 1 2.3 4
2 2. 2.3 .4
3 3 3 3 4
4 4 4 4 3.
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3

ambil A € S, dengan A = (3,4}

dan kongruensi p pada S didefinisikan sebagai

o= {(s,t) =8 X8 : 5 =%t atau 8,t = A}_ _

Dari contoh 2-15,7 telah didapatkan bahwa klas-klas
kongruensi p adalah himpunan

{1}y , {2} , {3,4}.

jadi jelas A = {3,4} <« & merupakan klas kongruensi .dari' S
modulo . Sehingga x A ¥y n.A-# @ , dengan x,y < S1
maka A disebut subset.admissible dari S

dan p disebut sgsebuah kongruensi - A.

HIMPUNAN TERURUT PARSIII, DAN LATTICE

 Definisi 2.6.1

Misal A sebuah himpunan dan » sebuah relasi order pada A,

maka ( A,r ) disebut himpunan terurut parsiil.

Definisi 2.6.2
Misal A suatu himpunan terurut parsiil.Jika setiap pasarngan

{x,¥} <« A mempunyai sebuah supremum dan infremum maka A

disebut suatu Lattice

Jika A suatu Lattice , maka sup {x,y} ditulis dengan
X v ¥, dan disebut "join" dari x dan y.

Sedangkan inf {x,y} ditulis dengén x Ny , dan disebut

meet " dari x dan y.
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Definisi 2.6.3

Misal A adalah lattice, dan B subset A.

xeBdanye Bz=>x y v € Bdan x Ny e B,

maka B disebut sublattice'dari A.

Definisi 2.6.4
Misal A suatu himpunan terurut parsiil.
A disebut sebuah lattice lengkap ( complete lattice ) Jika

setiap subset dari A mempunyai sebuah supremum atau infremum.

CONTOH 2.17

. Misal A = {1,2,3,4,12}

_ gikg_pglgs%uqrder £ pada A adalah /" , maka {(A,p) seperti

vang ditunjukkan pada gambar ( 2.3 ) merupakan himpunan

terurut parsiil dengan sup A = 12, dan inf A = 1

Gambap 2.3

Misal A = {1,2.3,4,12}
Jika relasi order p pada A adalah " £ " maka (A,p)

merupakan himpunan terurut parsiil ( gambar 2.4 ) dan

swp A= 12, inf A=1

22
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Gambar 2.4

Karena setiap pasangan_{x,y} < A pada_himpunan A di atas
mempunyai sebuah sup dan inf maka A ada lah sebuah lattice

vaitu : {1,2} < A maka sup {1,2%

lvz = 2

inf {1,2} 1A 2 1

11
I

(2,12} < A maka sup {2,12} = 2 12 = 12

2

i

inf {2,12y = 2 N 12
........... dan seterusnya.

2eBdan 12 e B==>2,12=12<Bdan 2712 =2« B
12 Bdan 4 Bz==> 12 4= 12« Bdan 12N 4 = 4 « B
2« Bdan 4e€B==> 2,,4= 4€Bdan 27MN4=2¢e8B

maka B adalah sublattice dari A.

Dari gambar72.4', A= {1,2,3,4,12} dengan relasi order &
pada A " = "

Maka di sini setiap'sﬁbset sembarang dari A mempunyai
supremum dan infremum.

Sehingga A merupakan sebuah lattice lengkap.

Begitu pula dari gambar 2.3.himpunan A dengan relasi order p
“pada A" /_”, juga merupakan sebuah lattice lengkap, sebab
. semua himpunan bagian ( “subset ) “dari A ‘mempunyai

sebuah supremum atau infremum.



‘,‘.\
¥

misal
ambil B < A dengan B = {1.2.3}
( lihat gambar 2.5 )

2 2

-

Gambar 2.5

JdJelas B tidak mempunyal supremum , tetapli mempunvai
infremum, vaitu 1

terbukti himpunan A = {1,2.3,4,12} dengan relasi order po

mpada“A'““/““"jugatmerupakan latt;CE“lengkap;”

HOMOMORPHISMA.

HOMOMORPHISMA SEMIGROUP

Definisi 2.7.1

ey’

Homomorphisma @ dari semigroup (S5,.) ke semigroup (SZ*}'

adalah pemetaan Q dari himpunan S ke himpunan 5' sedemikian

sehingga Q (X.y) = @ (x) % @ (y) , ¥V X,y & 8
dan ditulis dengan Q : ( S,.) —> (S,%)
Q 1
S > 8
¥ Q (v)
X.y _ Q@ (x.vy) = Q (x) * Q(y)
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Jika Q@ juga merupakan pemetaan surjektif, maka @Q disebut
homomorphisma S onto s’ dan S‘ disebu t bayangan
homomorphisma dari S. |

Jika Q@ adalah pemetaan yangr injektif maka @ disebut
homomorphisma satu—satu-A

Jika Q adalah homomorphisma vang surjektif dan injektif maka

disebut iscomcrphisma.

CONTOH 2.1 B
Diberikan @ , H , K adalah semigroup semigroup

akan ditunjukkan bahwa jika G =2 H dan H = K maka G = K.

t

BUKTI :

Mimal o :: G —> H dan # : H—> K adalah isomorphisma

mizal & = 2 a akan ditunjukkan bahwa 6 adalah isomorphisma

Pertama & : G —> K

Kedua & adalah onto, karena jika k = K , terdapatiah he=H
sedemikian sehingga /# (h) = k, dan terdépatlah g s G
sedemikian sehingga o (g} = h.
maka 3 a (g) = B (h) = k-

Ketipa o adalahr pemetaan satur ke satu , karena Jjika
S (gt) = & (g2)maka # (a(gt)) = £ («(g2))
dan # adalah pemetaan satu ke satu o (gt) = o (gz )
yang berarti gi = gz karena o adalah pemetaan

‘satu~-satu.
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Selanjutnya & adalah homomophisma, karena

& (@ g2) = A (a(et g2))

H

B ((a g1) (o gz))
? (o (g1)) £ (a (g2))
?a (g1} . o (g2)

S (gsi) 5 (gr)

.2-7-2 HOMOMORPHISMA NATURAL
Definisi 2.7.2
Hoﬁomorphisma natural pnat dari semigroup S ke semigroup
faktor S/p adalah pemetaan natural dari S onto
S/p (prat 1 8§ —> §/p)
' __se_dami.lsiaﬁ sehingga :

vV s,t €5, prat (8) perat (t} = pEnot (8t)

CONTOH 2.18

Diberikan semigroup (S,.) dengan S = {1,2,3,4} dan operasi

binari " . " pada S didefinisikan pada tabel sebagail
berikut
1 2 3 4
1 1 2 3 4
2 2 2 3 4
3 3 3 3 4
4 ‘4 4 4 3

ambil p adélah relasi equivalensi pada S yang didefinisikan

sebagai p = { (a,a) :r a e 8 }

I

{(1,1) , (2,2) 5 (3,3) , (4,4) )

Karena V¥ s,t € S, pnat (s) penat (t) = pnat (st) yaltu
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prat (2) prat (3) = prat (2 3) 2,3'e S

of 3% = prat (2 3)

(2 3)° = prat (2 8)
37 = prat (3)
3° = 37

........... dan seterusnya.

maka pgnat - 8§ —> 5/p adalah homomorphisma natﬁral.
- fe al-1%
S > 5/p
. N ol
% v %p
3 > aP
4 s  4°

13

SELUBUNG TRANSITIF
Definisi 2.8.1
misal & adalah sebuah relasi sembarang pada himpunan A, maka

selubung transitif oT dari p» didefinisikan sebagai :

eT = M p
=plU(pop)U(popepyU _.......
Dari definisi 2.4.3 sebusah relasi £ dikatakan transitif
Jika -

(a,b) € p dan (b,c) € p maka (a,c) € p

vang berarti p e p € p

jadi pada definisi 2.8.1 di atas

P opPe s popsEp

akibatnya oT adalah relasi transitif terkecil yang memuat o,
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