BAB II

MATERI DASAR

2.1.DERIVATIF

Definisi 1.

- Turunan dari £{x) adalah £'(x) = 1im LLX*

h=0

Definisi 2.

Jika U dan V fungsi-fungsi yang dapat didefferensilkan

ke x maka : d_ . o av au
o (U} = U = * V&

2.2.DERIVATIF PARSIIL |
m”m.__befinisi_a;m“m_m__”;““m“__M”_mm_ I

Z = f£(x,y) suatu fungsi dengan perubah bebas x dan ¥y
i.Jike x berubah tetapl y tetap maka derivatif parsiil

k& % adalan 22 = 1im S(tex,y)-flx,y) 2f(x,y)
15}(—70 A2 X ‘ DX

ii.Jika y.berubah,tetapi X tetap maka derivatif parsiil

‘ke y adalsh 22 = 1in S(XeMrey)-flx,y) _aflx,y)

Definisi 4,
Z = £(x,y) fungsi kontinu pada variabel x dan y dengan

A

derivatif parsiil ke x ? 5% dan derivatif parsiil ke y
%% » Jika x,y merupekan fungsi yang dapat didefferen: -~

- sialkan x=g(t) , y=h(t)} pada suatu variabel t maka Z

" 'merupakan fungsi dari t dan %&'fdisebﬁt derivatif total
e e TUTRTE TEES b CAR g CISERUE Gerivabil toval

dari Z dengan memperhatikan




4z _ 2% dx , 2% 4y
dt T ax dt T gy dt

2.3, INTEGRAL
Integral ada dua macan
1, Integral tidak tertentu
yaitu integral yang tidak mempunyai batas - batas -
integral. |

2. Integral tertentu ‘

yaitu integral yang diamﬁil padé_sﬁgfu &éerah_ atau

interval tertentu.

%)
CAN

1.integral'tidak tertentu ' : |
-bé}iﬁigi 5: O
Integral merupakan kebalikan darildeferenéial yaitu
Jika d{F(x) + c}' = dr{x} = F1{x) maka

fri(x) ax = far(x)

= TF{x) + ¢, =W e dto

Definisgi 6
integral Parsiii

Jika U dan V adalah fungsi-fungsi yang davat dideferen

giszlkan maka : 4(UV) = U-4dV + V 40

U av a{GV) - v au

i

i

v av = vv - Jvau

Sifat umum dalam integral parsiil

" T a.Peranen dalam memilih 4V harus mudzh diintegralkan =~ & 7

b.JV AU harus tidak lebih sulit {(komplek) dari pada




2.%.2.Integral tertentu
Definisi 7.
Suatu fungsi £(x) yeng kontinu pada interval a 4 x £ D
mala fb

f{x) dx = 1lim 1(xk) & %y
a _ ngwﬁ k=1

Definisi.B..
J;b ar(x) = F(x)° = F(b) ~ Fla)
a

Definisi 9.

Jika F(x) = U(x) V(x) fungei yang kontinu pada fa »]

naka [b U(x) av(x) =Ib dp(g} - fb v(x) dH(Y} ) |

= (b} - Fla) - 4 V{x) au(x)

2.4, . INTEGRAL RANGKAP
Definigl 10.
7 = £(x,y) fungsi kontinu pada daerah berhingga X0Y

yaitu a &4 x £ b dan ¢ & 7 & d maka

j r‘ f(x,y) dxdy = lin L £ flaxoay;)-ox; AT
L=} 3?' ‘70 K yg;
&vf?O

Definisi 1.
Dengan substitusi x = r cos 6

y=1ra8in &

e (D@ ooy aeay = 0 [T <9> (r,wr/ ardo..
X=a y=¢ : : Bzpg 1= f1




dengan /r/ = determinan Jacobian (J)

2% X
LY ar
12y ax
26 r

2.5 . PENDEFFERENSIALAN INTEGRAL.

"eorema 1.

Jika £ komtinu vada selang tertutup [a;b] dan jika x se

buah (peubah) titik dalam [ a,b]}
. X - .
D, { g £(t) at )= £(x)

misal G(x) = JX £{t) at
a

akan dibuktiksn G'(x) = £{x)

G(x+h) -G(x)

a a

o x+kh

s, maka

(B 2(6) as - (f e T

i £(8) dt

dengan mengambil h}iD dan m edalah nilai minimum serta

1 adaleh nilai maksimum pada”seléngr[k,x+h]Wmaka'

m £ £(t) &K
. T 4o 4 x"f'h n b
mdt &f £(t) dt <4

mn g R e(e) ab g
x

.E;

m oy G{ReR)-G(x) M -
{ A= 4

-~

5 ag

h{G(x+h)-G(x) £ ¥ h




1im G(X+h)h— G(x) = £(x)

~ hAa0

G'{x) £{x) Terbukti

1l

2.6. PROBABILITAS
Definisi 1%
Ruang sampel'(co adalah himpunan paristiwa-— peristiwa

vang mungkin terjadi.

Definisi 14. ' ]

Suatu event (peristiwa) adalah himpunan hagian dari

ruang samnpel,

Definisi 15,
Ruang event (4-) adalsh himpunan dengan anggota- anggo-

tanya semua event yang mungkin- dari suatu experiment,

2.6.1.7ungei Probabilitas
Definisi 16
lilsalkan £l adalah ruang sampel dan Aadalah ruang event.
Suatu fungsirprobabilitas P[.] adalsh fungsi  himpunan
dengan daerah wilaysh A dan kodomsin ED,1],'yangr'meme4
.auhi e 7 .
’ (i1) "Lai= 1

(1ii) Jixe Ay hpy ... barisan event yang  saling asing




ddLT“A% yaitu, A0 Aj = # untuk i£j;i,j = 1,2,...) dan
1o ve | e R
Jika AU AsLf ... =ki 3;e A maks l[L% 471 = % PLAL]

Definisi 17
Suatu ruang probabilitas adalah tripel (,A ,P[ ] )
dimana £ adalah ruang sampel,/L ruang event dan Pt.lgda—

lah fungsi probabilitas dengsn daersh wilaysh .
2.6.2.Random Variabel.
Definisi 18,

Diberikan ruang probabilitas (ja,/t,P[.] }

%uatu raadom varlabel,dlberl not331 f atau K(.; adalah

suatu fungsi dengan domain 2 dan kodomaln R —lg/ X real}
yang memenuhl persyaratan : untuk setisp bilangan r,ter

dapatlah event A =lw(m ¢ I’} € A

Jénis—jenis‘raﬁdom variabel
Randam_variabel terdiri atas dua macam yvaitu digkrit
dan kontinu
.é.?andoﬁ variabel diskrit
Suatu random variabel X disebut.diskrit jika  range
dari ¥ adalah countabel(berhingga).
b.Random varigbel kontinu
Suatu random variabel i disebubt kontinu jika teréanat
fungsi f {.) sedemikian sehingga FX(X) = ~fﬁ” (u;du
o . Lo=be
mﬁé}{ﬁiéiwﬁé-"_'""m”mmm"-

Suatu fungsi £(.) dengan domain R dan kodomain [0,00.
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disebut fungsi density probabilitas bhb

(i}  £(x) } 0 untuk semuz x

: oo
(i1) {£(x) ax
-

i
-

Definisi 20.
Migalkan X suatu random variasbel.Mean dari X dinyatakan
dengan//{x atau E[X] adaiah
po 7 ,
E[k] = Jﬂ X I (x) dx untuk X kontinu dengen density
- £ (x)
Definisi 21.

{50 .
ale(x)] = § s(x) £.(x) ax asalkan %{g(x)] ada
— o 4 -

Teorema 2,
~ 1.8[6] = ¢ dimana C konstan
2.2leg(x)] = ¢ ﬁ(g(xn ¢ konstan
,__,%1&1(g) + czgz(k)] = ¢, [g1(x3] + ¢, gztxﬂ

‘“[SQ(X)],,L_ E_[gz(x)} jika g,i(x} 4 géfx) untuk semua X

- Rukti
1L AmbiL g(x) = 0~y Efg(x)l': E[Cj=
S R (GO I
-
[7g=]
=.c f Fodx) ax. . -
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:ﬂ[g(x}_‘[ = 0.1

= ¢
: ) |
EIZ.E[cg(X)] = d{ cg(x) fX(X) dx
. . =bo .
=c¢ J glx) £ (x) ax
Do '
= c-E[g(x)] :

B.E[c1g1(x) + czgz(x}1=='J(ic1g1(ﬁ)+czgé(x)} fo{x) dx

-
ey e
o U e

| ,fcggz(x) fo(x)  ax
> w)

| = c1Efg1(x)] + czE[g2(i1]
4-3[32 (x) - g-] (3{)] = E[gz(x)_] - E[g1 (X)]
lkarena gz(x)a;g1(x)luptukx$etigp-k maga_gz(Xi—g{(xk}On_

untuk setiap x.
) bo

E[gz(:§)~g1(x)_-{ =_;£{g2(x)-—g1 (x)‘} Ty (x) ox >/ AO
' . non negatif

E QQE[S (X}“gi(X}l = W[gz(Xﬂ ~ E[g1(x[}
— E[ey(®)]) Ble, (0] '7
2.6.5.3.vapien

Definisi 22.

Varian dari random varisbel X jahgﬂdiﬁﬁatakah-éengén;UE




p

12

atau'VarLK]adalah

- Var[zﬂ = Bl4-E(X] ]2

)
= e pu0? £, (x) ax

bo o | po |

N L2 . 2 N g

= I X fx(x) ax - 2j /“m'}{ i‘x(xéz dx +J/{xfx(x)dx
5o - -05

= w[x?] - éj{f + ME
= B[x°] - [E[X]]2

Definisi 23,

_var[5x;] = L varlx]
- )

1

| Definisi 24.

Random Variabel X dan konstenta a berlaku

1. Var[X + a] = Var[X]
2. Var[aX] - &2 Var[X]

Definisi 25.

X den Y disebut independen bila E[XxY] = u[x] =[¥]

- 2.7.-DISTRIBUSI NORMAL.
l Definisi 26. |
Vafiabél.random X befdistribusi hoﬁmal jilro— Variabél
 randoﬁ kontinu X mém@unyai fuﬁgéi‘densitéS XH% ﬁ'dengah o
fx(X;M"F)_: ﬁ_%-l?e. o S

dengan : Trﬁfniiai'konStah = 3,1416




substitusi : Z

13
e

M

¢ = parameter dan‘memepuhi )0

bilangan konstan = 2,7183

parameter dan memenuhi -to { M.

e

den nilai X mempunyai batas -o° <5<<56_ _ _
ﬁntuk menyelidiki bahwa fx(Xa}{, ¢) betul-betul fungsi
densitas,menurut definisi 19

1

E L, admE
Sae T e

Keterangan :

v - s
misal A = j o —%(mﬁgh)

s NN - dx maka
2={ 1[!330_ dx}{1 e T d‘.f}
A v 2h Je V2N 5

Substitusi: z = 5%41 dan T = X%éﬁ'maka dX = dz dan

aY = (4aT

fl
K
t
e
o I
o

T r cos 8-

it

_ _ s '
2% + T = r° dan menurut definisi 11,3 =|¢°s & -rsin ©
| Isin @ rcos @

= r

emaka e

'éﬁ o

1.2
2 1 f e
AT = T e. dr de

§i'@50"rn0”
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I
>
—— .
= v 7
@

{
L\_—)‘_‘.

[

@
L—__f-\—’_l |

it
mra
e

=

1l

B Yo 12 1 - YR S OO

 Jika X berdistribusi normal maka E[X]) =M dan'Var[X]=52

Bukti :

menurut -definisi 20,

0o .!-(X"/"f.)a )
j X e ax .

ET.XI WT

K=pl. o 2
SI‘—\[T j (_.A_A»_.)[," e“b( ) ax
w{ 2o/ “n(__ék) ax + -
_ oo : |
_ -%(X_ .
e 0O S . e
% (L -h(Eay? %,(...A—.)
i ] de™
)T */‘if e
..OQ ’
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ix] - = e %‘_&’23 “p
-0+ M
M
menurut'definisi 22
| -T(M)Z

aX

| Var[X]— €T== J’ (XH/%)Z

- |
T -5 (&5 2
‘\rz"-fi (e @00

Var[X]— [(Xf}L) “;(_TJL)ZJ o

2 -%(-—GA) a(kadk
szr‘f =)

o ' i
- : 4 i M2
N R
-0 TY2y
= 0 + Uz 1
BN

2.8.'PROSES STOKASTIK.
- Definisi 27

Proées-stokastik adalah suatu kumpulan variabel random

~_X(t),t € T.dengan T himpunan parameter waktu. Jadl dapat.f:m mm"

' dlkatakan buhwa proses stokastlk merupakan keluapga

- fungsi waktu.: S




-Contoh 2.

“m_m"(i)m_w{O)_;_o_m_mmmm___”“m“ e
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X(t) = p + qt
dengaﬁ p dan g dua random variabel.:r
Keterangan : |
| p dan g masing-masing random variabel maka X(t) yang me-

rupékan jumlahan p dan g adalah kumpulan random variabel

sehingga X(t)_merﬁpakan_proses stokastik.

Definisi 28,
Proses Wieneriadalah suatu proses stokastik W(t),-w{t{ee

yang memenuhifsifat—sifat sebagai berikut :

(ii) w(t) berdistribusi normal dengan mean 0 dan varian
) . -
(iii)w(t2)—w(t1),W(tB)—W(t2),...,W(tn)~w(tn_1) saling

independen untuk t, £ t,¢& t5 Lrooe LBy .

2.9.NILAT HARAPAN UNTUK PROSES STOKASTIK,

Definisi 29

b b
e { s xw) as] = [ oee) mxee)] as
. .a o i a o T
b .
= a-) f(t)/q—x(t) dt

T.eorema 4.

_Untuk sembarang W(t),-e(t{ss .Proses Wiener dengan para- . .

meter Ez(t); Dan f,g.fuﬁgéi kontinu padé'[a,b]-maké I
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Ei fbAr(t) aw(t) f g(t) dv(t)-‘ r(t)g(ta‘dt
a

Bukti :

: b -
{be(t)dw(-t‘)af g(t)dW(t)J-—E[l:Lm pu f(t ) (Wt ).—w(t-_,i)_

1-1

lim .f_1g(t ) (Wt )W (t;)]
i i

'mlmzz £(t;)e(t,)
ij

[{w(tlﬂ)-xrf(pi)][t«f(tjh)-.g(tﬂ]' |

“Lin % 06)a() v08, 53

v2ce,)]

4 P

b 2
f f{t)g(t) U at
a

1

2 £(t)g(t) dt
@ [ s

2.10. PERSAMAAN KUDRAT.
Bentuk umum persamaan kuadrat :

ax? + PX + ¢ =0 dengan a £ 0

2.10.1.Jenis- Jenls akar persamaan kuadrat
.. Akar~akar persamaan kuadrat dapat dlbedakan ataS“ dug - o
- Jenls yaltu : | :

~ 1.Akar Riil.




2.Akar Komplek.

18

Akar riil merupakan bilangsn riil yang memenuhi persa-

maan kuadrat.Akar riil ini akan terjadi bila diskrimi-

nan O.dan akar komplek merupakan bilangan

komplek

(a+bi).yang memenuhi persamaan kuadrat tersebut, akar

 komplek akan terpenuhi bila diskriminan £ 0.

2.10.2,Diskriminan.

Definisi 30.

Diskriminan (D=b2 -~ 4ac) dapat digunakan untuk menye-

1idiki akar-akar persamaan kudgdrat,yaitu dengan sifat-

ST FRE el T T T T e e e S

Jika X, dan X, akar-skar persamaan kuadrat,maka :

1.D ) 0 =) Terdapat dua akar riil yang berlainan,
i z: = =B+ b’—4ac % = B —J'b2—4ac
1 2a 27 - 2a

2.D = 0 = Terdapat dua akar riil'yéng kémbar,

o

¥4 = %2 = 73

3.D ( 0 = Tidak ada akar riil (x1

komplek),

~b -+ 1\4ac—b2

*q = Ja.

3{2=

b - i

dan x2 akar- akar

Aac~b

2a

2. 11.PERSAMAAN DIFFERENSIAL (PD) LINIER TINGKAT N. .

Bencuk ‘umum PD. linier tingkat n.

n-1
PJ*%'Z‘;H:‘?

o-; + pny =

Q

Bl
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dimana Py # O,p1,p2,.‘.,pn,Q fungsi dari x atau koné-

tan .
Jika Q = 0, yaitu

dn~1

n .
d ¥y ¥ : -
P, - + P, i toeee ¥ DY 0 oo (2)

dan disebut PD homogen.

‘Dengan menggantl & - py , & = &%) - p.py=p?y ast
' ax dx dx -

maka persamaan {(2) menjadi :

(po D" Py Dn41'+ cen + P Yy = O atau F{D)y = ©

bila m merupakan akar persamaan F(m) =0;maka:F(D)e =0

mm&éhgmgé}érﬁi-ﬁm;mémx

(2}.Dan persamasn:*(m)=0 disebut persamaan karakteris-

tik.

Teorema 5.

Jika y=y(x) solusi(penyelesaian) PD homogen - .- maka
y=cy(x) dengan ¢ konstan sembarang juga solusi = PD’
homogen.
Buktis
eey(x) AL o d¥x) &%y | &%) &% d%(x)
J=cyix/, == C oy 2—-0 7] yrecy nY ..n
' dx dx ax—- dx az™ - dx
maka : ,
n n-1_
o gxl 1 qx1
- - m_.ﬁ;qm,qﬂfm
+ P. C & ylx) + +oe + p_ cy{x) =0

merupakan penyelesalan persamaan



-y=c1y1(x)+c2yé(x)+;i.+c

| a'y  (n) (n)

20

ees (3)

Sehingga persamasn {3} menjadi. :

&re . 0=0

L:r.) 0 =- 0

Jadil y=cy{x)memenuhi PD hbmogen,sehinéga terbukti.

Teorema 6.

.mJikamtiap:tiap“yqyi(x),untuk_i=112,3,,,,,nmmsolugimmPD___m”m__

homogen,maka:

Y=C1y1(x)+czyz(x)+...+cn

yn(x) dengan CqysCpse-esc, konsg
tan sembarang juga solusi PD homogen. .

3 -

Bukti
(x),

nyn

%% = yl= c1y%(x)+02yé(x) F oese + cnyé(x)

i

'yngéiy#(x)+¢2y§(x)+;.Q+ényﬂ(x)7

7oy ey B e v p ™ G0
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. n n-1
ax dx ‘

&= Po S 1y(1)(x)+czy(n)(x)+...+c y(n)(xi}+...+ P {'1y1(x)+

’ L e (®eire y (0)}=0

(a> poc17(1}(x)+...+p c y( )(x)+...+p c1y1(x)+...+

'pncnyn(X)=Qk
= 1&9 N 1)(X)+...+pny1(x)}f...+cn[poy(2)(x)+..,+pnyn($ﬁ

= 0 ) 'n .. (4“)

(n

Py 1)(X)+-.-+p y1(x) Oyeee,sD y( )(x)+.. +P (x)=0

nn
sehingga persamaan (4) menjadi :

@@01.O'+ cee + cn.O =0

& 0 + ..o+ 0 =0

55 o SRR -
ﬁJadi Terﬁukti.

Teoremg 7.7 S
Jika y=R(x) solusi khusus PD linier tingkat n ‘; dan
y=yi(x) dimsna i=1,2,3,...,n solusi PD homogen{maka |
y=c1y1(x)#bzyz(X)+..{¥cnyn(x} f R(x)

dengan c1,02, ~++ 3C, konstan sembarang solusi PD lini -
éfmtlngkat K .m_rmm_ “

Bukti:
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Akan dibuktikan bghwa y = c1y1(x) F e 4+ C (x)+R(x)

nyn

memenuhi PD linier tingkat n.

¥= cyyq(x) + CZYZ(X) *oeen ¥ cnyn(x) + R{x)
VU= cgyi(x) o+ c2y2(x} *oaes + e ¥HE) + RY(X)
o= ey yi{x) + c,¥4 (x) + e + C y"(_) + v (x)

.
.

.
*

y(n)~c1y(1)(x)%czy(n)(x)+...+c y(n)(x)+R(n)(x)
maka: |
poy(n) + p1y(n s Pyy = Q

=3P, { 1y(1)(x)+02y(2)(x)+...+c (n)(x)+R(n)(x)}+ cee -k
| p {c1y1(X)+02y2(x)+...+cny5(x)+3(x)}

¢~?poc1y(1)(x)+p1 1y(n11)(x) ...+pnc1y1(x) + aee *

pocny(n)(x)+...+p c (X)+pOR(n)(X)+...+an(x) " Q

nyn

Q# 1{p y1 )(x)+...+p y1(x)}+...+c { yé )(x) ...+pnyn(xﬁ...
P R(n)(x)+...+p R(x) = o oo (5)
kearena y=y, (x) golusi -PD- homogen maka y_yi(xj . untuk

i=1,2,...,n0 memenuhi PD homogen sehingga persamaan (5)

menJadl 3
S @C40 F eee + 0,00 +_pOR€n)(x)_+ cee + P R(X) = Q
“[g§?;§f“’éx3f;"ﬁfﬁ(n*TT{%jy;'.2;7; pgﬁt;}m;"g

-karené“y;R(x) solusi khusus PD linieéer tirngkat n = maka
: \ \ .

.;;'(éj.f.}
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v=R(x) memenuhi PD linier tingkat n jadi persamaan (6)

menjadi
{;7POR(n) (x} + pTR(n.;'”(X) + «ee + P R(x) = Q

= - Q@ =0

Jadi Terbuktilah teorema diatas.-






