B AB II
MATERI PENDURUNG

Dalam materi pendukung ini disajikan pengertian-penger-
tian yang digunakan dalsm Ruang Proximitas.Sedang pengertian
pengeitian dasar,misalnya komplemen suatu himpunan »gabungan
dan irisan himpunan-himpunan dan lain-lain tidak diuraikan

di sini, karena pembaca dianggap sudah tahu.

2.1 Himpunan.
Definisi 2.1.1 : Himpunan terbatas (Bounded)
Himpunan A disebut Terhatas » Jika terdsapat
bilangan positip M ,sedemikian sehingga untuk semﬁa X

- yang berada dalam A berlaku |x| ¢ M.

Contoh 2.1.1
A= {1, 1/2, 1/3,...3

Karena A merupakan himpunan bagian dari selang (0,11,
maka A terbatas.

B = {2,4,6,...} adalah tidak terbatss ,sebab B tidak

menjadi himpunan bagian interval terbatas ;sedang B
- merupakan himpunan tak hingga. o -

Sehingga dapat disimpulkan
i) Himpunan tefhingga adalah terbatas
ii) Himpunan yang tak hingga mungkin terbatas dan

nungkin tak terbsatas (unbounded ).




Definisi 2.1.2 : Batas Atas dan Batas Bawah.

Himpunan A C X disebut nghﬁiﬁi ke atas,jika
terdapat suatu elemen p ¢ X ,sehingga untuk semus
XCA berlaku x ¢ p.

Sedangkan elemen p disebut Batas Atas himpunan A

Jika terdapat | elemen q € X dan untuk senua.x c A,
berlaku x > q,maka- A disebut Terbatas ke bawah.
Elemen q disebut suatu Batss Bawah himpunan A.

Definisi 2.1.3 :Batss Atas Térkegil dan Batas Bawah
Terbessr.

Himpungn ACX dan A terbatas ke atas.Jika
terdapat a €X yaﬁg memenuhi |
i) a adalah suatu batas atas A.

ii)Jika r < a ,maka r bukan batas atas A.
meks elemen 2 ini disebut Batas atas terkeeil atas
 Supremun himpunan A Ditulis a = sup A.

Sedang jika A suatu himpunsan vang terbatas ke
bawah dan terdapat b¢ X vang memenuhi
i) b adalah suatu batas bawah A

ii)Jika r > b ,maka r bukan batas bawah A,
e b-“didSéBGEHMEgiﬁémmﬁgﬁghmmﬁéiﬁéggi ”éééﬁ_
Infimum himpunan A .Ditulis : b = inf &4,

Contoh 2.1.2
A = {'1i1;3:5)718}
A adsalah terbatas ke atss ,s5ebab setiasp anggota.

A lebih kecil dari 9.Bilangan Rasibnal 8 juga batas

LY




atas A ,sebab jika xc A ,maka x & 8 ,sehingga tidak adsa
bilangan rasional A yang melebihi 8. 8 rnerupakan sup A
sebab ada tak berhingga batas atas untﬁk A dan 8
adalah batas atas A yang terkecil.

A_juga terbatas ke bawsah dan_ -1 merupakan
batas bawah terbesar dari A ,atau -1 = inf A ,sebab

semua bilangan rasional g dengan q < -1 merupakan

bataslbawah A.

Definisi 2.1.4 : Himpunan Terpisah

Dalam suatu Ruang Topologi (X,7) terdapat dua
himpunan A,BCZX. A dan B disebut dua H;mgunﬁn Terpisah,
Jhj A dan B saling asing ,A tidak memust titik 1limit

dari B dan B tidak memunat titik 1limit dsari A.

Contoh 2.1.3 :
Jika dalam Ruang Topologi (X,7) terdapat

himpunan-himpunan

A= {xeX | 1<x<23}

B = { xeX [‘2<x<§5}
poe e S

C= {x€EX) 58y <.6)

Maka A dan B adalah terpisah ,karena saling sasing,
titik limit A bukan anggota dari B dan juga titik
limit B tidak merupakan angéota dari A.

Sedang B dan C adalah tidak terpisah ,karena
titik limit B dan € wyaitu 5 vyang menjadi anggota

B dan C




Definisi 2.1.5 : Hasilkali Himpunan
Misalnya A,B¢ X ,maka hasilkali himpunan A dan
B terdiri mtas semua pasangan terurut (a,b) di mans

afA dan b&B . Ditulis AxB.

Contoh 2.1.4
iYA = {1,2,3} ; B = {a,b}

AxB 5 {(1,2),(1,b),(2,83,(2,b),(3,2),(3,b)}
ii)W = {=,t}

WxW = {(s5,s5),(s,t),(t,s),(t,t)}

Sifat-sifat Perkalian Himpunan

i)Jika A memiliki n elemen ,B memiliki m
elemen , maka AxB memiliki nm elemen.

ii)Jika A atau B salah satunya sadalah himpunan
kosong , -maka AxB juga himpunan kosong.

iii)Jikﬁ A atau B salah satunya tak hingga dan
vang lainnya tidak kosong ,maka AxB tak hingga

iv)AxB # BxA ,kecuali A = B atau salah satu

faktornya kosong.

2.2 Fungsi.
Di bawah ini diberikan pengertian-pengertian fungsi

. vang menunjang dalam pembahasan Ruang Proximitas.

Definisi 2.2.1
Suatu fungsi dari X ke Y (atau X sebagai

daerah sumber dan Y sebagai daerah kawan) ialah suatu




aturan yang setiap snggota dari X menentukan dengan

tunggal satu anddota dari Y.

Definisi 2.2.2 : Fungsi Onto

Misal suatu fungsi dari A ke B ,maka Jangkau
f(A) dari fungsi f adalah sub himpunan B ,yaitu
f(AYCB.
| Jika f(A) = B ,yaitu setiap anggota B muncul
sebagai bayvangan dari sekurang-kurangnya satu elemen A,
maka.dikatakan “f adalah suvatu fungsi dari A pada B"

atan f adalah suwuatu fungsi Onto.

Contoh 2.2.1

i) Misal £f:R —> R didefinisikan oleh rumus
F(x) = x. Maka f bukan suatu fungsi onto , karena
bilangan-bilangan negatif tidak muncul
dalam jangkau f. |

ii) Misal £ :A—> Bdengan A = {a,b,c,d} dan

B = {x,v,2}. £ : A—B didefinisikan oleh:

f(A) = {x,y,2} = B ,yaitu Jjangkau f sama dengan
ko ranah B. Jadi f memetakan A pada B ;vyang berarti f

suatu‘peta onto,

Definisi 2.2.3
Jika f adalah fungsi 1-1 ,maka fungsi {(y,x):

(x,y) € £} disebut invers dari £ ,dan ditulis £ *.




Contoh 2.2.2
i)Jika £(x) = x° ,maka F 3(4) = {2,-2}

ii)Jika f : A —? B

N,
maka £ ({r,s}) = {y}.
£75°({r,t}) = {x,v,2}
iii) Jika £:R—> R didefinisikan oleh f(x)=x2
dan ambil D =[4,8]= {x|4 ¢ x ¢ 9},maks

£(D)={x]{-3 ¢ x < -2 atau 2 < x < 3}.

Definisi 2.2.4

Diberikan 2 fungsi f : X>—>Y dan g : Y——; Z..
Rompousisi g o f adalah fungsi dari X ke 7 Yansg
didefinisikan oleh : (x,2) & g o f jhj terdapat y & ¥

sedemikian sehingga (x,v)¢f ,(yv,z)é¢g.

Contoh 2.2.4

f ditetapkan dengan F(x) = x°
g ditetapkan dengan g(x) = x+3
maka (f o g)(2)=£(g(2))= £(5) = 25

-

10

B (2)=g(£(2))= g(4) = 7

2

0

(f o @X(x)=f(Z(X)II=F(x+3)=(x+3)
| | =x" + Bx + g

(20 £)(x)=g(£(x))=g(x">= x* + 3.

Definisi 2.2.8

Suatu fungsi f: X —Y disebut Suriektif jhj




2.

9

untuk setiap y€ Y terdapat x € X sedemikian sehingga
f(x)=y. | |
Sedang suvatu fungsi £ : X—>Y disebut Indektif

Jhi untuk setiap X, s XZE.X dan f(xi) = f(xz) , maka

Fungsi f vyang injektif sekaligus surjektif

dinamakan fungsi Biiektif.

Ruang Topologi.
Definisi 2.3.1 : Topologi

Suatu himpunan X % ¢. 7 adalah keluarga
himpunan-~himpunan bagian dari ¥ . 7 disebut Topologi
pﬁda X jﬁj memenuhi aksioma ‘
i) 5 dan ¢ merupakan anggota 7.
1i)Gabungan dari sejumlah anggota 7 termasuk dalam 7.
iii)Irisan dari tiap dua anggota 7 termasuk dalam 7.

. R gugéélggéélgéi padé g:'gaka o

(¥X,7) disebut Ruang Topologl dan elemen-elemen 7

disebut himpunan terbuka.

Contoh 2.3.1

7io= (X0, {¥),(¥,2))
72 = (X,é) | -
T3 = (X,¢, (x}, Iy, {2), (x,v), (x, 2}, {y,2))
Jadi 71, T2 , T3 mefupakan topologi-topologi pada X.

T2={¢,X) disebut Topolegi Indiskret pada X,
Fa=P(X)=koleksi semua himpunan bagian dari X disebut

Topologil Diskret pada X.
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Definisi 2.3.2 : Basis

Diberikaﬁ (X,7) adalah Ruang Topologi . Suatu
koleksi himpunah BC 7 merupakan Basis untuk topologi 7,
Jika setiap anggota 7 (himpunan terbuka) merupakan
gabungan dari sebarang anggota -—anggota &, Jadi Jika
® basis untuk topologi 7 dan G ¢ 7 ,maka untuk setiap

X € G terdapat BxC2® ,sedemikian sehingga x €& Bx €G.

Contoh 2.3.2:
1)Diberikan X ={a,b,c,d}
T = {e,X, {b},{c},{b,c},{a,b,c},{b,c,d}}
Jika & ={{b},{c}.{a,b.c},{b.c,d}} ,
maka 2B merupakan basis ﬁntuk topoiogi 7, karena
i) ¢ £ 7 terpenuhi dengan sendirinya ,sebab Ui Bl = ¢

untuk 1€ 1 =¢,

0.

| P}
RS
-.i

2) Diberikan 7 = P(X) topologi diskret padsa
himpunan X = {a,b,c} .Haka B:1={{a},{b},{c}Imerupakan

basis untuk topoldgi T

“.féiééim.éi:{{a,b},{a,c}} bukan basis untuk

topolegi 7 ,karena terdapat {b,b} c T Yang? bukan

merupakan gabungan dari anggota-anggota 3z.

Definisi 2.3.3 : Himpunan Tertutup
Diberikan (X,7) adalah suatu Ruang Topologi
dan himpunan FC X. F adalah tertutup Jjika F® terbuka

(atau F e 7).
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Contoh 2.3,3
Diberikan X = {a,b,c,d,e}

7= {¢,X,{a},{c,d},{a,c,d}.{b,c,d,e}].

Maka himpunan bagian vyang tertutup dari X adalah

{X,#¢,{b,c,d,e},{a,b,e,},{b,e},{a}}.

Definisi 2:3.4 : Penutup suatu himpunan (Closure).
Jika (X,7) Ruang Topologi dan A ¢ X ;maka

Penutup dari A (dengan notasi A) ,merupakan irisan

dari semua himpunan bagian tertutup dari X yang memuzt

A. Atau A ={F CX| ACF dan F tertutup}

Contoh 2.3.4
Ditentukan X = {a,b,c,d}
7 = {X,¢,{a},{c,d}.{a,c,d},{b,c.d,e}}

Tentukan closure dari

[
]

r-l
L
2

"
Fea T
o

@
et

'"iﬁ'Ag{Bj' ; 115'g%{b;5§
Penyelesaian
Himpunan-himpunan bagian dari S vang tertutup
adalah :{¢,X,{b,c.d,e},{a,b,e},{b,e}, {a}}
Fi=X ; F2={b,c,d,e} ; Fs= {a,b,e} ; Fa={b,e}
i) Jadi A={b}=FiN\ Fz2NFaNFs4={b,e}.
'11) B={b,d}=F1N F.szrﬂ{bA,c,‘rd',e} - {b',c,d,_‘re}:

iii) C={b,e}=Fs\FzNFaFez{b,e}.
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Definisi 2.3.5: Fungsi Kontinyvu.
Suatu fungsi f (A,J;) -7 . (B,Jé)adalah
kontinyu di x€Ajhj f(x)EUE€ 72 , maka terdapat G&J:

sedemikian sehingga xtGdan f(G)U.

gambar:
A £(A)=B
C) o
e (&)=u
T T
1 2

Contoh 2.3.5
Misal A:B:{a,b,ﬁ}.
Ti={4,4,{a}}
Te={¢,B,{a},{b,c}}
f(x)=b ,¥ x¢A,
maka f Kontinyu karena bé{b,c}C72 ,sehingga terdapat
. GEJ« sedemikian sehingga x€G dan £¢G)CU.

gambar:

e
o

-Definiéirz}s,é_:
| Suatu*_fungsi k1 »X) —> PCX) disebut
Operator Eﬁguﬁug (Closure Opérator) pada semesta X
Jhj memenuhi-‘4 aksioma' Penutup Kuratowski
i) = ¢ |

ii) ACA , ¥Y¥ACX




iii) ACA ,¥ ACX

Contoh 2.3.5
X ={a.b,c}
7= {#,{a},{b},{a,b},X}
Himpunan bagian X vang tertutup adalsh

U = {X,{b,e},{a,c},{c},®}

i) ¢ = ¢

ii) A ={a,b}
A = X ,sehingga AC A

i1i) B = {=a,c}
B = X% D {s,¢}={a,c}
B = XM {a,c} = {a,c}
Jadi B C B.

iv)'A VB = {a,b} V {a,c} = {a,b,c}
EUB=3XU/{a,c} ={a,b,c} =X

(A UB) = X = {ﬁ,b,c}

Jadi A UB = (A U B)

Teorema 2.3.1

Suatu fungsi £ : (X,?) —* (Y,W)

kontinyu pada (X,7) ,jhji memenuhi

Rarena £ kontinyu dan misal

himpunan dalam X ,maka B =f(A) , sehingga

adalah

13

sebarang
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B=n{C:coB, ceus.
Ini berarti bahwa £ (B) = N{f *(C)}. Setiap £ (C)
adalah closed set dan berisi fd(B),yang berisi A,

Sehingga B C£°(B). Berarti F(A)C £(F ™(B)YC B = £(a).

(<E==)
Andaikan f tidak kontinvu dan misal A himpunan

sembarang dalam X, maka B # f(A) sehingga

B=N{C°:BcC®,Cer } ,menyebabkan

B N{eT (€. £ memuat £NBY tapi  tidak

berisi A ,sehingga A ¢ £ °(B),berartiA ¢ £ *(B).

Menyebabkan £(A) ¢ f(£f'(B) ¢ B.atau f(A) ¢ £(A)

kontradiksi.Yang benar f kontinyu.

Teorema 2.3.2 : Lemma Urysohn's
Dalam Ruang Normal ;untuk setiap closed set A“.
daﬁ B.ﬁaﬁgmterpiséh.,férdapat fuﬁgsi kontinyu f dari
(X,7)ke himpunan Q,dsri bilangan Riil y,di mana
0 ¢ ¥y £ 1 ,dengsan topologi usual,sedemikian sehingga

F(x)=0,¥ x £ A dan f(x)=1 ,¥ x &B.

Misal B =G4 dan terdapat suatu open set Girz
sedemikian sehingga A CGir2 CGe2 G: .Karens ruangnya
normal ,maka terdapat open set G dan H sedemikian
sehingga ACGCH CGt.

Karena H® closed dan & C H° C Gs,maka dapat

diartikan Girz =G.Misal terdapat open set Gk-2" ,
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k=1,2,..2" ,sehingga
AC G2 C @1/2“ C szznc \ ,Cé—(kwi)/anGk/an . CGe

- n+d n n+4
Dibentuk Gzmsz =Gm.z dan memasukkanGem+iy z

+4 +1

dengan mengingat AC G-i/zm'i ,é1/2n C Gzo2" dan

Gazmo2""t (_ Gazmrn 2™t N Geam+trrz" b C Gamiz2

1 ¢ m¢ 2"-1 ,menghasilkan Gr, ¥ r ¢R , di mana R
adalah himpunan bilangan rasional m/2° ,1 Lmg 2",

n bilangan natural sebarang.0Open set Gr memenuhi syarat
sbb: Jika » dan s dalam R dan r < s ,maka ACGr,

Gr € Gs ©G1. Didapat :¥ x G=B° ,f(x)=inf{r : r £ R,

x CGr},dan ambil £(x)=1 untuk x€B ,berarti f(x)=0
untuk x.C—A di mana 0 ¢ f(x) ¢ 1 ,¥ x €¢X.Tinggal
nenunjukkan bahwa £(x) kontinyu pada (X,7).

0 & I(x) <a jhi x& Gr untuk beberaps r < a ,sehingga
F{x> ¢ r ¢ a.Jika f(x) < a , terdapat r ¢R sedemikian

~ sehingga f(x) < r < a vyang berasal dari x_E_ Gr.
Henyebabkan f"1(0 £y ¢ a) adalah open set U{Gr :r € R,
r<alt.

Dengan menunjukkan bahwa bayangan invers dari
himpunan b < ¥y K 1 adalah open,maka harus
ditunjukkan bahwa bayangan invers 0 £ y & b adalah
éiaééé;'“'”' e e

0 ¢ F(x) ¢« b Jhj untuk x€G ,¥r > b ,sebab
Jika x¢€G ,¥r > b ,maka f{(x) < r ,vaitu f{x) € b.
Jika f(x) ¢ b ,maka jelas f(x) < r,¥r > b ,yang
berarti x¢G ,¥ r > b.

Jadi didapat

£7°%0 ¢y« b) =0{G : r€R, r >b}.¥ r > b terdapat
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*r" ¢ R sedemikian sehingga r > r° » b , dan menyebabkan:
gr 2 Gr ,sehingga interseksi dari Gr dapat dinyatakan

dengan :Iq{ é; - réR , r > b} yaitu suatu closed set.

Definisi 2.3.6 : Titik Interior (Interior Point).

(X,7) adalah Ruang Topologi ,p € ACX merupakan
Titik Interior (Interior Point) dari A jika p termasuk
dalam himpunan terbuka G A sehingda p€GC A. Atau
Interior A berarti open set terbesar vang

termuat dalam A.Notasinya int(A).

Contoh 2.3.8
X = {g,b,c,d}
7 = {¢,{b},{c},{b,c},{a,b,c},{b,c,d}, X}
A = {b,c}
 Cari1ah int(A)!
Penyelesaian
Open set yang termuat dalam A :¢,{b},{b,c},{c?

maka int(A)=¢UibiU{b,cyu{c}t = {b,c?

Definisi 2.3.7 :Persekitaran (Neighborhood?)

Diberikan (X,7) adalah Ruang Topologl  .Suatu
himpunan A adalah Persekitaran dari x€X Jjika
terdapat open set G €J sedemikian sehingga x€ G C A.
Persekitaran dari suatu titik ditulis Nx.Keluarga semua

persekitaran dari x €X dinotasikan 4.
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Contoh 2.3.7:
Diberikan X = {a,b,c,d,e}
F = {X,¢,{a},{a,b},{a,c,d},{a,b,c,d},{a,b,e}} .
Tentukan Abo!
Penyelesaianr
Himpunan terbuka yang memuat b :{X,{a,b},
{a,b,e,d}, {a.,b,el}}.
Himpunan bagian X yang memuat X adalah X
Himpunan bagian X yang memuat {a,b} adalah:
{{a,b},{a,b,c},{a,b,d},{a,b,e},{a,b,c,d},{a,b,c,e},X}
Himpunan bagian dari X yang memuat {a.,b,c,d} adalah
{{a,b,c,d} ,X}.
Himpunan bagian dari X yang‘memﬁat {a,b,e} adalah
'{{a,b,e},{a,b,c,e},{a;b,d,e}}.
 Jadi A% = {¥,{a,b},{a,b,c},{a,b,c},{a,b,d},{a,b,e},

{a,b,c,d},{a,b,c,e},{a,b,d,e}}.

Definisi 2.3.8 :Ruang Ti
Suatu Ruang Topologi (X,7) disebut suatu Ruansg
T+ jhj dua titik vang berbeda x dan y dalam X terdapat

U,VE 7 dengan x€U , yeX-U dan y€V , x€X-V.

X={a,b,c,d}

"'gﬁmbgf“{'-

Contoh 2.3.8:

TF={¢,X,{bY.{c},{b,ec},{a,b,c},{a,c,d}}
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Misal elemen yang berbeda b dan ¢ dan U={b} ; V={a,c,d}.

Maka b€ (b} , ¢ €(X-{b})={a,c,d} dan c €{a,c,d},
b&(X-{a,c,d})={b}.

Jadi (X,7) memenuhi sebagal Ruang Ti.

Contoh 2.3.4:

X={2,4,6,8,123
T={¢,X,{4},(6},{2,6},({4,8},{2,4,6},{2,6,8}}
Misal diambil elemen yang berbeda 4 dan 8.
U={2,4,8} dan V={2,6,8}.

Maka 4€{2,4,6} dan 56{2,6,8}.

Sehingga B6({2,4,6,8,123-{2,4,61}).
gambarnya: % o —
~
- ’ 6#“ P
< \—‘—,
"-.____,,__..—-*"""/

Tebfema.2J3.3”:
Suatu Ruang Topologi adalah Ruang Ts+ jhj Vx€X
berlaku {x} = {x}.
Bukti :(=z=3 )
(X,7) adalah Ruang T1 dan xCX.
- Jika yE(X-{x1) ;haké'fefdapétmvéf“éédémikiaﬁ”SéhingQé
VEV dan x€X-V, menvebabkan y@¢{x} dan {X}={x}.
( €==)
{x}={x} =£ (X,7) adalah Ruang Ti.
Ambil y,z¢X dengan y9z.
Karena {;}z{y} ;maka fterdapat V&7 sedemikian sehingga

2€V dan veX-V,
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Juga antuk {;}:{z} >terdapat UET sedemikian sehinggsa
v&lU dan z€X-U.

Jadi (X,7) adalah Ruang Ti.

Definisi 2.3.9 :Ruang Tz
Suatu Ruang Topologi (X,7) disebut Ruapg T2
(Ruang Hausdorff) 3jhj suntuk sebarang dua anggota
berbeda x dan v dalam X ,terqapat U,VE€F dengan xeU ,

vV sedemikian sehingga UNV=¢.

~_ 7

gambar':

‘Contoh 2.3.10:

X={5,9,13, 14}
Jﬁ{¢,X,{l3},{5,9},{13.14},{5,9,13}}.
Misal titiknya & dan 13 ,yaitu 5¢{5,9} dan 13¢{13,14}.
Sehingga {5,8}N{13,14}=¢

Jadi Ruang (X,7) memenuhi sebagsai Ruang T=z.

Definisi 2.3.10: -
- Sﬁéﬁu.Ré;ﬁg.faﬁﬁloéi”éx,f) disebut Normal jhi
untuk sebarang dua himpunan tertutup A dan B subset
dari X ,terdspat open set (himpunan térbuka) G DA
dan HDB ,sedemikian sehingga G NH=¢.Ruang T4 normal

disebut Ruang Ta«.
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Contoh 2.3.11

Diberikan X={2,3,5}
I'={¢,X,{2},{3},{2,33,{3,5}3
Himpunan bagian J'Vang tertutup adalah
U={X,¢,{3,5},{5},{23,{2,5}3.
Misal himpunan tertutupnya : A={2} ;B={5} ;
dan himpunan terbukanya G={23} ;H={3,5}.
Maka {2}C{2} dan {53}C{3,5} dengan
{2MN{3,5}=¢ .jadi Ruangnya normal.
(X,7) adalah juga Ruang T: ,karena
2€¢X dan 5X ,sedemikisn sehingéa terdapat {2},{3,5}¢&7
dengan 2&{2} ,5€({2,3,5}-{2}) ,vaitu 5&{3,5} dan
| 5€{3,5) ,2¢({2,8,5}-{3,5}) ,yaitu 2€{2}.

-Karena Ruangnya T4 normal ,maka disebut Ruang Tae.

Definisi 2.3.11

(X,7) disebut Ruang Regular Lengkap (Completely
Regular) jhj p€X dan FC(X-{pl}),dengan F closed ,maka
terdapat suatu fungsi kontinyu F:X~% I dengan f(p)=0
dan f(F)={1}.
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