BAB II

MATERT DASAR
2.1, HIMPUNAN

Definisi 1,

Himpunan adalah suatu koleksi atau klas dari suatu
objek-objek. |
Dinotasikan dengan huruf besar
'MiSal
Ay, By X, ¥y eeees
Contoh 2.

1, Nama-nams mahasiswa matematika Undip.

2, Solusi dari persamaan x°- 3% = 2 =0

Definisi 2.

Flemen / anggota dari suatu himpunan adalah objek -
objek darli suatu himpunan. |
Dinotasikan daengan huruf kecil
Misal |
a, b,_x, To eeees _
'Qika objek x adalah elemen /- anggota dari himpunan
A;atau A memuét % yang merupakan salah satudari e--
| 1emen_elé&énﬁyg‘ o e e e s

Ditulis x€ A

A




-~
]

Jika objek x bukan anggota / elemen dari himpunan A
atau A tidak memuat x yang merupakan salah satu da-
ri elemen-elemennya,

Ditulis x & A

Definisi 3,

Jika setiap elemen / anggota dari himpunan 4 dan ju
ga merupakan anggota dari himpunan B maka A disebut

"subset dari B.

Yaitu A adalah subset darli B jika x € A méka x € B

Ditulis A C B

‘-Contoh 3.

Jika

A =2, 4, 6, .... } adalah himpunan bilangan ge
nap positif, |

B .= {1, 2y 35 «evs } adalah himpunan bilangan as-

1i,

maks,

A C B

Definisi 4,

I

Dua himpunan A dan B adalah sama, ditulis A = B
bhb A € B dan B C 4,
Contoh 4, -

Jika




N

lA = { 1, 3 3.,‘ "Il}-
"B = { 2, 4y 1, 3 }-
maka

AC Bdan B C A jadi A = B
2.2, FUNGSI / PEMETAAN

" Definisi 5,

u disebut fungsi dari A ke B

Jika untuk setiap elemen pada himpuﬁan A maka u ﬁen-
‘hentukan dengan tunggal elemen pada'himpunan'B.
Ditulis.

u: A—->H8n
Contoh 5.
Jika A adalah himpunan bilangan real.,

B adalah himpunan bilangan real,

Untuk setiap x € A dan u (x) € B dengan u (x) = x

A u—_—_43B

-2 ' -y
\

-1 N =1

O AN

1 S 1

L

N

Ternyata sétiap;elemen pada himpunan A menentu

'kaﬁ;dengan tunggal elemen pada himpunan B, =
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Berarti U: A-——— B merupakan suatu fungsi atau pe-

metsan,

Definigi 6,
u disebut pemetasn yang injektif dari A ke B
jika untuk setiap dua elemen yang berlainan pada hi
mpunan A maka mempunyal bayangan yanyg berlainan pu
la pada B.

Ditulis .
u: A——B adalah pemetaan yang injektif

kontraposisinya u (xl) = U (xaﬁ-—m“q Xy = X,

‘untuk setipp %y, %, € A dan u (xy), u (x,)

! i (= B
X1

u(xl) = u(xa)

Contobh G,

Jdika A_ adalah himpunan bilangan asli

‘ B adalah himpunan bilangan bulat

Untuk setiap x € A dan u {(x) € B dengan u (X} = x
+k '

CAmbil o

n
-

Xlr ]l ———s u (Xl)
'_x_2=.2 -—,—1'11 (Xa) = 3



L
(W

Ternyata untulk x, £ X5 ___*;u'(xl) £ u (xa)

Berarti u: A—— B merupakan ypemetaan yang injektif
Definisi 7.

ﬁ disebut pemetaan yang surjektif dari A ke B
jika untuk setiap elemen pada himpunan B merupakan
bayangan sekuraﬁg—kurangnya satu dari elemen pada
himpunén A, |
Ditulis
u: A ——B adalah pemetaanzfang surjektif
bhb u (A) = B

untﬁk setiap x-e&- A

Contoh 7,

Jika A adalah ﬁiﬁpunan bilangan asli

B adalah himpunan bilangan caczh
untuk setiap x € A dén u(x) €B
Ambil

u(x) =0  untuk x bilangan ganjil

il

i
¥

u (x) untuk x bilemgan gemap T 7
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Ternyata setiap elemen pada himpunan B merupa-
kan bayangan daril sekurang-kurangnya satu dari
_élemen pada himpunan A

Berardi u: A—— B merupakan pemetaan yang surjektif

Definigi 8.

u disebut pemetaan yang bijektif dari A ke B
Jika u merupakan pemetaan yang injektif dan sekali-
gus merupakan pemetaan yang surjektif, |
Yaitu jika setiap elemen pada himpunan A maka u me

: nentukan'dengan tungzal elemen pada himpunan B dan

juga untult sebaliknya.

Contoh 8, -

 Jika A adalah himpunan bilangan asli
: - B adalah himpinan bilangan genap positif

| .Uhfukasétiap:x éﬁ”A_ dan ur(k)ki B.dehgénﬁu.(X)ééx
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Ternyata setiap elemen pada himpunan A maka u menen
tukan dengan tunggal setiap elemen pada himpunan B
dan juga sebal}knya ,-

Sehingga.uladalah pemetaan yang'injektif dan sekali
gus surjek%if. | |

Berarti u: A———sB merupakan pemetaan yéng bijektif

Teorema 1.

Pergandaan dari fungsi-fungsi mempunyal sifat asso-

siatif.

Bulkti
|  Untul setiap x berlalku
[ Cuvdw ] =Cuv ) (m () ] =u [ v(w )]
[ aCvw ) ] (x)=u [ ( vw )(x)] =u [ v(w(x))]
diveroleh ( uv )W = u( ww )
Terbukti bahwa pergandaan dari fungsi-fungsi

mempunyal sifat assosiatif. -

Definisi 9,
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A0,

Jika A'C A dan u (A') adalah himpunzn semua ha

sil pemetaan dari A' maka

[yeBlxe& A dan u (x) gﬂ,
{u(x)EBIx€E A}

u (A")
u (A')

1]

- Dard definisi 9, maka diperoleh
Jika A'C A —— uw (A')C u (A)

Contoh 9,

Diketahui
B = {19 2 3, Lh}
Jika AT C A
ambil‘A‘ = [ X5, Xz xq}
Fungsi u ditentukan sebagai berikut
L

~~

u Xl)zl} _u(xa)

1 (Xi-l-) = 2 u (XE)

0B

= 11 (A)

b=
A=

u (A')




13
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Ternyata u (A') = [ 2, 3] dan u (a) = { 2,
3, b}
Sehingga u (A') © u (A)

Jadi jika A' € A ——s i (A') C u (A)

2.3, FUNGSI / PRMETAAN IDENTITAS

Definisi 10.

Contoh

1, disebut fungsi / pemetaan idetitas dari A ke A
Jika untuk sebarang himpunan maka 1A.membawa setiap

elemen pada himpunan A ke elemen pada himpuﬁan A ju

ga.
‘Ditulis

1, t A—— A
10.

Jika A himpunan bilangan asli
dan 1,: A——A dengan %, (x) = mx
untuk setiap x € A dan bilangan bulat positif

Ar——une—A

1 — m

2 —  2m -
. 3 — - 3m

b — -3 Lm-

ternyata 1, membawa setlap elemen X € A ke mx
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ﬂ
.

€ A
Berartirlﬂz A — A merupakan fungsi / pemetaan i-

dentitas.
2.4, FUNGSI / PRMETAAN UNIVALENT

PDefinisi 11.

u: A —B disebut fungsi/ pemetaan yang univalent a
tau mempunyai tunggalnya hasil,
bhb terdapat Xy o= Ky ———y u.(xl) = u (XZ)
kontrapbsisipya u (x9) £ u (x5) — xl'£ X,
untuk setiap x € A dan u (x)E B

u(xl)

u(xa)

2.5, BOMOMORPHISMA

| Homomorphisma adalaﬁ suatu fungsi / pemetaan yang mempunyai

sifat memelihara aturan komposisinya.

Definisi 12. - ’

Relasi u: A—— B dimana A, B adalah himpunan-himpu

nan.




Terhadap penjumlahan disebut homomorphisma jika me-

menuhi
l. u mefupakan fungsi / pemetaan.
2. Untuk setiap X4 Xy € A maka

u (Xl 4+ X2) = 1 (Xl) + 1 (Xa) .

A — u—— B
Xy - s> U (xl)
X ———ee .
P ‘ — . (XZ)
Xy * Xy - s U (Xl + xe)

Teorema 2.

Untuk setiap n bilangan rasional
¥ bilangan asli
Maka terhadap penjumlahan,

U (%) = nx merupakan homomorphisma

Bukti..

- Untuk u (x) = nx atau u: & — nx

berarti setiap x € A maka u menentukan de -~

ngan tunggal nx € B

Menurut definisi 5 berarti u merupakan fung-

si / pemetaan,

nx memenuhi-

.- Untuk u (x)

u (X1 +_x2)

n.(xl + xz) = nx, + nX,

n (xl) +'n_(xé)
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=1 (Xl) +u (XE)
Karena u‘merupakan.suatu fungsi / pemetaan
dan memenuhi u_(x1 + Xe) = u(xl) + g(xa)

Berarti u merupakan homomorphisma.
Teorema 3,

Pergandaan dari dua homomorphisma merupaltan homomor

phisma pula,

Bukti
Jika u: A-—~4B adalah homomorphisma
vi B——C adalah‘homomorphisma
dimana. A, B, €, adalah’ himpunan-himpunan

Untuk xq, XEVEI'A'maka vu memenuhi.

vu <X1 + Xy) v a(x; # xa)}

karena vu merupakan prgandaan da
"ri homomorphisma yaitu u yang di
lanjuﬁkan-dengan Ve
= v [u(x)) + ulx,) ]
karena un aaalahﬁhpﬁomorphisma .
= v uxp] + v [ﬁ(xzjl
Karena v adalah homomorphisma.
= vu(xy) + vu(x,) |
Karena u memenuhi vu(xl + xa) = vu(xl) + vu(xa)
_menurut;definisijla. maka vu adalah homdmorphis_-
man . - T r
Terbukti bsahwa pergandaan dari dua hémmmorphis-

‘ma merupakan -homomorphisma.




Definisi 13.

Jika u: A——B
merupalan homomorphisma dan bersifat injektif maka

u disebut monomorphisma,
~ Contoh 11,

Jika A .adalah bilangan ésli
/ B_ adalah bilangan kelipatan 3
Untuk setiap x € A dan u (x) € B dengan u (x)
= 3x

. maka u: A——B adalah monomorphismé

:-Penyelesaian
| - u (x) = 3x menurut teorema 2., merupakan ho-
momorphisma,
- Untuk

A adalah himpunan bilangan-asli
B adalah himpunan bilangan kelipatan 3
dimana setiap x € A dan u (x) € B de-
ngan u (x) = 3x

AMbil‘Xl # x5 misal

1}

Xl =1 — u'(Xl)

|
h

X_ -
5 = 2‘——~—ﬁ_u (XZ)




- l8=

77
a

Ternyata untuk X, # Xy ——— U (xl) 2.
u (xa) |
Berarti u bersifat injektif,

Terbukti bahwa u: A -——— B adalah homomorphis

ma yang bersifat injektif atsau monomorphisma.

Definisi 1k,

Jika u: A ——B
merupalkan homomorphisma yang bersifat surjekfif maka

u disebut epimorphisma,
Contoh 12,

Jika A adalah himpunan bilangan asli
B adalah Himpunan dengan elamen nol,
Untul setiap x € A dan u (x) € B dengan u (x)
=0

; maka u: A ——B bersifat surjektif,

~ Penyelesaian

- u{x) = O memenuhi )
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ulxy + x,) =0 =0+ 0= ulxy) + u(xa)
Jadi u(x) = 0 merupakan hdmomorphisma.
- Untuk ' |
- A adalah himpunan bilangan asli
B adalah himpunan dengan elemen nol

dimana setiap x € A dan u(x) € B dengan

u(x) = 0
Ambil
Xl = 1 -——-——+U.(X1) =0
Xa = 2 -———711(}{2) =
= 0

: - Xy =3 ulxg) =

A -y —— B
1~

\
2 /,;/“‘ 0
3 7

Ternyata 0 € B merupakan hasil pemetaan
dari setiap x € A atau u(A) = B.
Bera;ti 1 bersifat surjektif,

Terbukti bahwa u: a—~——{B adalah homomorphis

ma yang bersifat surjektif atau epimorphisma

_Definisi 15,

Jika u: A——B
merupakan homomorphisma yang bersifat bijektif ya-

itu bersifat injektif dan sekaligus surjektif
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~ maka u disebut isomorphisma.
Contoh 13,

Jika A adalah himpunan bilangan genap positif.
B adalah hlmpunan bllangan asll
: Untuk setiap X E‘A dan u(x)EE B dengan u(x)

X

=

maka u: A —— B adalah isomorphisma

Penyeleéaian
~ u{x) = ix menurut teoréms 2.. maka merupakan
" homomorphisma
- Untuk
A adalah.hiﬁpunaﬁ biiénganréenap.poéitif
B adalah himpﬁnan bilangan asli
dimana setiap x€ A dan u(x)EB dengan
u(x) = #x

Ambil x4 # Xo misal

i
1—

X = 2 — u(xi) =

1
M

X2 - l{. —— u(xa)

w4
=

0 I o A - R AV
e )
n
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ol

Ternyata untuk Xy £ 22-——;u(xl) £ u(xé)
dan untuk setiap u(x) € B merupakan ha-
sil pemetaan dari x &€ A
Jadi u bersifat injektif dan sekaligus sur-
| jektif atau u bersifat bijektif.
Terbukfi bahwa u: A——B adalah homomorphis

ma yang bijektif atau isomorphisma,

2.6, DI AGRAM-=DIAGRAM KOMUTATIF

Definisi 16.
Diagram bujur sangkar -di bawah ini disebut diagram
komutatif bhb ' ‘

8f

i =,
A — »B
u
f v
J/ . g v
At — y» B!

Definisi 17,
- Diagram segitiga di bawah ini disebut diagram komu-
tatif bhb - . . |

h=vu
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Definisi 18.

Diagram campuran di bawah ini disebut diagram komu-
tatif bhb |
setiap komponen~komponen terkecilnya yaitu
'bujur'sangkar'dan'ségitiga—segitiga'di da-

lamnya adalah komutatif.

A - ’,B'

Al' - %‘B'






