BAB II
MATERT PENUNJANG

2..1 PERMUTASI
Definisi 1
Permutasi adalah barisan bilangan-bilangan
(J,,39,,...J,) dimana berlaku J o+ J., untuk 1 £k (3
dan k = 1,2,...n sertsa J.L salah satu bilangan agli
(1,2,...n)
Contoh 2

(2,3,1,4,5) adalal permutasi lima buah bilangan asli

Definisi 2 :
- n buah  bilangan asli-1,25...,n dapat dibentuk
permutasi sebanyak n! = n (n-1) (n-2> ...2.1.
Contoh 3 |
a, b, c
memiliki 3! = 3.2.1 = B permutasi
vaitu {a,b,e}, {4,c,b}, {b,a,c}, {b,c,a}, {c,a.b},
{c,b,a} | ’

Definisi 3
Inversi pada suatu permutasi (J,>d,,...d ) 1ialah
adanya Jk—> Ji (Jk mendahuluni J1> padahal Jt. < J
(i,k = 1,2,...n)

Contoh 4

J 1, padahal 1 < 3

4

1

3 mendahuluni Ja'

t

J

1

2 mendshului J_ = 1, padahal 1 < 2

B




Definisi 4
Jika Dbanyaknya inversi suatu permutasi  adalah
ganjil; maka disebut permutasi ganjil, sebaliknya
.disebut permutasi denap. -

Contoh 5 - -
Pandang contoh 2

jumlsh inversi 2 wmakan disebut permutasi genap

2.2 MATRIKS DAN DETERMINAN

Definisi 5
MATRIEKS adalah himpunan skalar (bilangan riil atag
‘komplex) vyang disusun/dijajarkan secara  empat
persegl paniang (menurut baris dan kolom). 'Dengan

skalar-skalar disebut elemen matriks.

Contoh B

e
S
!

B

N
—_—

Definisi B
Ukuran atau ordo matriks adslah banvaknya baris (m)
dan banyaknya kqlom {n) ditulis (mxn)

Contoh 7

Pandang conteoh B mempunyai orde (3x4)

Definigi- Tt e e e e

Matriks bujur sangkar adalah suatu matriks"dengan
bényak'baf{é (h) samé.éeﬁéén”bényak kdiom-(ﬁ} atéﬁ

m=in



Contoh 8

A[

Definisi 8

O
W

[l o
N

Matriks transpose dari éuatu'matriké A dengan ~ordo
(mxn) adalah matriks dengan menulis baris ke-i dari
matriks A i = 1,2,...,m sebagali kolom ke-i dari
matriks transpose ditulis AT dengan ordo (nxm)

Contoh 9

Pandang matriks contoh B8 matriks transposenys

Pandang matriks bujur sangkar A berordo nxn

r -
11 “a2 in
24 “zz 2n
A=
L 8hi Fnz & n

Definisi 9
Determinan dari matriks A dengan ordo nxn- adalah‘
jumlah dari n! hasil kalibertanda dari elemen-elemen

tersebut ditulis dengan

™
o IRb=E S0, T aded, e

derigan

_ (Jr’Jz"‘ﬂJh) adalah permutasi dari bilangan asli
€(J,,Jd,,..J 2 = + , bila permutasi genap

~ , bila permutasi ganjil

non




Contoh 10

Pandang matriks bujur sangkar berordo (4x4)

Iv;-*E\)I——‘N
(_Jl)l-;‘Dl—‘
. O MW
o e on 1

Al = (-2 + 5+ 54 - 7) = 50

Definisi 10
Submatriks M.Lj dari matriks A dengan ukuran (n-13} x
{n-1) adalah matriks A dimans baris ke-i dan keclom
‘ke-j dihilangkan.
Contoh 11 :
Pandang matriks contoh 10
' [ 1 0 zZ ]
M = 2 1 1
14 1 3 0
Definisi 11
Minor adalah harga determinan dari submatriks M.Lj
atau |M ]
i
Contoh 12

Pandang contoh 11 |M = -7

14I

Definisi 12

kofaktor elemen aLj dari matriks bujur sangkar’ A,

L+j

yang ditulis A adalah (-13*" kali harea minornya

i+]

B e e 1
(L+4) _ =

Pandgng contoh }1, AL% = (-1) | lﬁiil =
SIFAT-SIFAT DETERHINAN
1) Determinanrsuatu matriks A sama dengan determinan

matriks transposenya atan |A] = |AT]
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2) Tanda determinan berubah apabila 2 baris/kolon ditukar

3)

4)

3)

- tempatnya, apaila dilakukan +transformasi - slementer

jenis pertama [HLj {A), KU (A)] satu’ kali terhadap

matriks A maka nilai determinannya akan bertukar

‘tanda.

Harga determinan akan berubah menjadi A kali apsbila
suatu baris/kolom dikslikan A (suatu skalar)
Harga determinan tidak berubsh apabila baris atan
kolom ke-1i ditambah,dengan A baris/kolom ke-3
Detérminép_dafi sesuatu matriks.msama A§ngén _jumlah
ﬁerkaliaﬁ elemen—eiemen dari Sémbarang bharis/kolom

dengan kofaktor-kofaktornya-.

2.3 PERSAMAAN LINIER

Definisi 13

Bentuk a x '+ a.x + ... 4+ ax = b, disebunt
1 1 zZ 2 n n

persamaan linier dalam XX, vuns X dengan skalar

a, = (i = 1,2,...,0y +disebut koefizien dan b1

disebut konstanta dari persamaan linier

Contoh 14

+ + + - b = 5
in sz X, X, ZKS 5 adalsh persamaan

linier

Definisi'14

n n

1,2,...,0)

Suatu persamaan linier yang Jumlahnysa lebih dari

satu dizebut persamasan linler yvang memiliiki bentuk

x; = k, disebut solusi dari persamasn . linier apabils ..

memenuhi aiki + aakz + ... + a k = b dquan {3 =
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: + = b, (1 = 1,2,... m
ai.ixi - aizxz o ai.nxn b\. > Ll * >
Apabilla b.L = 0 disebut persamaan linier homogen.
-Apabila b, + 0 dizebut persamasn linier non howogen.
1
" a a ce. B adalah matriks koefisien
_ 11 412 in | _
L ... A sistim persamaan linier non
A = 24 22 - 2N coe LTS i T ) .
- ey iview. | -nion homogen
Lah:. nz " an
~ x .
4 adalah matriks varisbel konstanta B
X, _
X = . dari sistim persamsan linier non
] X ~homogen
'b;”' - gdalsh “matriks “konstants- B~ dari---
b . . e ..
B = 2 gistim persasmssn linier non homogen
’ dan
b
™m
[ a a ... B b . .
11 Tz in T4 disebut matriks lengkap.
b ; . . :
' 24 22 2n 2
(A:B) =
ani anz ann bm

Sistim persamsan linier non homogen apabile memiliki
jumlah persamaan linier vyang sama dengan banyaknya

variabel x misalnya n disebut sistim persamaan linier non

homogen derajat n.

_Untuk mencari solusi sistim persamaan linier non _homogen

dérajat n dapat digunakan ATURAN CRAMER vyang memiliki

‘bentuk :
Dk

X, = AT lal + 0, dimaﬁa
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Xk + solusi dari sistim persamaan linler non  homogen
| derajat n (k = 1,2, ... ,nJ.

fA] : Determinan dari matriks koefisien A

D ; Determinan dari matriks koeéisien A yaitu |A}

‘dengan menggantikan kolom - ka-k - dengan - harga
persamaan B
Untuk n cpkup besar, maks Dp dapat dihitung dengan
menggunakan kofaktor
TECREMA 1 :

Sistim persamasan liniler non homogen dersjat n.  vang

memilikl matriks koefisien A dan wmatriks konstanta B,
“maka
1]
Dk =5 t% A ik, (i,k = 1,2, ..., n) dimana
izt
Dk = determinan dari matriks koefisien A dengan

menggantikan keolom ke-k dengan harga perssmaan B

b, = harga persamzan baris ke-i
A& = kofaktor elemen baris de-i kolom ke-k
BUKTI
8.4 %42 R & k-1 b1 Bigenr " Byp
Dk " &2 azz e azm—m bz a20ﬁ1> T aZﬁ
1 Pnz ot anﬂr1> bn anm+1} v B

" menurut  sifst-sifat determinan, “determinasn  ds¥i

suatu matriks SEama dengan Jumish perkalian

--elemen-elemen- - sembarang baris/kolom - ‘dengan- -

kofaktor-kofaktornya. Akan diuraikan dengan kolom
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ke-k. Karena kolom ke-k dari matriks koefisien A

telah diganti dengan harga persamaan B, maka

Dk = b1 Alk + bz Azk T bn énk
n
= {il b.L Auc ........ terbukti

_ _ D _
) B x
Aklbgt aturan Craner yang berbentuk x = TAT jal £ G

dapat dinyatakan sebagail

e

B
Xk = lAl 3 ‘(_1,. k.: .1,2.,...,!’1}'

5.4 DIRECTED GRAPH
‘“Definisi 15

Suatu Graf, ¢ = (V,E) adalah himpunan titik (V)

dimana V = {Vt’ i=1,2,...,n) dan himpunan garils graf
(EY dimana E = { eyj= 1,2,...,m}, e adalah garis

penghubung_antara titik satu' dengan titik vang lainnya
atau e = (v,,v. ), {i,k = 1,2,...,n}

Contoh 15 :

gambar.2
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Definisi 16
1LOOP adalzah suatu garis gral vang mem%liki satu
titik yang sama étau titik awal {(initial .mode)dan
£itik akhir (terminal node) vang same. Dapat ditulis

e = (v,v.) {j = 1,2,...,m}

Contoh 18
Padang Gambar 2
e, adslah loop pada v,

'ea.e4 adalah loop pada v,

Definisi 17
Garis paféféi.(ﬁéféliél wGrapEjuméaéiéﬁwréafié‘ﬂﬁéﬁgﬂ
menghubungkan sepasang titik, atau ditulié
(vt,ﬁﬂi, (Vs Ve weea VLV, k22

Contoh 17
Pandang_éraf gambar 2
titik (Vz,Va) mempunyai garis-garis paralel. e =

[
(V,,9),, e, = (V,,V),

?

]

titik (VG,V?) mempunyail .garis-garis paralel e,

<V6’V?)1’ €0 - (Vd’v7)z’ €1 = (yd’v7)a

Definisi 18

SUBGRAPH dari sebush graf ¢ = (V,E} adalah sebuah

.- graf @& = v TE-)~dimaha Ve V.dan E< E .
. e




Contoh 18

 eg

E|D

gambar.3

merupakan subgraf dari graf gambar.2

JENIS-JENIS SUBGRAPH

1.

Supg;afrmgrni (PROPER SUBGRAPH) adalah suaiu subgraf
G dari sebush graf G, apabilﬁ.ﬁgh A£aﬁ ‘ES' ﬁé?ﬁg%géﬁllw
himpunan bagian yang murni

Subgraf bentangaﬁ (SPARRING SUBGRAPH) adalah suatu

subgraf G_ dari subgraf G, apabila V_ = V

. Suatu subgraf G_ = (V_,E ) dikatakan null subgraph

apabila himpunan ES kosong

Contoh 19

Pandang graf gambar

@ _ @ Va @
w o
I R . S
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pada gambar 4.(s) dan 4.(b) adalsh proper subgraph 4.{(c)
adalah spanning subgraf, 4.(d) adalah nullsubgraf

Definisi 19
Jika sebuah tiﬁik V. adalah titik akhir dari suatn
garis graf ej, maka Vi dan ej digebut incident satu
' dengan yang lainnya. B
Contoh 20

Pada gambar.Z garis-garis Graf €, 8 8, incident

dengan V3

Definisi 20

Titik terasing (ISOLATED NODE) adalsh t$itik vang
'tidak ‘incident dengan suatu garis |
Contoh 21 :
Pada gambar.2 V, merupakan isolsted node
Definisi 21
Dua garis graf non paralel dikatakan adjacent Jjika
mereka incident pada sebuah titik yang sama

Contoh 22

Pada gambar.2 &8, adjacent dengan titik V3

Definisi 22

Dua titik dikstakan adjacent mereka dihubungkan olsh
sebush garis graf

Contoh 23

V1 dan V3 bukan adjacent

Definisi 23 :

Path adalah graf dengan garis graf dan titik tidak

S —
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boleh diulang. Path tertutup disebut cycle.

Definisi 24 :
Graf terhubung (CORNECTED GRAPH) adalah j}ka setiap
pasang titik-titiknyva dihubunghkan oleh path,

Sebaliknya disebut tidak terhubung.

Definisi 25
Komponen (COMPONENT) adalah setiap subdraf vang

terhubuné.

Definisi 26 :
Rank dari graf G .dendsn . n .  titik dan o komponeri
adalah r = n -~ c;
Definisi 27
Suatu graf disebut graf berarah (DIRECTED GRAPH)
apabila ada garis berarah dari V.L (titik awal) ke 4Vk
(titik akhir). Selanjutnya disebut- DIGRAPH diberi
simbol G .

Contoh 24

gambar.5
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Definisi 28
Garis paralel (PARALLEL EDGES) dari suatnu directed
graf adeslah berarah dimana V. titik awal dan V.
titik akhir dengan bemtuk (V,V) . (V,V),,
y .‘ Cvi;v5>k'-k‘2‘2
Contoh 25
. Pandang directed graf pada gambar.d
(V;,V7)1, (V,, V), garis paralel
(V. V)., (V,,V), garis paralel
Definisi 29
Bafisan garis berérah (DIéECTED EDGES SEQUEHS) .dﬁfi
. .suatu directed graf G, dengan panjang k-1  adalsh

suatu barisan garis berarah dengan (Vl,Vz),(Vz,Va),

e

). =} =
o> (V,_,,V,) dengan k = 2 atau e e, -

Contoh 26

N
:%
®

a3

€9

‘gambar .8

ei,e?,es,.ez,ea,ea,eé,e?,e5 adalah bparisan garis berarah

dengan panjang 9
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Definisi 30
Barisan garis berarzh dikatakan tertutup bila V.

(titik awal) sams dengan Vk (titik skhir) atan

v, = V., sebaliknya.terbuka apabila V, + V,

‘-Contoh 27

Pada directed graf gambar.t
&€, 8, bari=zan garis bersarah terbuka.

e, 8,8, barisan garis bsrarah tertutup.

Definisi 31
Lintasan garis berarah (DIRECTED EDGE TRAIN) -adalsh
garis berarah dalam digraf Gd dengan lintasan garis
‘berarah yang berbeds darititikvike”fitik‘akhir“v;”'
Definisi 32

DIRECTED PATH dari suatu digraf G adalah suvatu

d

lintasan garis berarah vyang terbukas dimana titik

V1’Vz’ e Vk berbeda dengsn panjang k - 1

Definisi 33
Sirknit berarah (DIRECTED CIRCUIT} dari suaban
digraf Gd adalah suatu lintasan garis berarsh vang

tertutup dimana btitik-titik V.V, ..., V. berbeda

dengan panjang k atau V1 = Vk

Contoh 28

. Pada digraf ganbar.6

berarah e ,e_,e_,e, adalah directed path Dberarah
dengan panjang 4

e.€,,8 ,ey,e, adalah sirknit berarah dengan
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panjang 5

Jadi suatu lcoop adalah merupakan suatu sirkuilt
berarah dengan panjang 1.
Definisi 34

. Derajat keluar (OUTGOING DEGREE) dari . titik .dalam.

digfaf;Gd, adalah banyaknya garis graf dari Gd

yang memiliki V, sebagai titik awal, ditulis d (V)
Contoh 29

Pada digraf gambar.d

d*(v,)y = d(V,)) =2, d(V) = 3

d"(V,) = d"(V)y = d"(V,) = 1

Definisi 35
Dersjat masuk (INCOMING DEGREE) dari titik dalam
digraf Gd adalah banyaknya garis graf dari Gd vang
memiliki V, sebagal titik akhir, ditulis d (V)
Contoh 30

Pada digraf gambar.B

d (V) =d(V) =1

d(V,) = d (V) =d (V) = d(V) = 2

Jadi masing-masing titik dsalam digraf G, memiliki
derajat Lkeluar maupun derajat masuk , Jika d(VL)
menyatékan' banyaknya garis dalam digraf G vang

d
berpangkal dititik Vi {sehbagzl titik awal atau titik

_3khir) maka -

d (V) = d7(V) + d (V)

o Untuk o suatu digraf Gd Jumlsh seluruh derajat “kelusr =

d+(Vi) sama dengan Jumlah dari seluruh derajat masuk




S dy

[sW}

[

d'(V.L} atau

L d(V) =TI d ()

i=1 1=1

Pada digraf gambar.8 mempunyai jumlah derajat keluar

' dan jumlah derajst masuk sama dengan 10,

Definisl 36
Digraf teratur (REGULAR DIGRAPH) dengan derajat k
apabila d (V) = d(V)> = k, untuk setiap
titik-titik V, dalam digraf G_.

Contoh 31

gambar .7

merupakan regular graph dengan derajat 2

H
1
i
1t
"

+ + + +
- d (V%) dw{Vs) d-(V%)=--d (Vg =-2

i
H
t
[
1l

AV = d(V,) =AYy = dV,) =AYy =2

" Sehingga . sirkuit berarah adalah suatu digraf teratur. .

vang terhubung dengan derajabt 1
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Definisi 37
- Suatu digraf G, dikatakan SIMETRIK DIGRAF._apabila_
untuk setiap garis berarah (Vi,Vj) dimana V. titik
awal dan Vj titik akhir dari G, akan terdapat garis
berarah- lainnya (Vr\i} dengaﬁ~Vi~bitik~awal.~dan- v,

titik akhir.

Contoh 37

(%

gambar .S

Definisi 38

- Buatu digraf dikastakan digraf konvers T dari

suatu

ey 1g rade yal tudl graf g engan eeRTdERr setlap gallq, e e

_berarahnya  berlawanan dengan -arah setiap garis

berarah dari digraf Grd pada setiap pasang titiknya.




S—

Contoh 33

Pandang digraf

gambar.9

2.5 MATRIKS-MATRIKS DARI DIRECTED GRAF

Definisi 39 -

MATRIKS INCIDENCE dari suatu directed graf G, dengan
n titik dan m garis berarah dan tidak memiliki loob
adalah matriks Aa = [au] vang berukuran nxm vang

memiliki elemen.

a, — < 1 , jika titik V.L adalah titik awel dari

garis berarah ej

garis berarah ej

- dika garig - bersarah '--ej o tidak -

incident dengan titik Vi

' — = -1 ;”jik&”titik'V{ adalah titik akhir dari o
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Contoh 34

Pandang directed graf sebagsil berikut

e,
e v
j\% .
A€ Y ©s
/6’/g \37\
%5 — )
ey ‘
gambar.10
Cara membuzt matriks incidence dengan

mengkorespondesikan setiap baris dengan titik dalam Gd

daﬁ setiap kolom dengan garis berarah dalanm Gd.

_Hatriké incidence gambar.11 B
g, &, 6,6 e _€_6e, &€
v. -1 1 00 1 0 0 0]
v, 0-1 1 0 0-1 0 0O
A, Vg 1 00 1 0 0 0 1
v, 0 0-1-1 0 0-1 O
v, L. 0 00 0-1 1 1-1),
Definisi 40

MATRIKSVADJACENCY X = [XHJ dari guatu directed graf
”my__TGgﬂ_denganmmnm_ti;ikT;yangmwtid;g;;ﬁeﬁgandung;mg&;;s@;;m;m_;;;"

paralel dan loop lebih dari satu pada sebush titik

.aaﬁléﬁ.”ﬁatriké”-deﬁgan ordo n .yaﬁg memiliki

elemen-elenmen.
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X, = 1, jika ads garis berarah dari titik V_ ke
titik V,
= 0 , jika tidak ada garis berarah.
Contoh 35

.Pandang. directed Graf Gd

gambar.1l1

matriks adjacencynysa

s

1
c o o cﬂ o
0 oo (P
P i o B S
OO = Ok
O~ O 0O

Teorema 2
Jika x matriks adjacency dari directed graf Gd maka
matriks transpose X' dari ¥ adalah merupakan matriks
| adjacency dari directed graf komvers ¢®.
Bukti |
XT adalah'matriks transpoze darl - matriks adjiacency-

yvang berassl dari directed graf Gd maka baris ke-i1
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dalam x sebagai kolom ke-j pada X" (i,3 =
1,2,...,n). Baris Re—i pada matriks x daril Gd vang
bernilai 1 akan merupakan garis berarah vang
menghubungkan sepasang titik yailtu Vi ke titik Vj
atau e = (V,V). Sedangkan X' dan G baris ke-i
" skan menjadi kolom ke-j pada x. Ini merupakan garis
berarah yang menghubungkan titik dari Vj ke titik Vi
atau e = (Vj,Vi} apabila elemen bernilai 1. Dan ini
merupakan garis berarah yang berlawanan arah dengar
directed graf G.. Sesuai definisi 38  disebut

d

directed graf konvers G~

Contoh 38 :
Pandang contoh matriks adjacency b4 memiliki
transpose
0 O 0 0 07
1 1 0 ¢ 0
X = D 1 0 0 1t
-1 0o 1 0 ©
L0 ¢ 0 1 ©

o

mempunyail digraf konvers Gt -

gambar .12




Definisi 41

MATRIKS BOBOT W = (au} dari directed graf G,
dengan n titik yang tidak mengandung garis paralelh
adalah matriks dengan ordo n, yang memiliki élemen
W —%:,atj} Jika ada‘garis‘bﬂrérah dari“ titik_mvtke
titik Vi dan a;j adalah bobot vang
dimiliki garis berarah vang

menghubungkan Litik Vi ke titik Vj.

l— = 0 , Jika tidak ads garis bersrah.
Contoh 37 :

ﬁéﬁdang_diréotéd Gréf'Ga

gambar .13

Hatriks bobotnya adalah

v, v. vV_ V¥

N
N oo on
O 0 O NN
Qe O

.C)i('_o--C) o

--Matriks -transpose dari - matriks - bobot - W - yaitu B e e

adalah merupakan directed graf konvers ek dari
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directed graf Gd. Padsa contoh diatas memiliki
matriks W' .-

0

b=:3)

by ]

]
HDMD

0
0
1
0

o o o N

directed graf konvers GR adalah

gambar. 14






