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TEQRI DASAR VALUASI

2.1 RELASI DAN PEMETAAN

2.1.1 RELASI

DIFINISI 2.1.1.1

Relssi dari himpunan A ke himpunan B adalah =suatu

hubungan antara anggcta-anggota A ke anggota-anggota

B.
contoh 1:
A = {4,8.8,10}
B = {2,3,4)
antara angsgota - anggota himpunan A dan anggota B

diadakan relasi "habls dibagi”.
contoh 2:

A

{Sumitro,Paimo,Hamnzah}

1l

B {Amir,badu,Endang,Tono,Tini}
Dari anggota—-anggota Himpunan A ke anggota~anggota

Himpunan B diadakan relasi "ayah dart”

Cara menvajikan relasi ads beherapa cara,yaitu:

1.Dalam bentuk kallamat.

Dari contoh diatas,
4 habig dibagi 2 dan 4
8 habis dibagi 2 dan 3
8 habis dibagi 2 dan 4 i
i0 habis dibagi 2 |
Z2.Dengan Diagrém Panah.

A _ > B

4 > p

=

g
5"




W

.Dengan Pasangan Berurutan.

£(4,2),(4,4),(6,2),(8,3),(8,2),(8,4),(10,2)}

4 . Dengan Diagram Rartesius

P R S S S S
PR IR S S
S B S G S
I 580 |
B

Relasi yang melibatkan dua anggota dari semesta
pembicaraan disebut dengan Relasi Biner.
Relasi ini ditulis dengan lambang
a R b
atau ri{a,b)

atau (a,b) € R
vang dibaca "a befada dalam relasi R dengan bf.
Palam contoh diatas,& adalah relasi “habils dibagi”
maka 10 R 2, B R 2, 6 R3, 4 R2, 4 R4, 8R 2, 8R 4

tetapi (10,3) = R , karena 10 tidak dibagi oleh 3.

2.1.1.1 RELASI SIMETRI

DIFINISI 2.1.2:

Relasi R disebut relasi simetri, jika

dipenuhi

atau dalam lambang

R simetri bhb (¥ a,b )>.a R b =====> b R a

Contoh 3.

R adalah relasi kesejajaran garis-garis.

N



2.1.1.2

Tampak bahwa::
a Rb =====> b R a
b Re =z===> ¢ Rb
a Re ==c==> e R a , dst
Jadi R adalah relasi simetri
Contoh 4
5 = {1,2,3,4} dengan R = {(1,3),(4,2),(2,4),

(2,3),(3,10}
' (3,1) e R

(1,3 €« R =====3>
(4,2 €« R =====> (2,4 R
(2,3) « R tetapi (3,2) « R

Tampak bahwa relasi R bukan merupakan relasi

yang simetri, karena ada pasangan dari

anggota-anggota S.yang tidak berada dalam R.

RELAST REFLEKSIP

DEFINIST 2.1.3

Relasi R disebut relasi Refleksip jika untuk
¥ a & S dipenuhi a R a. vyaitu Jjika setiap
anggota dari S dihubungkan atau direlasikan

dengan dirnyd sendiri. Dengan lambang

R relasi Refleksip <===> (V a « 8).a R a

Contoh 9

A= { segitiéa—segitiga 1 dan R adalah relasi

”sebangun".Méka R adalah relasi Refleksip

sebab setiap;segitiga sebangun dengan dirinya
sendiri.
Contoh B:

A = { bilangan-bilangan Asli } dan R adalah

relasi " < " .Maka relasi R bukan merupakan

elasi yang refleksip, sebab ¥ a « A tidak

berlaku a < a atau a tidak berelasi dengan




dirinya sendiri.

Contoh lain adalah R = "= dari bilangan -

bilangan Riil,Bulat dIl.

RELASI TRANSITIP

DEFINIST 2.1.4":

Relasi R disebut relasi Transitip Jjika untuk
setiap Tripel.(a,b,c) = S sedemikian hingga
a R b dan b R ¢ maka a R c.

Dengan lambang

R Transitip bhb (V¥ a,b,c<=S).aRb dan bRe==>aRc

Contoh 7 :

Dari contoh 3 diatas,yaitu relasi "keseja-
Jaran” garﬁs—garis.maka relasi terzebnt
merupakan reiasi vang Transitip,karena setiap
tripel (a,b,c) = Himpunan garis-garis sejajar
‘berlaku, :

a /f b? dan b // ¢ ===> a f/c
Contoh 8 : | |

Z = {Bilangan-bilangan Bﬁlat} dan diberikan
relasi pada Z adalah R = "<".

¥ a,b,c & £ ; 8 < bdan b < ¢ ===> a < ¢
Jadi relasi f<" pada Z merupakan relasi yang
Transitip.

Misal, 2 < 5 dan 5 < 7 ===> 2 <7

Jika sekuraﬂg—kurangnya ada safu tripel
sedemikian hingga a Rb dan b R ¢ tetapi
tidak berlakq a R c maks relasi R resebunt.
digebut relaéi Non-Transitip.

Jika untunk setiap tripel sedemikian hingga
beriaku a R 5 dan b R ¢ maka a R c¢ maka

relasi tersebut disebut relasi Intransitip.




2.1.1.4 RELASI ERUIVALENSI

DEFINISI 2.1.5 :

Suﬁtu relasi R adalah merupakan relasi Ekui-
%alensi jika;dipenuhi: |
1.R Refleksip : (¥ a « S).a R a

2.R Simetri-  : (¥ a,bs 8).a R b ==z=> b R a

3.R Transitip : (¥a,b,cs5).aRb dan bRe==>aRe

Contoh-contoh .

1.Relasi “késejajaran" antara garis-garis
lurus. |

2.Relasi ”seﬁangun" antara segitiga-segitiga
dalam bidang datar.

J.Relasi ”kesﬁmaan” dalam himpunan bilangan-
bilangan. |

4,Relasi “Kongruensi modulo m" antara bilang-
anbulat yaitu a = b mod{m) yang didefini-
sikan .

a =b modkm) <z==> a - b = kmn

dengan k = 0,%1,%2,%3,... ,sehingga km ke-

lipatan m.

DALIL :

Suatu relasi Ekuivalensi dalam S, mengakibat-
kan adanya pehggoiongan dalam 3 vang saling
asing. Dengan kata lain

Relasi Ekuivalensi dalam § membagi s atas
himpunan - himpunan bagian dari S yang saling

asing.

Relasi Ekuivaiensi membagi 5  atas himpunan-
himpunan bagian yang tidak kosong  yang
disebut klas-las yvang saling asing.Dengan ka-

A Tain:




Setiap anggoté a dari S, prasti berada dalam

salah satu klas Ekuivalensi dari S.

2.1.2 PEMETAAN

Suatu pemetsan atau mapping dari himpunan A ke himpu-
nan B adalah suatu rélasi dimana getiap anggota A
dipetaksan atan dipasangkan atau dikawankan dengan
tepat =atu anggota B.éDengan demikian pemetakan ada-
lah suatu relasi yangffungsional atau disingkat fung-
si saja. Maka pemetaaﬁ dari himpunan A ke himpunan B
disebut juga Fungsi dari A ke B.
Jelas bahwa Pemetaan;atau Fungsi tidak 1lain adalah
. suatu relasi yang ghusus,dimana setiap anggota A
harus dipasanghkan daﬁ pasangannya tidak boleh lebih
dari satu anggota di:B.Sehingga semua anggota A harus
" mempunyal pasangan déngan anggota B dan harus satu
kawan. Seperti pada relasi, maka pémetaan itu Jjuga
mempunyai arah, iazlah dari himpunan A ke himpunan B.
Atau boleh juga Sebaliknya. |

Contoh - contoh

1 A > B
& e > P
‘_‘—-_‘_-—‘M—
Do—— co [
|
¢ ===

R={(a,p),(a,q),(b,r),(c,r)},Jjadl relasi tersebut
merupakan suatu pemnetaan,karena ada anggota A yang

dikawankan dengan lebih dari satu anggota B

2. '
A R > B
a > A
b q
.———-"‘/ T




Pada contoh tersebut bukan marﬁpakan pemetaan ka-

rena ada anggota déri A vaitu b A vang tidak di-

kawankan dengan anggota B

3.
A > B
> r

R = {(a,q),(b,p),{c,r)} , maka relasi R merupakan
. suatu pemetaan karena semua anggota dari A dikawan-
kan dengan tunggal dengan anggoia B
Jika elemen a < A dikawankan dengan elemen p € B,ma-
‘ka dikatakan bahwa p adalah peta atau bayvangan(image)
dari =a.
Pemetaan {(fungsi) dari A ke B secara umum dapat

ditulis dengan diagram panah sebagal berikut

A f > B
Dan dibaca dengan : " A dipetakan ke B "

Jika f suatu fungsi . vang memetakan setiap -elemen

x = A ke v « B,maka f dapat ditulis

f o xé >y
Dan dibacsa dengﬁn : " f memetakan x ke v ", dimana ¥
adalah bavangan darifx oleh f.S5ehingga dapat ditulis:
y = f(x)

Atsu juga dapdt ditulis dalam diagram panah

x ; > flx2
Y, =Vfo) difiniﬁi dari pemetaan.
Contoh |
2 adalah himpunan dafi bilangan-bilangan bulat.suatu
' fungsi dinyatakan deﬁgan

£ ox _ > 2 x , dengan x € £
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Sehingga pemetaan Ff memetakan anggota-anggota dari £

ke £ gseperti terlihat:dalam diagram dibawah ini.

7
Z : ' > 2
-2 > -4
-1 > -2
0 > 0
1 > p
Z p

Dari contoh — conteh aiatas, dapat disimpulkan bahwa
syarat suatu fungsi itu adalah
1. Adanya dua himpunaﬁ A dan B
Z. Adanya =uatu relaéi dengan aturan
- Semua anggota dari Domain harus dikerjakan wsatu
kali (dipetakan ﬁepat saty kali)
- Anggota—anggoﬁa pada Kodomain tidak harus
dikerjakan‘semué dan kawannya pada domain beleh

lebih dari satu.

Sslanjutnya akan kita tinjau kembali beberapa Jjenis
fungsi,yaitu

~1.Fungsi into

F adalah fungsi dari & Into B jika ada anggota dari

B vang merupsakan iﬁage dari anggota A.

Sedang Range dari 7 ialah himpunan image dari A
yvaitu FCAY  vang ﬁerupakan subsget dari B.Dengan

rumnus F(A) < B



Fungsi Onto

Fungsi Onto atau biasa disebut dengam fung=si vyang
Surjektip

Jika setiap anggota dari B merupakan image dari

sekurang-kurangnya satu anggota darl A, maka f

adalah fungsi dariéA Onto B atau f adalah mapping
A Onto B.Dan ditulis dengan f(A) = B.

Fungsi atan pemetaén Onto terjadi jika setiap bebB
menjadi kawan di Ai Dengan rumus

f : A ———> B Onto bhb (¥ b = B)(T a = A).F(a)=h

Contoh_:
d 2
1. 14 > R dengan‘f(x) = X

bukan fungsi onto,

A

karena bilanga ne-

A > 0 gatip dalam B ti -
B i dak termasuk dalam
range
5
2 & > B
a . merupakan funsi onto
é s v karena
¢ = 2 f(AY = {x,v.,2} = B
o —t |
3.Fungsi Injektip
Fungsi fF disebut  fungsi Injektip atau Funsi

 gatu-satu deri A into B, Jjika untuk setiap dua
anggota yang berlainan dalam & , wmempunyai I1mage
vang berlainan dalam B. Dengan rumus

> B Injektip jika a ® b ===> f{a)#f(b}

f A
‘dan jika a = b =z===> f(a) = F(b)

Contoh

1. Diberikan suatuifungsi f R — > R

=

[
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bukan merupakan fungsi yang Injektip karena
setiap kwadrat: dari bilangan riil adalah positip

sehingga F{x) = Ff{-x)untuk ¥ x e R.Jadi f(R) &

R,
2. Diberikan suatu fungsi ¥ : R.“————“__> R yvang
didefinisikan 'dengan f{x) = x> .Akan kita

tunjukan bahwa fungsi tersebut merupakan fungsi

vang Injektip.

R — > R
a > a®
b >b?f

ambil sembarang image x> e R , ‘harus diselidiki

apakah preimagénya tunggal.

nisal x°= r maka x = ;_f_ sternyata preimagenya
tunggal. sehingga jika a = b .====> f(a) # f(b)
Jadi F merupakﬁn funsi yang Injektip.&pakah F In
jektip Onto ?

Ambil sembarané x = 3r§— untuk semua y dalam ko
domain. Ternyafa selalu ada penyelesaian ,maka
fungsidiatas mefupakan fungsil vang Injektip onto

4. Fungsi Bijektip

Suatu fungsi f. disebut sebagai fungs=i vang

Bijektip, Jjika fungsi itu Surjektip dan Injektip.



Contoh

1. A —L g

Imjektip tetapi ti-

dak Surjektip Jjadi

bukan Bijektip

o
v
nH L T

A > B

Surjektip tetapi
tidak Injektip ja

T oW

q di bukan Bijektip

0

Disamping Surjek-

voow
B O T

tip Jjuga Injektip

AV

Jadi Bijektip.

2.2 GROUP DAN RING

2.2.1 GROUP

DEFINISI 2.2.1

Suatu group & adalah suatu himpunan tidak kosong yvang

dengan suatu hukum  komposisi vang di definisikan

memenuhl sifat-=ifat dibawah indl

1.

Tertutup ,vaitu ﬁntuk setiap dua elemen a dan b
dialam G dapat ditemukan elemen ¢ didalam &
sedemikian hinggé berlakn a *®* b = ao.Dengan
lambang

(¥ a,b € G)(A ¢c = G).a *x b = ¢

. Assosiatip, yaitﬁ untuk setiap tripel a,b,e € G

berlaku {(a * b)*:c = a % (b % ¢) , dengan 1ambang

(V a,b,c € G). (a*b)kc=a%(bx*xo)

AT oo emm J T D | v A b aAd e Al Aamean =S =y [

13 .




oo

sedemikian hinggs untuk setiap a € G Eerlaku
e X azaXxes=a . Dengan lambang
(2 e € GV é e 3).e X a = aX*Xe=a
4. Untuk setiap a E? G mempunyai invers a € G
sedemikian hingga.berlaku
a¥xat=a *a=z=e
Dengan lambang |
(VaeoyTate@.atkaz=axa
Contoh 1 :
Z adalah himpunan da?i bilangan~bilangan bulat dan
diberikan aturan kom?osisi pada Z yaitu penjumlahan
pada bilangan—bilangén.Akam kita tunjukan bahwa £
_adalah sustu Group. Maka harus kita tunjukan bahwa Z
nempunyal sifat |
1.Tertutup, Jjelas kaiena penjumlsahan dari bilangan -
bilangan bulat adaiah bilangan bulat.
Z.Assosiatip, je}.as.E
nisal, 3,7,8 € Z ====> 3 + (7 + 9)=3 + 16=18
dan-juga (3 + 7) + 9=10 + 9=18
zz==> 3 4 (7 + 9)=(3 + 7) + 8
Jadi berlaku ' |
(¥ a,b,c € Z).a'+ (b +¢c)=¢(a+ b)) +¢
3,Adanya elemeﬁ netfal yaitu 0 € 2, karensa setiap
a € £ berlaku a % 0 =04+ a2 =a4a .
4 .Setiap a € Z mempunyail invers yaitu -a € 2 ,karena
berlaku -a + a =.a # (-a) =0
Jadi terbukti bahwagZ :  himpunan ‘bilangan—bilangan
bulat adalah suatu Group.
contoh 2: ;
R :'{(a,b)la,ﬁ e Z ﬁan b = 0}
Didefinisikan aturaﬁ komposisi pada R sbb :

(a,b)?+ (¢,d) = (ad + bd,bd)




Maka R adalah suatu Group, karena aturan komposisi
vang didefinisikan péda R memenuhi sifat
- Tertutup, =sebab
¥ (a,b),(c,d) « R ===> a,b,c,d € Z dan b,d # O
Rarena penjumlahanfdan pergandaan dari bilangan -
bilangan bulat menghasilkan bilangan - bilangan
bulat pula, maka:
ad + be « 2 gdan bd = Z
Sehingga
{a,b) + (c:d} = {(ad + bc,bd) € R
misal @ (2,3) + (1,58 = (10 + 3,158) = (13,15) = K
karena 13,15 « 2 dan 15 # O
- Assosiatip, jélag aari sifat tertutup pada Z maka

{a,b) + (cf + de,df)

(a,b) + [(c,d) + (&,)]

i

(adf + b{cf + de),bdf)

1]

(adf + bef + bde,bdf)

[{a,b) + (e,d)] + ée,f) (ad + be,bd) + (e,f)

(adf + bef + bde,bdf)

I

Tampak bahwa (a,b)+[(c,d)+(e,L)]=[(a,b)+(c,d}]+{e, )
- Adanya elemen netral,yaitu (O,p) € R , p # 0 sebab
¥ (a,b) € R ===> (a,b) + (0,p) = (ap,bp) = (a,b)

Menurut definisi késamaan

{(a,b) = (c,d) <«=== ad = be

Sehingga (ap.bp) = (a,b) karena apb = bpa.
- ¥ (a,b) « R mempunyai invers vaitu (-a,b) karena

(a,b) + (~a,b) = (ab - ab,b”) = (0,b%) = (0.p)
Dengan demikian terbﬁkti bahwa R = {{(a,b)! a,b e Z ,
dan b # 0 } adalah suatu Group.
Contoh 3 . |
Z terhadap aturan komposisi pergandaan biasa  bukan
merupakan Group , karena tidak setlap & < Z mempunyai

- R N
invers a & 2

15



Ry

misal ambil 6 « £ . Elémen satuan pada £ adalah 1

maka invers dari B adalah % e 2

DEFINISI 2.2.2

Suatu Group G dengan aturan komposisi vang
didefinisikan pada &G mempunyai sifat komutatip, vaitu
(¥ a,b « &) berlaku a X b = b * a
maka group G disebut sebagai group komutatip atau

group abelian. |

Contoch 4 :

" Pada contoh 1 dan 2 diatas merupakan group abelian ,
karena aturan komposisinya memeﬁuhi sifat komutatip.
Untuk contoh 1, Q a,b €& =zZz===> a + b =Db+ 3
Untuk cﬁntoh 2; ¥ (a,b),{(ec,d) €« R berlaku

(a,b) + (c,d) = (e,d) + (a,b)

Suatu Group G dengan aturan komposisi % , biass

dinyatakan dengan (G,%)

Contoh : (£ ,+4) adalah suatu group dari himpunan

bhilangan-bilangan bulat dengan aturan komposisi

penjumlahan (+).

RING

DEFINISI 2.2.3 :

Suatu Ring ialah suatu himpunasn tidak kosong beserts

dua hukum komposisi yang kita sajikan dengan tandsa

: jumlahan dan pergandaah ( + dan .)},memenuhi aksioma -

aksioma dibawah ini
I.R mérupakan Group abelian terhadap penjumlahan,va-
itu
1. untuk semua =,b = R dapat ditemukan dengan tung-
éal elemen ¢ & R, éedeﬁikian hingga a + b.= c
| (Va,b e RWF o eRy.a+b=o

2.untuk semua a,b,c &€ R , berlakulah (a + b) + c =

16




a + (b + ¢c). Dengén lambang .:
(¥ a,b,c = R).(a + b)Y + e =a+ (b + c)
3.Didalam R terdapai elemen 0 sedemikian hingga
untuk setiap a da}i R berlakulah 0 + a = a + 0= a3
(2 0 « RY(V é « B)Y. 0+ a =a + 0 = a
4 Untuk setiap a = R dapat ditemukan elemen -a R
sedemikian hingga -a + a = a + (-a) = 0
{(Va« R)3F ~-a=R), -aa+a=a+ (-a) =0
5.Un£uk ¥ a,b = R berlakulah a + b = b + a

{¥ a,b @ R).a + b = b + a

JI . Pergandaan mempunyvai sifat terutup dan assosiabip

1.Untuk s=semuz a,bh e R dapat ditemukan dengan
tunggal elemen o é R,sedemikian hingga a b = ¢
| (¥ a,b e R)(F ¢ e R).ab=oc¢
2.Untuk semua a,b € R berlakulah ab.c = a.be

(¥ a,b = RY.{a b) ¢ = a {b ¢)

III.Berlakunya hukum distributivitas pada kedua hukum

komposigsi diatas, yaitu

ab + be

H

1.(¥ a,b,c € RY.a(b + )

Z2.(¥ a,b,c € R).{b + c)a = ba + ca

Contoh - contoh

1

o

.Himpunan bilangan—bilangan riil terhadap Jjumlahan

dan pergandaan aritwmatik merupakan suatu ring
dengan elemen 0 sebagai elemen netral terhadap

jumlahan.

.Himpunan bilangan-bilangan komplek terhadap

jumlahan dan pergandaan aritmatik merupakan ring

dengan elemen netralnya terhadap jumiahan adslah O,

.Himpunan bilangan—bilangan bulat moduloc § terhadap

jumlahan dan pergandaan modulo B.S%eperti diketahui
dengan penjumlahan dan pergandaan’modulo B dimalsud

bahwa abturan Jumlahan dan pergandaan modulo &
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sedemikisn hingga  dalam hasil Jjumlahan dan

pergandaan itu, kelipatan-kelipatan 5] dilempar

keluar.

Misal , 3+8=9=68+3=3
5.6=16=3.6+0=0

2.3 FIELD,DAERAH INTEGRAL,DAERAH EUCLID DAN FIELD QUOTIENT

Klasifikasi dari Ring R:

I.Terhadap penjumlahén

I1

1.Tertutup,yaitu _
(¥ a,beR)(F ecR).a+b=c

2.assosiatip,vaitu

(V a,b,c €« R).a +;(b + ¢) = (a + b) + ¢
3.Ada elemen netral,yéitu 0

(30<R¥YaeR).a+0=0+a=a

4.Setiap elemen didalam R mempunyai invers didalam

(VaeR)3 ~-aeR).-a+a=at (-a) = 0
5.berlaku komutatip,yaitu

(Va,beR).a+b=Db+a

;Terhadap pergandaan

1.Tertutup,yaitn
| (VW a,b =R} B c € R). a.b = ¢
2.Aésosiatip,yaitu |
(¥ 2,b,c € R). a(b.c) = (a.ble
3.Ada elemen ﬁetral yéitu e R,sedemikian hingga
(V a = R),a e = & &
4 .Berlaku hukum komutgtip, vaitu:
(¥ a,b « R). a.b =b.a
5.8etiap elemen dari R mempunyai invers didalam R se-
‘demikian hingga berlaku
(¥ a « R)(3 ate R).a.a = ata=e

5" .8istimnya tidak memuat pembagi nol sejati,yaitu:




Jikas a # 0 dan b = ﬁ maka a b # 0, V¥V a,b € R

IIY. Berlaku hukum Distributivitas,yaitu

1.(V a,b,c € R). a(b + ¢) ab -+ ac

ba + ca

2.(V¥ a,b,c‘e R}. (bg+ cla
2.3.1 FIELD |
- DEFINISI 2.2.4

Suatu Field adalah suétu struktur aljabar dengan dua
hukum koﬁpcsisi yang dinyatakan dengan penjumlahan
dan pergandaan memenuﬁi aksioma-aksioma dibawah ini
I.Terhadap penjumlahan merupakan group abelian.
Yaitu : I 1,2,3,4?5 |
II.Terhadap pergandaén merupakan group abelian
Yaitu : II 1,2,3,4,5

III.Berlakunya hukum distributivitas

Contoh-contoh :

1.Himpunan bilangan—bilangan riil,terhadap penjumliah-
an dan pergandaén aritmatika

2 .Himpunan bilangan-bilangan komplek, terhadap pejum-
lahan dan pergandaan aritmatika

3.Himpﬁnan bilangan—bilangan bulat {0, 1, *2, *¥3,..}
bukanlah suatu field, karena disamping 0 ada elemen
lain vang tidak mempunyail invers terhadap
pergandaan

2.3.2 DAERAH INTEGRAL

DEFINISI 2.2.5

D adalah suatu Daerah Integral, Jjika dipenuhi

e

D adalzh Ring Komutatip

SN

Ada elemen satuaﬁ terhadap pergandaan

3. Tidak memuat pembagi nol sejati



i1.Himpunan dari bilangan-bilangan riil,bulat,komplek
2.8etiap field adalah Daerah Integral. Ini dapat
dibuktikan sebagai berikut
F : field =====> F : Daerah Integral

Kita tunjukan bahwa field F tidak memeuat pemba-
gi nol sejati.
Ambil dus elemen dari field F vang tidak sama
dengan nol. .
Jadi harus ditunjukan bahwa a # 0'dan b = 0 maka
ab#=0
Karena F - {0} terhadap pergandaan merupakan group
maka |

(¥ a=0,b*0 e F)(3 ¢ =0 «F).abz=c =0
sehingga, a # O daﬁ b0 ====>a b0 ,inil ber-
arti tidak ada p.n.s
Jadi terbukti bahwé ¥ adalah suatu Daerah Integral
.Setiap Daerah Integral vang berhingga adalah suatu
fieid (D :Daerah Iﬁtegral berhingga ===>D :field )
Ini dapat dibuktikhn sebagai berikut
Karena aksiomauaksioma dari Daerah‘ Integral Jjuga
dipenuhi dalam field,kecuali tidak memuat p.n.s
dan invers. Sehingéa cukup ditunjukan bahwa setiap
elemen dari Daerah Integral vang tidak sama dengan

nol mempunyail invers terhadap pergandaan.

D = { U,e,gi,az, a

a’ n—2
L : "y J
n
Pandang D = { ax | xe«D & x =0} dimana a
sembarang elemen dari D
Misal D'= { aie,algi,aiaz, Ca ,aia“_z} , karena D

adalah Daerah Integral maks pergandaannya tertutup

Ditunjukan bahwa banyaknya anggota dari D = anggo-
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ta dari D - {0}.

ambil a, ,a. ,a ==z= =
i i 7% i i > ai aJ at El.k
aL aJ = aL ak‘ dd— Y aj = ak
a, a;, - &, a =a a - =a a
a, a, - &8, a =0
i i L k

Karena berlaku distributip ====> g ga i” a Q =0

Karena a # 0 dan D tidak memuat p.n.s ,

maka . = = ===> - =
aJ a, aj a, + 8, a,

k
:‘;::> aj = ak
Dengan demikian benar bahwa banyaknya elemen dari

D adalah anggota dari D - {0}, hanya mungkin
urutanys yang berlainan.
Salah satu elemen dari D adalah elemen satuan e,

maka a X = e, a =.0 dan x = 0, sehingga

a dan x saling invers

} ===> ¥ Va#[] e

a = (0 .
punya invers

Jadi terbukti bahwa Daerah Integral yvang berhingga

adalah suatu field.

2.3.3 DAERAH EUCLID

- DEFINISI 2.2.6

D adalah Daerah Euclid,:jika dipenuhi
1. D adalah Daerah Integral
2. Ada fungsi g Di- iy ———— 220 sedemikian
hingga berlaku
g(a b)Y = g(a§ untuk V a,b = D - {0}
3. Ada algoritma pembégian
jika a,b € D dan a # O maka

(3 q,r € D)(b = gqa + r) dengan r=0 atau £{(r)<g(0)

Contoh-contah

1.F : Field adalah suatu Daerah Euelid, ini dapat
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ditunjukan sebagai?berikut

- Dari contoh diatas Jelas Sahwa F suatu field ma-
ka F adalah suatu Daerah Integral.

- didefinisikan g : F - {0} ———> 2, dengan
rumus £ : x € F:— {0} ————> 0 & ZZU‘

— Ambil sembarang a,b € F , a ## 0

A -1
Karena a # 0 < F maka a mempunyail invers a '« F .

sehingga , b=eb=(aaDb=(a"ba+0

q a + 0
‘dengan q = a ‘b dan:r = 0 , maka terdapatlah
algoritma pembagian . Dan dengan demikian

terbuktilah bahwé F field maka F Daerah Euclid.
.R adalah himpunan bilangan-bilangan riil.Dan dide-

finisikan fungsi

g : R - {0} . s 2

g : X ' : > Ix|

" Jelas bahwa R adalah suatu field maka R adalah Da-
erah Integral.

Untuk setiap x = Riw {0} ———» |x| z 0 , maka :
fungsi tersebut me@etakan elemen-elemen dari R -

{0} ke R positip.

Jadi ¥V x e R - {0} > g(x) = |x|] 20

Algoritma pembagiaﬁ berlaku untuk V¥ a,b € R - {0}

b > a =====z> b =qga+r dng lrl = |al
misal 5,2 € R - {0} ===> 5 = 2.2 + 1 dimana bahwa
111=1 < 2:|2|‘

Dengan demikian ﬁerbukti bahwa R :himpunan

bilangan-bilangan riil adalah sustu Daerah Eueclid.

B.Jika F field maka F[x] adalah suatu Daerah Eueclid.

- F field maka F[x] asdalah field,sehingga F[x] a-
dalah suatu Daerah Integral pula.

- Didefinisikan fungsi
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dengan runus
gt F(x) ———> deg{f(>x)}
ambil sembarang f(x),h(x) e F[x] - {0}

. 2
misal,f(x)=a + a . x + a_x" + ... + a x dg a # 0
[a ] 1 2 4] n

h(>)zb_+ b x + b,x"+ ... + b x" dg b _# O
maka : | |
f{x).h(x):(aobo)f(aobi+aibo)x+(aobz+a1b1+azb0)x?

+ ... +a b x""
untuk m > n makaf;
deg {/(>).R{(x)}
= m+n 2n = deg {Ff(>00} = g{sf(>0}
jadi g{FOO.RGOT 2 BLAGOT,Y F(x),h(x) & Flx]-
{03}

g{f(x). h(x)}

- Algoritma pembagian berlaku,yaitu
3 g(x),r(x) F[%] - {0} sedemikian hingga ber-
laku A(x) = q(x);r(x) + r(x) dengan r(x) = 0 a-
tan  g(r(x)) < g(f(x))
maka terbukti ; |
F : field =====> F[x] adalah Daerah Euclid
Kesimpulannya :® , R, € , @[x]), R[x],C[x]}] adalah

suatu Daerah Euclid.;

2.3:4 FIELD QUOTEINT UNTUK DAERAH INTEGRAL

Pandang : D adalah Déerah Integral
Ambil S = {(a,b)| a,b e D danb = 0 }
Didefinisikan suatu relasi sbb:
(a,b) R (c,d)é <z===> ad=bhbe
Akan ditunjukan bahwa relasi ini adalah relasi vyang
Ekuivalensi.Yaitu relasi vyang nemenuhil simetri,
refleksip dan transitip.
1.Relasi R adalsh relasi yang Refleksip,sebab :

ambil sembarang (a,b) e 5 maka berlaku

23



a b =bh a;atau (a,b) R (a,b’
Jadi terbukti bahwa relasi R adalah relasi yﬁng
Refleksip ! |
2.Relasi R adalah relasi yang simetris.
ambil Sembarang'{a,b) dan (c,d) e 5 sedemikian
hingga (a,b) R (c,d) , meka ad = b o
Karena a,b,c,d = D maka berlakulah komutatip, se-
hingga ¢ b = d a , sehingga (c,d) R l(a;b) ~LJadi
terbukti bahwa relasi tersebut merupakan relasi
vang simetri. |
3.Relasi R adalah relési vang Transitip.
Ambil sembarang fa,b),(c,d),(e,f) e B sedemikian
hingga (a,b) R (c,d) dan (e,d) R (e,f)
Dari {(a,b) R (c,d) Eerarti ad=bc ... 1
Dari (ec,d) R (e,f) perarti € £ = d € .venuiarinns 2
Dari 1, didapat adf = bef
Dari 2, didapat cfb = deb , sehingga akan didapat
édf = bde

adf - bde b

d(af - be)= 0
Karena tak ada p.n.s pada D dan d = 0 maka :
:==» af = be

af - be =0

{i

> (a,b) R (e,f)

Jadi (a,b) R (ec.,d) |
©oy ====> (a,b) R (e,I)
(c,d) R (e,f)

Jadi terbukti bahwa relagi tersebut nerupakan
relasi vang Transitﬁp. Dan dengan demikian terbukti
bahﬁa relasi R merupakan relasi Ekuivalensi.

Karena relasi pada S merupakan relasi vang

Ekuivalensi, maka manurut teori himpunan maka

himpunan S terpecah atas klas-klas yang saling asing.

Qekarant pandang U adalah koleksi dari klas-klas E-
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kwivalensi pada S.Yaitu

U = {[a,bl,[c,d],le,f1,......,[0,8],...,[8,8],......}

atau U = {[a,b]] a,b €D dan b = 0 3
Didefinisikan aturan komposisi pada U sbb
| fa,b] + [e,d] = [ad + be,bd]
[a,bl.[c,d] = [ac,bd]
Akan dibuktikan bahwa_U merupakan Field
I.Terhadap penjumlahaﬁ,
1.Terutup, jelas
Z2.Assosiatip dipenuhi, sebab
untuk sembarang [4a,b]l,[c.d]l,{e,f] U
(la,b} + {c,d]) + [e,f]
bukti

1

1

([a,b] + [e,d]) + [e,f]

berlaku

[a,b] + ([e,d] + [e,f])

[ad + be,bd] + [e,f]

= [(ad + be)f + bde,bdf]

= [adf + bef + bde,bdf]

[a,b] + ([e,dl + [e,f1)= [a,b] + [cf + df,df]

= [adf + b(ef + de),bdf]

= [adf + bof + bde,bdf]

Jadi ([a,bl+[c,d]) + [e,f1=[a,b] + ([c,d]+[e,£1)

3.Ada elemen netral,yaitu {0,a]. sebab

[x,v] + [0,a] = [xa + y0,vyal

= [xa,yal = [x,¥]

4.Setiap [a,b] mempunyai invers, yaitu [-a,b].sebab

[-a,b] + [a,b] = [-ab + ab,b?]

= [0,b%] = [0,a]

5.Komutatip dipenuhi, sebab
[a,b] + [e,d] = [ad + be,bd]
' [da + cb,db]

fe,d] + [a,b]

Jadi [a,b] + [e,d] = [c,d] + [a,b] (komotatip)

II.Terhadap pergandaaﬁ,
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1.Tertutup dipenuhi,jelas.
2 Assosiatip dipenuhi,sebab

[a,bl([c,d].[e,f])> = [a,bl.[ce,df]

" [ace,bdf]
[ac,bd].[e,f]

18]

, ([a,b].[c,d}>le,f]
Jadi [a,bl([c,d].[e,£1) = ([a,bl.[c,d1)[e.T]
3.Ada elemen satua@ Véitu {p,pl=[a,al=[g,ql=
sebab, [a,bl.[p.p] = [ap,bp]l = [a,bl ( dari
definisi kesamaan )

4 .Setiap [a,bl yang tidak sama dengan [0,p] pasti
punya invers, vaitu [b,al. Sebab dari definisi
kesamaan [a,bl.[b,al = [ab,bal = [p.p]

5.Komutatip dipenuhi, sebab

[a,b).[e,d] = [ac,bd]
' = [oa,db] = [c,d].[a,Db]
III.Distributivitas dipenuhi, sebab
[a,bl([c,d] + [e,f]) = [a,b].[cf + de,df]
[acf + ade,bdf]

11

[a,b][c,d] + [a,blle,f] = [ac,bd] + [ae,bf]
| [achbf + bdae,b df]

il

Dari definisi kesamaan, maka :

[achf + bdae,b’df] = [acf + dae,bdf] <===> (acbi+

bdae )bdf = b2df(acE + dae) <===> acdbf  +

bZd%aef = bt dac + b'd aef

Jadi [a,bl{[c,a] + {e,f1)=[a,bllc,d] + [a,b]lle,f]

Dengan cara yang;sama dapat dibuktikan

(fc,d] + [e,f1)[a,bl = [c,d][a,b] + [e,flla,bl

Dengan demikian terbﬁktilah bahwa U merupakan suatu

field dan disebut dengan field quoteint daril Daerah

Integral D.
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Untuk contoh-contnhnyaédapat diambil sebagai Daerah
Integralnya adalah him;unan bilangan-bilangan bulat,
‘himpunan bilangan-~bilangan riil dan aturan
komposisinya adalah ﬁénjumlahan dan pergandaan arit-

matika.

2 .4 HOMOMORPHISMA

bEFINISI 2.2.7

jJika G dan G1 adalah Grdup—group dan f ! ¢ ———> G
gadalah suatu pemetaan yang_memenuhi ‘

| f(a b) = f{a).f(b) untuk ¥ a,b € G

maka pemetaan f'disebut_pemetaan Homomorphisma group.

f
G : > G1
> F(x)
LY _ > f(y)
xy : > FOa)=F0OO  F(Y)

EContoh :
jAmbil G = Z :himpunan Eilangan—bilangan bulat

G1 = Z :himpunsan bilangan—bilangan bulat

' deberikan f G ; > G, maka

forox - ? > ¢l

- f adalah pemetaan, gsebab

x —> 0 = Ix]
A i > f(x) = |yl
Jika x = ¥ » maka txl;: ivi , sehingga f(x) = f(¥)
untuk V x,yv e Z
é F(x + ) = |x +yl beluﬁ tentu sama dengan |x| + Iv| se-

 hingga f(x + ¥) belum tentu sama dengan f(x) + f(¥),un-

tuk . ¥V x,v € Z . Jadi _pemetaan f bukan suatu
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2.Ambil ¢ = 2 dan G= {0, 1, 2, 3, 4,

5 } = himpunan
‘bilangan—bilangan bulatzmcdulo 5.
: O={xeZ{k.B+03:=0+ [B]
T={xe2{kb6+13}=.14+ [B]
' dst
5 = = 5 + [8]

{xeZ | kK.B + 5 }
dimana k = 0, *1, %2, #3, ..........
Aturan komposisi pada G, adalah : a.b = a.b

Didefinisikan relasi fi: G —m > G

maka f adalah suatu pemetsan, sebab

Jika x =y %::::} x + [8] = v + [B]
| —=—===)> ; = S}-
n====> F(xy = f£(W)

f adalsh Homomorphisms, sebab
f(xy) = # Vo= X.y
R CINO R ER R

THEOREMA 2.2.8

anangan Homemorphisma Gi = f(G) dari group G karena
?emetaan f merupakan suétu Group.

?ada Homomorphisma ini elemen netral e dari Group G
hibawa ke elemen netral e = Gi. Sedangkan invers dari

group G dibawa ke invers dari bayangannya.

G - f > G-1
x > f()
Y > (v
xy > F{x). f(w)
e > fle) = e’
x* > FOCHY=(FO0) T
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Karena Gi = f{G) maka pemetaannya adalah surjektip dari

G ke G, - Sehingga a_ & G; maka a  mempunyai kawan di G

misal a € G , sehingga a > f(a) = a, demikian

juga b < G sehingga b | > f(b) = b, .
EAkan kita tunjukan bahwé G, mexrupakan group. Demikian
gl.Karena G group maka,
é,b € G ===z==> abe G', sehingga f(a b) € G .Te-
tapi f(a b) = f(a).f(b) = ab < G, Sehingga sifat
tertutupnya G, terpenuhi.
jZ.Ambil sembarang ai,bi,;c1 = G1 vang mempunyai kawan -
. kawan a,b,c € G. Karena G group maka dengan sifat
assogiatipnya , _
ab.c = a.be ::::; Ff(ab.c) = f(a.be)
z==> f(ab).f(e) = f(a).f(be)
===> {f(a).f(b))-f(c)#f(a)(f(b).f(c))

====> (:a_i.bi)c1 = ai(bi-c1)
‘Dengan demikian G1 memenuhi sifat assosiatip.

3.Ambil sembarang a < G, .maka :

a i > 8= f(a)

‘Karena G group maka ‘ea = a, sehingga :

f(ea) = f(=2) =====3> f(e).f(a) = f(a)
iy ¥ e:l. a_:l = ai

Dengan demikian terlihat bahwa e = f(e) merupakan

elemen netral dari G -
4.Ambil sembarang a e G; , EKarena G group maka: ada
a*e G sedemikian hingga a 'a = e, sehingga :
fla*a) = f(e) =====> F(a™).f(a) = f(e)

Karena f(e) elemen netral dari G maka terlihat

1’
bahwa f(a =) adalah invers dari f(a). |
3Dengan demikian terbukti bahwa G1= f(G) adalah Group.

Perhatikan bahwa jika G group abelian maka . G1 pun

‘juga merupakan group abelian.
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Ambil a,,b, & G =====> ab € G ===> f(ab) = f(a).f(k)
kéfena G abellan ====z==> ab = ba, sehingga Ff{ab)=Ff(ba)
= f(b).f(a) = ba,

Dengan demikian terlihat bahwa untuk ¥ a,,be Gil berla-

ku’ ab = ba . Jadi G _adalah group sbelian.

Perln diperhatikan bahwa Theorema diatas tidak dapat

dibalik ,yaitu apabila G ——

» F{G) = Gi merupakan
pemetaan Homomorphisma sedéngkan G@ merupakan group,
maﬁa belum tentu bahwa G merupakan group Jjuga.

contoh -

Amﬁil 5 adalah himpunan Véktorwvektor {a, b5, ¢,... 1}
dinana aturaﬁ kompeosisi pada group G adalah Cross pro-
duct , sedangkan Gi 5 {13 dengan aturan komposisil

pergandasn

Didefinisikan pemetaan g: G > G1 ébb
g oa > E( a )=1

7
|

maka pemetaan g : ¢ ————————> G adalah suatu
Hoﬁomorphisma, karensa

| g(a x b) = gla) -1 = 1.1 = g(E).e(E)
Gi# { 1 31 terhadap pergﬁndaan adalah suatu group,

sedangkan & bukan group.

THEQREMA 2.2.9

Jika B Homomorphisma G —— > g{(G) = g

i

H': subgroup dari G° ===> g '¢H") = H subgroup dari G

Bukti



Arbil a,b €« H ====> g(a) = a’ dan g(b) = b" didalam H-
giah) = g(a).g(b) = a'b’ karena g adalah Homomorphisnma.

Kerena H' sungroup dan 2 ,b’e H* ===> a’b”~ « H  sehing-

ga ab € H.
Jadi a,b € H =zzzz== ab < H....... 1
ambil a € H ==z===> &~ = g{a) € H~
karena H’® subgroup =mom==> (g;(a))'ﬁ1 = H”
=====>  g(a ) € H’
=====3 g ' = H
Jadi s e H =====> a ' <sH  .......... 2

Dari 1 dan Z dapat disimpulkan bahwa H adalah subgroup.
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