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2.1 PERSAMAAN DIFFERENSIAL PARSIEL LINIER DENGAN KOEF-

FESIEN KONSTAN.

- Pandang sebuah persamaan differénsiql'pérgiei 1i
nier dengan koeffesien konstan

F(D,D')2 = £(X,§) seeeeeorenncoanaenneeess(201)

Dengan F(D,D') = > > c,. DF D'®
. T = -

dén'céé:mepqpakén Eoﬁstan dan D ;-HE%E R _D' ? :f%;;
Meka bentuk persamaan differensial parsiel linier hbmo-
gennya adalah ‘

F(D,D')2 = 0 tevvensncoansasssosonnanesnsas(2:2)
yang dikenal sebagai fungsi komplemenfer.
Se{iap.penyeIESQién persamaan (2.1) disebut sebuah par-
ticular integral persamaan (2.1).

Theorema 2.1

Jika u merupakan fungsi komplementer dan z, se-

buah particular integral sebuah.persamaanvdiffe-

rensialhparsiel lin;ér, maka u + 2, merupakan pg
nyelesaian umum dari persamaan. |

Bukti :

~ Karena persamaan (2.1) dan (2.2) sejenis, penye~

~lesaian u-+ 2z, akan memuat Jumlah yang tepat da-

ri elemen sembarang yang merupakan penyelesaian

_




(2.1). Maka
F(D,D')u = O
F(D,D' )z, = £(x,y)
Sehingga F(D,D'){u + Zi) = f(x,y)
membuktikan bahwa u + z, merupakan penyeleéadan
. persamaan (2.1).
Theorema 2.2
Jika Uy, Upyecevenancccnsasa,ly merupakan pe -
nyelesaian - penyelesaian persamaan differensial
parsiel iinier_homogén F(D,D')z = O , maka
;EZ'cr'ur"'”"'

P=1
dengan c, merupakan konstanta sembarang, juga me

rupakan sebuah penyelesaian.

Bukti
Karena F(D,D'}(c, ur)7= cL E(ﬁ,D') u,
dan '
n 1N
F(D,D') > U, =_> F(d,D') U,
r- 1 F=1 _
~untuk setiap himpunan fungsi Dr, maka
. _ g . T o
F(D,D") :Ez' c,u, = :Ei F(D,D')(c, u,)
- N Pt |
.n ,
= > e, F(D,D') u,.
r=t

. | e "._

Z.1:1 PERSAMAAN OPERATOR DIFFERENSIAL LINIER YANG DA- -

" PAT DISEDERHANAKAN.




Operator differensial linier F(D,D') dapat di-

bagi dua Jenis

. Contoh

- F(D,D') yang dapat disederhanakan, yaitu
F(D,D') yang dapait dituliskan sebagai produk
faktor linier berbentuk D + a D' + b , de -

ngan a dan b konsnanta.

- F(D,D') yang tak dapat dlsederhanakan, yaltu

F(D,Df) yang tak dapat dituliskan sebagai ben

tuk diatas.

Operator D?_-’D' dapat dltulls sebagaa

(D + D'")(D - D* ) , Jadi dapat dlsederhanakmn.

Sedangkan D2 - D' tak dapat dipecah menjadi

faktor - faktor linier, jadi tak dapat diseder--

hanakan.

Theoremn 2.73

Bukti

Jika operator F(D,D') dapat disederhénakan, ma-
ka order - order dalam faktor linier yang ada

tidakleh penting.

Theorema akan terbukti jika dibuktiken bahwa

(ﬁx? D i F% Dt o+ Yr)((xs D+ Ps D+ ‘Ys)

= (&, D +. s D'+ Y (e, D+ B D+ L)

ll...l.ll.l.‘l..'.l.'.(z 5)

untuk 9etlap operator ‘yang dapam dlsederhanakan.'“” o

Sehlngga dapat dltullskan sebagal_

PO, = T ( O D+ P D L) een(2.4)

=1




Pembiiktian theorems ini jelas karens hasil per-
kalian ruas kiri sama dengan hasil persamasn ru

as kanan yaitu :
| 2 . | IO
O(r &s:D‘ +(OCs Px"" O(r [}S)DD +.

- I_ | 2'* | . ) _ )
Po g DO+ LY 00+ Y 00D v

(Ys Pr* Vr Bs )P+ Yy Ys
Theorema. 2.4
| Jika - -O(r D + . 'Pr D' + : Yr' merupakan sgbuah
faktor dari F(D,D') dan #_(¥ ) merupakan sebueh
fungsi sembarang dari variabel ¥, maka jika\_'

&, #0,

0 = f - e X 8. ( x - )
up = €Xp . Ky r /31' : r ¥
merupaken sebuah penyelesaian persamaan
F(D,D')z = 0

Bukti :

Dengah mendefferensialkan

- ryrx ) .
by = exp (_-— o B Box- X, ¥)
didapat " |
Du,= -~ _6_}:_1,‘_ u, + B exp (" ' o}:i )




wid

Sehingga
( OCFD+ ﬂ.[' Dt ‘+ '}’r) ur=0..;........(2.5)

Dengan theorema (2.%) didapat
1 n | O(
F(D,D') u, = ;Z}'( g D+ /98 Df o+ Vs )
(&, D+ /Gr D'+ Y. ) u,
untuk s = r maka

F(D,D") u, = Ty( X, D+ 3, D'+ YItu,

............(2 6}

” "Gabun5kan (2. 5) dan (2 6) sehlngga.dldapat

Bukti

F(D,D') u, = 0

Maka terbuktilah.

Theorema 2.9

Jika /3 D' + Yp adalah faktor dari F(D,D')
dan @r(é’) edalah sebuah fungéi'sembarang dari

varisbel tunggal € , maka jike /3 £ 0,

up = exp < /3. B0 S x)
adalah sebush penyelesaiasn dari persamaan

F(D,D*) =

Pecah r(p,b*) kedalam faktor - faktor linier di

~ dapat faktor ~ fakior perkalian jenis penyele -

'“ééiéﬁ“mdéf{'féﬁfar”;mfékféfmjéﬁié iﬁ{wa{dépéfmm- e e

dengan theorema (2.4) den (2. 5)_; mlsal n=2

untuk mencari penyelesalan




o

(O<PD+ P Do+ '}’r)zz=0
A‘mbi.l'Z=( OCrD+ prD"" }/r)z

Mgka ( &, D+ /Br D' + 7r ) 2= 0
Dengan theorema ( 2.4) didapat penyelesaian

Tr *
&

. Iy

2 = eXD(~ )ﬂr( prxf-ocry) i

Jika Cﬁ,# 0
Untuk mendapétkan fungsi yang berkaitan dengan

z diselesaiakan persamaan differensial parsiel

linier order satu berbeniuk’

e gx t Peogy T Ve PTE '

8.0 Bpx~- X, y)

<

Yang mempuny&i pers&maﬁn - persamaan auxiliari .
dengan penyelesaian

/3r X = 0, y=cp o, substitusikan penyelesal-~
an ini kedalam persamaan auxiliari |
dx _ . | dz

o - X/
i - Yozte & : g.(cy)

yang merupakan persamaan linier berorder satu

dengan penyelesaian

r

R S - Y., x/ X
2 e { 8oley) x « ) e T

_ Sehinggampenyelesaian.yahg dicarl adslah

N -
i YT %




Secara umum dapat dikatakan bahwa

1. dika (& D+ P D+ ve M ( &, # 0)

,- / _ X
exp ( - o‘;)
r

merupaken sebuah faktor dari E(D,D') dan jika fung-
si ﬂI‘] ’ ﬁr2 3 N R I BUE A grn merupakan fung -

.

si sembarang, maka penyelesaian F(D,D*) = O adal&h

n_. g-1 o | ' '

g £ ﬁrs.(_ [J_I‘ X = _(fXI‘ j )
s=1 ' . _
Jika ( /3. D'+ Ve y®  merupakan faktor F(D,D")

dan jika fungsi - fungsi, ﬁrl yeomeno e , D

~ fungsi sembarang maka penyeleseian F(D,D')z = O

adaléh"

exp { - %y) if”;" g ﬁ o

s~ 1
Contoh :
)%z _ c)a?, - x -y

‘ Persamaan ini depat dituliskan sebagai
(D -D3(D+D) z=x-Y
Sehingga persamaan komplementernya adalsah
B(x+ y) + ﬁz(x -y) |
dengan ﬁl dan §, sembarang
Dengan integral particularnya adalah
z)= (D+D )z i (2D
‘Moka persamaan untuk 2z, adalah
{D=-D )z =X~y
lgyang~merupakan pehsamgaé_}292??_Q?ééfm??%g;yéngm“
merupakan penyelesaian. )
1

z1 = Eh (x =Y 2wt (x 4y )




2.1.2
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dengan f fungsi sembarang. Xarena hanya dicari
sebuah integral particular meka £ = Q. Substitu-
sikan nilai z, kedalam persamasn (2.7) sehingga

didapat persamaan untuk integral particular'éda—

lah
Jz dz 1, a2
ox T gy T % (x=y)

yang penyelesaiannya adalah
N 2

z= gz x(x=-y)"+Llx-y)
dengan f fungsi sembérang.

Ambil f

%

0 didapat integral particularnya

7 = %  X (x.- y)2

Sehingge penyelesaian umum persamaan dapat ditu-

liskan sebagai

1 2 '
z= 7 ¥ (x-y)"+ B (x4 y)+ Box-y)
dengan ﬁ1 dan ‘g, fungsi sembarang

PERSAMAA.N OPERATOR DIFFERENSTAL LINIER YANG TAK
DAPAT DISEDERHANAKAN
Jika F(D,D') tak dapat tersederhanakan tak sela-

"lu bisa didapat sebuah penyelesaian dengan bilangan pe-

-nuh dari fungsi sembarang tapi dapat dibangun sebuah pe

nyelesaian yang memuat sebanyak konstanta sembarang

yang diperlukan.

_Theorema 2.6

F(D,0") X * % = F(a,p) B* * DY

Bentuk persamaan jelas F(D,D*) dibangun dari ben




1

I ~¢S
tuk Chg D" D dan

L gax +by y = al 2% * by -

D {e e

D' 9(B¥ + by) - pS 8% 7 by

Sehingga

' r .8 ax + by - .8 _ax + by
(e, DT D'T)( e _) = ¢, 8 b e |

.Theorema.2.1.“

F(0,0') { €25 O glx,y) ) = 8K DY

F(D+a, D' + D) ﬂ(X,y)

Dengan theorema Leibnitz

e g = ST T, (0 ot
=0 | o

r
ea"( > Tep al Df"p> d

=0

eaX(D+a)I‘®

i

Untuk menentukan fungsi komplementer persamaan
jenis F(D,D')z = f(x,y) , operator - operator
F(D,D') dipecah menjadi faktor - faktor. Faktor-
faktor yang dapat disederhanakan dipecah dengan
metode yang dapat_disederhanakan. Eaktor‘yang
tak dapat tersederhanakan diselesaikan sebagai

- berikut. Dengan theorema (2.6) didépat gBX * DY
merupakan penyelesaian dari F(D,D')z = 0.

Sehingga didapat F(D,D') = 0 , sehingga

Z::I’E c.exp (a, x+ Db y) .

dengan a, » b, cp merupakan konstanta - konsg=-
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tanta, dengan a b L bisa didapat dengan

r '

persamaan

Fla, , b.) =0

‘Contoh dengan demikian dapat dibangun persamaan

Contoh

Gontoh

homogen
IE‘(D’D')Z-:ODiot.ol!.lut-u.--tnoloo-(2¢8)

yang memuat konstanta. - konétantaﬁsebanyak;yang':_ M

dibutuhkan.

s J%y 1 Jdz
Bukt;kan —C-)-;E = ¥ Tt
mempunyai penyelesaian

- k'nzt

Cen ) .
:EZ ¢, cos( nx - g, ) e
n=0 :

ax + bt

Tampak'jelas bahwa € merupgkan sebu&h

penyelesaian hanya jika a’ = % ‘dan relasi ini
ferpenuhi jika diambil a =* in, b=-kn
Untuk mendapatkan integral particular persamasan
£(D,D")z = £(x,y)

secara simbol dapat dituliskan

2 = w———  f£(x,y)

£(D,D')

Carilah integral particular dari persamesn

( D2 - D')z = 2y - x°

. Dituliskan diatas menjadi

zZ = m--(2y_x-)_




13

Sehingga
) -1
IR _(1_9_) !
5 =
D® - D! D D!
_—_-..-.L—-- -1)—2-—- e ]—:)—tt'" - P
p+  »'° Do
2= -t (2y -x®) - 1507 oy -xP)
= -yl ety s (2
D
=x2y

Bila £(x,y) dibuat'dari bentuk -~ bentuk
exp (8x + by) maka didapat sebuah integral par -

‘ticular yang dibentuk dari

ﬂ-—élE)exp(aX+by)
3} ot
kecuali jika F(a,b) = 0

2.2 PERSAMAAN DIFFERENSIAL LINIER ORDER DUA

2.2.1 Persamaan differensial order dua dikatakan lini -
er jiké dapat ditulis sebagai

D2y + p(x) Dy + @{x} ¥y = P(X) cveernerevenunvenon (2.9)
ClPl ~ ¢iri persamean ini adalah linier dalam iung31 a-
nu y dan turunannya, sedangkan p, q, r merupakan fung -

si sembarang dari x.

Jika r(x) = 0 yaltu r(x) =0 untuk semua harée x'

'*maka“persamaan'(2;9) menjadi-

D

zy“%”g(ﬁ}“D§"+”§(i)”§"£f0“!?2;;12T111;1.}}Jf}ﬁf;(ZTTOI“

| -dan'dikgtakan'homogen.
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Jika sebaliknya, yaitu Jjika r(x) # O maka (2.9)
dikatakan non homogen.
Contoh

Persamaan differensial linier non homogen

e™® sin x ,ditulis juga

yll + 4)7

L

e ~ sin x

H

Dy + 4y
Persamaan differensial linier homogen
(1 = xz) y'' - 2 xy* + 6y = 0, ditulis juga
(1 - x2) Dzy -2x ﬁy + 6y = 0
Fungsi p dan q dalam persamean (2.9) dan (2.10) disebut
koeffesieh_dari peqsamdan._ | _ R _ :
Persamsan differensial berorder dua yéng tak da-
pat ditulis_sebagai bentuk_persamaan (2.9) dikatakan

gebagai non linier.

Contoh
y'ry+y =0

y'= Vet

2.2.2 PERSAMAAN HOMOGEN DENGAN KOEFFESIEN KONSTAN

Pandang persomaan differensial linier homogen

D2y + ¢y Dy + cy ¥y = O eevosrervesrsanssesenavanslall)

.dengan cy dan'cz-elemen riel. Pandang persamann diffe -
. rensial linier.ofder satu

D'y +ky=0 L
“ yangmpuﬁya_penyelesaianm_y”=m&-kx

dengan bentuk'umumnya y = éhx”..........a....;..(z;g2)




1.5

(2.12) dapet menjadi penyelesaian (2.11) dengan memberi
kan harga A yang tepat. Substitusikan (2.12) kedalan
(2.11) maka turunannya adalsah

Dy = A ™¥

aen D2.Y ;..?\2 N
‘Sehingga persamean (2.11) dapat dituliskan sebagal

(.A2+c1)\ +c2)e’?‘x=0

Akibatnya ,AZ + ey A+ Lo = O eevessnnnccrennasl2.13)
Persamaan {2.13) disebut persamaan karakteristik dengan

akar - akarnya adalsah

. . . .. 2 N
-yt \/c] -~ 4y
2

A1 =
5 —
A, = ‘°1'\ﬂ:1 -4 c
2
Akar - gkér ini tergantung pada c]2 - 4 ¢y

~ Jika c1? - 4 Co > 0 maka terdapat dua akar riel

tertentu
'~ Jika cl2 - 4c, <O maks terdapat dua akar kom -
pleks sekawan
- Jika cizﬁ- 4¢cy =0 maka terdapat sebuah akar
kembar |

Dua akar riel tertentu

_Dengan c¢,® - 4c, > O maka akan tercatat a - |

 kar A.1Idan Ao sehinggs aksar basisnya'adalah‘-
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)\1}:
Ji = €
AnX
2
Jo = &

Make penyelesaian umum persamaan ini

AL X AnX
y = cq @ ] + ¢ e.2

Conton
Pandang persamean y'' + y' - 2y = O
Persamaan karakteristiknya adalah %? + AN- 2 =0
dengan akar - akar riel ini maka penyelesalan u-’
mumnya_adélah

y = q3~e3'+'c4 e 2%
Dua akar kompleks sekawan

Dengan 612 - 4 ¢y { 0 maka akar 012 - 4 ¢y

aken memberikan bilangan kompleks + iw dengan

' 1,2 .
W-=\/02'* 7 , sehingga
-1
2

A= =A i
1 ey * iw

- =l -
ho = oo T W

Pandang fungsi exponensial kompleks e® dengan va
_riabel kompleks z = s + ih yang terdefinisiken
dengan

- + i
ez - es ih

- es(cos h +.1 Sin h) e YT e e e (2.14)

ALK =

- ] c

¥ + iwx _ dan

ol

Untuk z

-n

'.Nzx'“ -

—_—

2 Cyx - iwX

o)
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dari (2.14) didapat
= =1 ‘
g = 5 CyX%
h = wx gerta h = -wX

Sehingga fungsi exponensial‘kompleks menjadi

- X —clx/z

YI = e = & o { cos wx + 1 sin wx )
ﬁ?x -czx/z : :

Y, =e" =e ( cos wx - i s8in wx )

Dengan menambahkan dan mengurangkan maka didapat

nilai y, dan y, yaitu

| _ "°1X/2 |
.2.( Y1... + 2’2 Yy =@ . . COo8 wWX. = . ,‘{,l..
: ' —cii/Z
?T( y] - Y, ) = e. sin wx = ¥,

Meka akar basisnya adalah

-c]x/2

¥y = e cos wX

Contoh

-c %/2 _
yo = € sin wx

Sehingga penyelesaian umumnya adalah

-c1x/2
y= e (A cos WX + B 8in WX)eeeenesea2.15)

Diketahui y'* -2 y' + 10y = O

Persamaan karakteristiknya,.azr— 2N+ hO'z 0

Dengan akar Ay = 1+ Vi-10=1+3i

i

Ao =1 =% ”_wm"”m “

S STR 0> Wit

memberikan akar basis

¥y = eos 3x
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yp = e* sin 3x

Sehingga penyelesaian umumnya adalah

y = e* ( A cos %x + Bi sin 3x )
Sebuah aqu kembar ‘

-Dengan-c]2 - 4¢, =0 make didapsat

T, T
.)\1"')\2-}\—"2‘0

Séhingga akar basisnya

-c,x/2 ~c,x/2
iy T Yo = € ; X e :
Contoh : _
. Pandang.......y'..' + 8 y'+]6y:
‘Meka persamean karakteristiknya A ='e—4,
Yang akar basisnya e ~4¥
' x g 4%

dan penyelesaian umumnya

Y = { Cg + CgX ) ef4x

i

2.2.3 MASALAH NILAI AWAL

Dalam persamaan berorder dua terdapat dua kons -

tanta sembarang sehingga dibutuhkan due syarat yang da-
pat dituliskan sebagai

Y(x) =K wevencnns

' S - K

(x ) = K .......:

dengan X = x merupakan tltlk awal dan K, dan K] merupa

~_kan aebuah bllangan. Syarat (2 15) dlsebut Syarat ) syn"'- .
1_rat awal yang dlkenal membentuL masalah nll&l awal._

_Contoh
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Dari persamaan differensial linier homogen yang

mempunyai akar persamaan karakteristik A dan

A, elemen riel. Dengan penyelesaian umum

- X -2X
y=cqe +cge

'Diketahui mempunyai nilai awal .

g0y =4

y'(0) =1

_ y(0) = Cq e’ + Cg g

y'(0)

”Contoh

,‘y(O) = A

_y'(0) = e® (A cos 3x + B sin 3x - 3A sin Zx +

= 07 +_C8 = 4

n

¢y & - 2cg @

=_c7 -2 cg = 1

Maka didapat cr = 3
08 = 1

y(x) =% g% + g =2X

Diketahui persamaan y'' - 2 y' + 10y = 0
dengan syarat éwal y(0) = 4

o | y'(0) = 1
Penyelesaian umum persamean

y = e ( A cos %x + B sin 3x )

+

" __mmm3B_cdsM3x“) mm”_m__"mmmwm_m“mmmmm___”mm.m

A+ 3B =1
B = =1
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Sehiﬁgga_penyelesaian
y = e* ( 4 cos 3x - sin %x )
Contoh |
Diketahui persamaan y'' - 4 y' + 4& =0
dengan syarat awél y(0) = 3
| y'(o) = 1

Penyelesaian umum persamaan

| Ty 2x
y(x) '= (09 + c]ox) e
y(0) = eg =73
y'(0) = e ey 2 (cg ot opak) €%
' 10 ' 9. 10
= ¢10 + 2.3 =1
CiO =1 -6=5

2.2.4 MASAIAH NILAT BATAS
Dalam penerapan maka ada beberapa syarat - sya -
rat be?bentuk
y(B,)
Y(P)

Sehingga konstanta - konstanita persamaan differensial

k

1
ko

penyelesaian umumnya dapat dicari harganya. Hal ini di-
kenal dengan syarat - syarat batas. Yaitu sesuai dengan
titik u,ju.l'lg P] ¥ P2 ] '-‘i...l...til., Pn dari keadaan

masalahnya..

Contoh

_Salesaikan"peraamaan__yii_f_X;F_O
-dengan-nilai ‘batas y(0) =3 . .
ym/2) =1

Penyelesaian dasar persamaan adalah ¥y = cos X -

(e




Maka penyelesaian umumnya adalah
y(x) = ¢, cos x + clz‘sin X
Syarat batas kiri y(0) = ¢y = 3
Syarat-batas kanan memberikan. -
-y(ﬂ/2) = ¢y cosTI/2 + ¢ypel = |
 Sedangkan cosTr = 0 dan c,p = 1

'sehingga penyelesaian umumnye adalah
| y=93 cos X + 8in X
2.3 DERET FOURIER DAN_INTEGRAL FOURIER
2.3,1 DERET FOURIER
Déret Foprief déiam interval'symétris”';L , L
berbentuk fungsi f(x) yang didefinisikan
0 - )
£{x) = :E: A, cos Qfl ¥+ > B sin le X oe0e(2.17)
dengan -n merupakan integer positif. Gandakan (2.17) de-
ngan cos {(mmx/L) dx , den hasilnye diintegralkan antara

-L dan L maka koeffesien

L

_ 1 :
- AO = 5T, _)[ £f(x) dx
- L
o | L
_1 nT
An =1 )/ £f(x) cos T x dx

Gandakan persamaan {2.17) dengan sin nmx/L dx den ha -
silnya diintegralkan -L dan L meka didapat
T _

L
RN

- Expansikan deret Fourier dalem pentuk fungsi £(x) tidak
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tergantung.apakah bentuk sinus , cosinus atau keduanya.
Tetapi hanya tergantung apékah fungsi itu gahjil atau
genap atau tidak kedua - duanya.
Fungsi genap yaitu fungsi yang memenuhi
£(x) = £(-x). Contoh x2, cos nx , x s8in x . Jika fung
| si £(x) adaleh fungsi gensp make
£(x) =ff( -x)

£(x) cos{nmx/L) f(-x) cos{-nmx/L)}

!

£(x) sin{nux/L) - f(~x) sin(~nmx/L)

| Seningga
-A‘O = ?L- [L f(X) dx
L . 0
= %f //’ ';(x) dx + /{ f(;) dx
fa) “"L
L : =L
= T‘1z'i / £(x) dx - / f(x) dx
: C 0
Selanjutnya, misal x = -w maka
R L
.// f(x) dx = - J[ f(=-w) dw
0 8]
L _
= - / f(W) dw
Ay
L .
= - ,// f(x) dx
Sehingga
R __Hl Sp e e R

- Begitu pula untuk An . Untuk Bn dicari sebagai berikut




o
i

H

L
L

1

L

A
,4£L

L

f(x) sin

rf3

£{(x) sin sz x dx

2%

-1 v
x dx - //’ f(x) sin EEI x dx
0.

Untuk fungsi genap suku kedua ruas kanan

Maka

L .
- // £(x) sin B x ax = + /[
o | 0

L

L
= - //r f(x) sin
O .

L .
_.// £(x) sin By ax
0

Akibatnya Jjika f(x) fungsi genap maka

Ay =

£(x)

X co0s8 nx . Dan secara umum didapat

=

o

1

P

L
f(x) dx

{L f{x) cos B
/%ﬂ =

X dx

E(-w) sin

-nm

T W dw
Eﬁ; x dx

Fungsi f{x) ganjil yang didefinisikan dengan

- £(-x) . Contoh

0
0

. n1r
mf(xlmslnmrﬁzm

T X, X

X @

3

4

sin nx

2

X

sin mx

Harga - harge A dan B dikenal sebagai rumusan Euler
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L :
: _ 1
_AO—ET:I f(X)d}C o'-coccocarn: 7 ot -
‘L :
" :
' nTi .
An=i‘jf(3{)COSTXdX.-.: (n=1|,2,.-...)
L .
L i
B, * 1 }/; f£({x) sin Q%L.x AXoeaoos (o= 1,2,00000)

o ceessnssaseeese(2.19)
Contoh : Akan dicari deret Fourier yang didefinisikan

sebagai berikut

f(x) = 0 jika -2< x € =}
=k jika -1 < x <0 p= 2L = 4
o | | L=2
= 0 jika 1< x (2
Jawab
Dari (2.19) didapat
> 2 -
Ay =7 /[2_ f(x) dx
.1 /[1 Loy = K
T E 2
i 2 : nAar
-An =5 // f(x) cos =5~ x dx
2 ‘
1 t n '
=3 ;[1 k cos *2— x dx
= %%;7 sin Qi;
Jadi A =0 jiké”n“géﬁap“daﬁ""“~
2 R

An - o J'ika n = -]',’5’9.’._--.-00_00--
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.. =2k .
An=?1—"'"’rr“ Jlkaﬂ=3,7,11,....-.-..--

Dari (2.19) didapat.
Bn=0 untuknz ],2,.'.'.....
Sehingga hasilnya

f(x) = % + %% ( cos %L X - % cos 2%1 X o+

..... - - l 'n. . - R
) 'B‘COB 22—1{ Qonooon+ v-o-.-t-olcotoc)

2.3.2 INTEGRAL FOURTER
Dengan memaéukkan nilai - nilai rumusan Euler
(2.19) yaitu A dan B maka deret Fourier dari £, menja -

fL(x) = o7 /{- fL(LJ)'du I :E:‘ cos w, x://LfL(p)
- n=1 -

cos wnD dY + sin W, X //L fL(L)) sin wnD ap

Dengan mengambil

AW =Wy W,

=0+ 1) nar . I3,
L L - L
Maka 7y = é%ﬂ , dan deret Fourier dapat dituliskan se-
bagai
_ S L . o
'fL(x) = %E‘)/L_fL(D)dD +3%?__~ : [ ( cosrwnxr) JAR™
- n=1

[ LfL(v)coswnv AV o Csinwy x ) AW

o f.(V) . sin w  4dv o . .
/L L e i irereeneereaneeeees(2.20)
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Bentuk ini berlaku setiap harge L sembarang besar asal
berhinggé.- ‘

Sekarang misal L -———3> v dan assumsikan bah
wa hesilnya merupakan fungsi non periodik

£(x) = lim 2y (x)

L e——3

* yang dapat diintegralkan secara absolut sepanjang sum =
bu x yaitu = e

/[0ﬂ| £(x) l,dx

~
Maka % ————3 (@ dan nilai ruas pertama aisi kanan da=

ri persamasn (2.20) mendekati nol begitu pula
Aw = %1'4—*——€> 0 sehingga persamaan (2.20) dapat -

diintegralkan dari O ke ¢» yaitu

%) o
£{x) =/% // [cos WX //' £(V) cos w¥ dVY + sin wx
. l O - '

m .
// £(V) sin wv 4v teesssceanacssnanel2s21)
2 o

' Dengan mengambil notasi

. .
A(w) %;- // FEV)Y cos W) AV cevienencensensa(2.22)

CRe]

1
=

7

B(W) j f(‘))Sin Wl.)do .l-..l.!l....--..(2l23)
| /o ; _ 4 e

Maka'persaméan‘(ZQZi) dépat dituliskan sebagai

:_f(x) =;// [A(w) cos wx + B(w) sin wx ] dw
e el e S Lt




27

2.4 PERSAMAAN BESSEL (-FUNGSI BESSEL JENIS PERTAMA )

Salah satu persamaan differensial yang penting
dalam matehatika terapan adalah persamaan differensial
Bessel yang dapat dituliskan sebagai. berikut

2 2

X y" +xy' +(X -vz)yzO.--loooc-lcnooou_(2c24)

dengan penyelesaiannya adalanh sebagal berirut

v en (- )m x2m '. ) )
J(x) = x mZO TV ol T e s ar ) veee(2.25)
Karena fungsi Bessel meliputi ve , -fungsi Jo dan
Iy .merppakan.pepyelésaian dari persamasn untuk v
yang sema. Jikd__&v_maga_didgbaﬁ |
. o _ o . ' . i} 2m o _
I_y(x) = x“’m% = L "m‘l ‘)P( : — ),...(2.26)

Jika v buken merupakan integer maka theorema (2.8)
Theorema 2.8 | |
Jika v bukan merupakan integer, sebuah penyele -
saian umum dari persamaan Bessel untuk x #70 a-
dalah |
y(x) = ¢, Jv(x) + Co J_v(x)

Jika v merupakan integer yang biasanya dinyata- -
kan dengan n, dengan n » 0 maka penyelesaian pers&mghh

Bessel dapat_dituliskan sebagai

, o , , A\ 2m |
J(x) = <0 (=10 X2 e e(2.27)
nt ;E?é 22m +.n n!l (o + o)

‘Theorema 2.9 ( Dependenci-linier persamaan Bessel J_
dan J_, )

“Untuk integer v = n fungsi Bessel J (x) dan
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J_,(x) dependen secara linier karena

J_(x) = (-D° J_(x) (n=1,2,e02)
e (2028)

Bukti :
| Pandang persamaan (2.26). Misalkan V mendékati
lnteger posxtlf n . Maka fungsl gamma dalam koef
fesien dari suku n pertama menJadx z sehlngga
koeffesien menjadi nol dan penjumlahan nilai de-
ngaen m = n. Karena fungsi

Mo -n+ 1) ={(m - n)!
maka dld&pat

'\ | o . _1jm
J-n(x) :E; 2m - n i

M= 2 o.

R
X -

(m-n )l.

=

( 1)n + 3 x2s + n

\.ﬁ
Z 28 + n

" dengan m = n + 5 -dan 8 = m - 1N . Dari (2.27)

(n+s )l 8!

('.’:

tampak deret terakhir menjadi (+1)" g (x) . Maka:
~ terbuktilah.

2.5 PEMODELAN

2.5.1 PERSAMAAN PANAS

| Dari pengumaxdh tampak bahwa panas sebuah benda
akan mengaiir dalam arah penﬁrunan suhu;.dari percoba-
an lelka menungukkan bahwe tlngkat aliran sebanding
' dengan gradlen suhu pberarti bahwa kecepatan alir panas

v ‘dalam benda berbentuk -

__vnin:ﬂKmébhd_U;::;;;;;:;;;:;;i:i;;{;13?1fiQQ,gggm“”mw_

denganIng;y,z,t) adalah suhu
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t adalah waktu

K adalah konduktivitas paﬂas dari benda.
Dalam lingkungan tetap maka K merupakan konstanta., A -
kan dicari model matematika untuk aliran panas yang di-
sebut aliran panas. |

Jawab .

Misalkan T merupakan bagian dalam benda dan misalkan

S merupakan permukaan batasnya. Jumlah panaé‘yang me -
nihggalkan T persatuan waktu adalah /éé v.n dA de -
ngan v.n @merupakan komponen'kecepatan-dalam arah ke-

luar dari vektbr n dari S, Dari (2.29) dan theorema di-
- KX /4!]‘div (grad U) dx dy dz
-K// VU dx dy dz
LSS :
T .

dengan VZU = Uxx' + Uyy +U,,

vergen:didapat

Jf va o

It

]

merupekan Laplacian dari U -

Jumlah panas H dalam T adalah

H:jjjﬁ’p dx dy dz
T

dengan konstanta ( merupakan panas jenis dari materi

benda dan/p merupakan massa jenis. Sehingga tingkat wak

tu dari penurunan H adaleh

Panas keluar sama dengan panas yang berkurang berarti

{2.30) sama- dengan (2.29). Yaitu

TSRO

- g——lti = —/jj G/) —g—% dx- dy A2 eosoesvssnsces _(2"50) I .
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Q‘Q,

JJ/

j/ @p g—”- KU20 ) @k Ay 82 weeereennneenn (2230

dydz=-K// Vszxclydz

Ka;eqa ( ) ‘berlaku untuk setlnp bagisn T dalam benda

maka. penglntegralan haruslah sama dengan nol. ‘Sehingga =

didapat : -

du. 2 v e ieenerarreeeeeereneaeeesa(2.32)

dengan-c2 - K

G{l.






