BAB II

TEORTI DAS AR

Dalam bab ini, tidak lagi dibahas tentang ring, ka
rena telah banyak diberikaa pada perkulishan., HNamun , yang
zkan dibahas adala..h. 1L.)ebel"aprzl hal atau masalah yang berka-
itan dengan ring. Sebagai pengingat, berikut ini sekilas

tentang ring.

Definisi Ring

Qandang R suatu himpunan yang tak hampa, dan pada
R dilengkapi dua hukum komposisi (opefasi) yaitu "penJui-
lahan { + )" dan "pefgandaan ( . )", Untuk selanjutnya ai
“tulis dengaﬁ : "(.R , oty . 0N, |
(R, +, . ) dikatakan suatu ring, Jjika memenuhi aksioma
aksioma berikut :

a, Terhadap penjumlzahan :

Tertutup : (Va,b€ R )(F'c€R). a+ b= c.

Assosiatif &

( V¥V a,b,c &R) . (a+ b) +c=a-+ (b + ¢).

Mempunyal elemen netral

(F e€R) (VaeR) e+a=a+e=a

Setiap elemen dalam R mempunyai invers dalam R :

(VaeR-) (3_a'leR) a"l+a=a+ al = e,

Koummtatif.

v a',“b'e R) eibebaa.



b. Terhadap pergandaan
'~ Tertutup : (Ya,bER) (AlceR) a.b=c
- Assosiatif |
(V-a,b,c€R) (a.Db) .c=a.({b.c)
¢. Berlaku hukum distributif

(.tf.a ,b,cfEB.R) a.(b+c) = a.b + a,c
(b+c).a = b.a + c.a
Berikut ini contoh contoh ring yang telah banyak dibulcti-
kan kebenarannya,
(). (2, +, . ) yaitu himpunan bilangan bulat dengan

penjumlahan dan pergandaan.

——
3%

-
.

(W 4,00 yaitn nimpunan bilangan bulét_kelipatan n,

dengan penjwnlahan dan pergandaan bilangan bulat. |

(3). (Q,+;.) yaitu himpunan bilangan rasional dengan D
jumlahan dan pergandaannyaa

(4). (En,+,.) himpunan kelas residu modulo n, dengan pen

Jumlahan dan pergandaaﬁ didefinisikan

—

a,b € %

n meka & + b = a+b dan a.b = ab

(5). (Kn,+,.) himpunan matrik berukuran n x n dari himpu-

|

nan bilangan bulat,

(/kll Kyge -

-

k ko .
21 22
Ky = . iy €24,
. L i, = 1,2,...,n

Dengan penjumlshan dan pergandaan didefinisikan

* .
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2.1. BEBERAPA BENTUK KHUSUS RING

Berikut ini akan didefinisikan beberapa bentuk lchu
sus ring dengan sifat sifat yang dimilikinya.

Definisi 2.1.1

Pandang ( R,+,. ) adalah suatu ring, R disebut

- "Ring komutatif®, jika untuk setiapr a,b € R berlgm

Apabila a.b < b.a , maka ring demikian bukan_rihg komuta~
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Contoh 2.1.2 )

(1).  Ring himpunen bilangan bulat Z =30, 1, +2, 43...]
merapakan ring komutatif,.

(2). K, yaita himpunan matrik berukuran 2x2 dari himpu-
nan Bilangan bulat Z.

1 fie k.. € %, 1,i=1,2 } ”

i
Koo

KA =
)
Ko,

Sesuai contoh (5) definisi ring, nmaka KB merupakan ring

Akan dibuktikan bahwa K2 bukan ring komatatif;

liisalkan diberikan 2 3\ [-1 =7
' ’ E 1{2
o\ P\ ) T2
maka : (2 - m3) (;1 '-'7‘) (-11 me‘) |
-(1 5\ 3 -4l 0\ 14 -2v

sedangkan, -1 < 2 -3\ ~9 mje)
| (3 -»4)' (1 5/ <2 -29
Ternyata /2 »3) -1 =7 AN, > _3)
(1: 5 ( 3 --4) t ( 3 - '(1 5

Terbukti bahwa X, bukan ring komatatif.

Definisi 2.1.3
| Pandang ( R,+;. } adalah ring. R discbut "ring de-
ngan-elemen satuan", Jika terdapat suabtu eleuwen
¢ & R sedemikian séhir_lgga untuk setiap. a&R ber—

laku : a.e = e.a = a

Dalam himpunan bilangan bulat Z =§0, +1, +2,....f |

“_meempunyai.elemenwsatuan,“yaitumlmtsatu),uDalam-szyaitu--mmmmw~~

himpﬁnan matrik berukuran 2x , elemen satuannya : (l O)



Tidak.semma ring‘mémpunyai élemen satuan,
Contoh 2.1.4. ‘
Pandang w3=i0,i1;ﬁ,i%.”}y&iuhh@mmn
bilangan bulat'kelipatan 3 w3 jelas ring, tapi bukan
ring dengan- elemen satuan, sebab untuk setiap a,béw3

~a.b ¢ a ataupun a.b £ b

Definigi 2.1.5

Pandang R suatu ring. Suatu elemen a€R dan a # 0
maka a disebut "Pembagi nol'kiri" jika terdapat su
atu elemen béSR; dan b # 0 sedemikian scehingga
a.b = 0, Dagmlcawgwmgswm,sumuelmmnreﬁ
dan 1 i 0, maka r disebut "Pembagi noihanan“ jika
terdapat PER, P £ 0 sedemikian seningga p.r = 0.
Jdika terdapat suatu elemen s € R dimana s merupalan §emb§
nol kiri sekaligus pembagi nol kanan, mala s disebut "Pew
baizi nol. |
Eiemen T € R disebut "Pembagi nol sejati” untuk selanjut=
nya dlSlnrkat p n.s Jlka dan hanya Jlka T meiapakqn pen -
bazi nol dan T # O.
Contoh 2.1.6.
(1). -Pandang ring hlmpunaﬂ bilangan bulat Z. Z merupa -
ring tanpa pembagl nol, kecuali nol sendiri,
(2). Zg = Himpunan bilangan bulat modulo §, terhadap
lilpengumlahan dan pergandaan modulo 6.
Zg _.io L, 2, 3 4 5 { .
mﬂ2 é Zg merupakan ?embagl nol, sebao 3 3 €'46-: 340

. .sedemikian .sehingga 2.3 =3.2 = 6 =
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3 € Z, werupakan pembagi nol, sebab 3 4 € Zg s 4 O.
sedemikian sehingga 3.4 = 4.3 =12 = 2,6 =0
Demikian juga untuk 4 € Zg, merupakan pembagi nol. '
(3). Pandang 4, adalah hispunan matrik segitiga atas da
ri himpunan bilangan bulaf Z.

Ly Mo ]

o2/, mijezJ

Sesuai contoh (5) definisi ring maka M, adalah ring.

Pandang {0 5 dan (3 -2 mala
e 1"'12 b _ e 1‘12

l"'12 = 0 n

0 0 0] 0

(o 5)‘(3 -—2) .(o 'o)

o o/ \o of L0 o/

Jadi matrik O 5 merupakan pembagi nol kiri
(0 0>€“2 dalam ring ii,.

Definisi 2.1.7

Jika (R,+,.) adalah suatu ring yang dilengkapi si-
fat mempunyai elemen satuan, komutatif terhadap
pergandaan dan tidak mempanyai pembagl nol sejati,

maka {(R,+,.) disebut "Daerah Integral",

Definisi 2.1.8

Jika (R,+,.) adalah suatu ring yang dilengkapi si -
fat meuwpunyai elemen satuan, komutatif terhaéap per
gandaan dan untuk setiap elemen a&€R, a # 0 menpu-

ayai invers aflEER ternadap pergandsan, maka R di-

Cabfield.



Definisi 2.1.9

Pandang (R,+,.) adalah ring dan misalkan
R* = R = 10}. R disebut "ring pembagi (Devision
ring),jika (R™,.) ';nel"uj)akan grup. -
Untuk selanjuthyar y Jika R adalah ring pembagl, R dinyata
kan dengan tanda *® A- v,

Contoh 2.1,10.

(1). Pandang ring dari himpunan bilangan rasional Q.
Q zE -%‘ l a,b € Z, b # O} ; Z = Himpunan bilangan bu-
lat, ' ‘
Selanjutnya pandang 'Q* = Q - 20]

8

:Eglamez,a¢mbﬁo}
Sekarang diselidiki Q’*terhadap pergandaan,

- Untuk setiap -g, —? E Q,*maka 3

g . -% = %3-,%— , karena p,q,s,t sepuanya tidak = nol
dan Q*tidali menmualt p.n.s, maka :
p.s # 0 dan s.,t £ 0

Sehingga terdapatlah % € Q¥ sedenikien sehingga

LBs 4
q.t T v
-~ Untuk setiap% ,'(—‘; s % & Q* berlaku :
a _c;,} e _(a.c) .8 _ a.c.e _a (c.e‘_ a./e. g)
\b " d/f £ Ti\b.d/ £ T b.d.f T b\d.fJT b {d ff

Jadi sifat assosiatif dipenuhi,
- ,
-3 @ # 0 adalah anggota Q , %’ merupalkan elemen ne—

tral _dalam.Q*,- sebab untuk setiap- _Pl & Q:k maka

L8 B Bl B

a’q ~ aaq - g
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- Untuk setiap %EEQ* dapat ditemukan inversnya yaitu

-1
(%ﬂ = g GLQ*, sedemnikian sehingga .
a (_q)"l_ a.b_ ab _ ¢
b b -~ b a~ b.a T ¢

sedangkan % merupakan elemen satuan dalaum Q=*

Dengan demikian ( Q%,.) merupakan‘grup;
Jadi Q merupakan ring pembégi.
(2) Pandang ring dari himpunan bilangan bulat Z,
z =0, £1, +2, +3, ...{ .Dapat dibuktikan bahwa 7 bu -
. kan ring pembagi.
" Pandang Z*::Z—foi
BRSNS §
.Eiemen netral féfhadap.pergandaah dalam Z*radalah.l,
Diawbil sembarang elemen a€ 2%, misaikan 3%

Invers 3 berhadap pergandasn adalsh = , sebab

2
= * manm —
3 . 3 == 1.

Tetapi % qé ¥ Dengan demikian ( Z*,.) bulkan grup.
" Jadi ( Z , + , . ) bukan merupakan ring pembagi,
(3) Pandang K, adalah himpunan watrik berukuran 2 x 2

- dari himpunan bilangan bulat,
k.. k..
'{2=i- 11 ld) k.. € 4l : 4 = himpunan bilangan bu-

21 %22 p

lat.

Akan dibuktikan bahwa K, bukan ring pembagi.

Pandang K; =7K2 - EOE ; yaitu himpunan matrik berukg'

R (0 SN 0 25 N

2x2 .'banp‘a..matrj_'}g.nol (O O) .

1.. 1. - .
A4 [ e LA
K= L L€ 1% ___"_ZO_S_




" Matrik satuan dalan Kg adalah(l. 0\

(4)

Diambil matrik sembarang dalam Kg , misalkan (2_ 3)
: A=

Canggota Lg. Jadi L

11

0O 1

5 -1
-1 =3
Invers A yaitu b= S (-J_)l~ 3 5( 5 \
o . LI - 2
1 3 |
17 17
=
2 =2
L7 17

At ¢ K, sebab,elemen elemen ‘dalam matrik A™T bukan

anggota himpunan bilangan bulat. -

- Karena ada elemen dalam 1&2* _y_a.ng'_tidak mempunyal invers

dalam K, maka, ( K;, . ) bukan grup.
Sehingga K, bukan ring pembagi.
Pandang kembali L, yvaitu himpunan matrik beruku -

ran 2x2 dari himpunan hilangan rasiohal.

(111 1io

lij € Q1 3 Q = himpunan bilangan
l ' H

IJ2 =
1 .
21 T 22 | _. rasion_al.

Pandang Ly = L, -{0]

.. n
11 712 mij e q "EO%

1?121 11122

Karena elemen elemen dalam matrik Lg berupa bilangan .

rasional yang tidak sama dengan nol, maka se“ﬁiap' Mna -

trik tersebut pasti menpunyai invers yang merupakan
;‘ merupakan grup terhadap perganda~ -

Dengan demikian L

, leru pakan ring pembagil. '

u
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Definisi 2.1.11

Pandang ( R, + , . ) suatu ring . Suatu elemen a-

anggota R disebut "#ilpotent", jika terdapat bila-

ngan bulatb positif‘n sedemikian sehingga at = 0.
a? dimaksudkan sebagal pergandasn n faktor &lemen a€ R.
-Aarbna ha51l pergendaan ters bat adalah nol, dapatlah dlk"
takan bahwa setiap elenen nllpohent merapakan pembagi nol,
~ sebab bila a # O dan n bilangan bulat positif terkecil
sedemikian sehingsa a’ = O , maké nyl.

a1 -0 gan 8™ 1.5 = 0 dengan 2" f 0,

_sehlngga &
mengakibatkan a merupakan pembagi nol.,
Contoh  2;1.12 . |
(1) Pandang ring dari himpunan bilangan bulat moduio
9, yaite Zg ={0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 7.
36‘2.9 dan % merupakan elemen nilpotent, sebab
32 = 3.3 =9 = 0.
6€5Z9 dan 6 jﬁga merupakan elemen nilpotent, sebab,
- 62 = 6.6 = 36 = 4.9 = 4.0 = 0.
(2} Jika P3 adalah himpunan matrik segitiga atas ber

ukuran %x3 dengan diagonal utamanya = nol dari himpu -

nan bilangan bulat.

7 B D]
IO Pip Pi3 (
f=y{0 © Do pi; €515 2= himpunaﬂ‘bilangan
o o o “bulat

_iudah dibulktikan bahwa Py nerupaken ring, dengan pen- . . ..

'mjumiahan“dan“perkalian“daiam“Pj“sesuai“contohme)mring;--~mwm

Ternadap penjunlahan jelas'fw'befsifat tertutup_daﬂ
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bersifat adsosiatif, dan eleten netral dalam.33 adalah

0 0O O\, juga bersifat komutatif,

0 0 O

0 0 0
Terhadap pergandaan :
- Tertutup ,yéitu :
{0 910 %3
10 0

O Pya Py
0 0 p23 q23_
o0 0 J\W 0 o0

- Assdsiatif Yaitu 3

WO P12 Py /O G2 %3

923 ,
ho o 0 1lo o o

0
{O.() (PlQLQQj)./O:_
0 0 )
\O 0 0 0
dan /O Pio Py
ko ) ng 0
0 0 o 0
0 pyp P3| [0
o 0 p23 O

o 0o o [ \0
Dengan demikian terpenuhi

— Terhadap hulum distributif

0 0
- |0© 0 0 653

0 0 0

(b 12 1;\
oo x, j
0 0 0

Tio Tio \(O 0 ()\
0 rys = |0 00
0o 0 ‘\0o 0 O
910 4933 /0 T2 13]
9 4o3 | | 23] =
0 0 0
0 (qlz-r23) O 0 0
0 0 =|0 0 0
0 0 / \0 0 0}

sifat assosiatlf.
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0 1y Py3\ [0 (agprryp) (ay5475)
= |9 0 ppgif0 0 (q25+r23)
0o 0 O 0 0 0
: 0 0 (pypedps + PypTps)
- lo o 0
6. 0 (py5.a53) 0 0 (py,+rys)
0 0 0 +]lo o 0
0 0 0 0 0
O P1o Py3\ [0 qle a3\ [0 Pip Pi\[O Ti2 Ti3
_ 0 O p23 + 0 O p2, 0 0 r23
Q0 O S0 4N 0O O
Dengan cara yang_sama dapat dibukitikan untuk
[0 91z 913\ (O ¥iz2 Tig\| /0 Pi2Pi3
@ 0 Ao | + 0 0 23 0 0O Py =
\o 0 o 0 0 J\o o o /.
0 ayp [0 Byp Py [0 Tio Tis\[0 Pip Py
0 0 'qgj. 9 0 Pog| + 0O O Xy 0 0O Pos
o o o /\o o o oo o f\o o o°-

Dengan demikian 93 merupakan ring. .

Selanjutnya, unituk sembarang matrik /O by plﬁ\
0O 0 Py | € Py
00 0 )

merupakan elemen nilpotent , sebab
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0 0 (Byp-Pp3)) [0 P1p Pys
= 0 0 0 0 0 p23
0 0 0 0 0 0
0 o 0
= 0o 0 O)
0 0 O
Dengan.demikian 0 Pyo ?13 > 0 -O, 0
0 0 p23 = 0 0 0
O 0 0 0 0 o0

Dilain pihsk setiap elemen dalam P3 merupakan elemen
nilpotent, sehingga dapat ditarik kesimpulan bahwa,

merupakan himpunan matrik nilpotent;

b
3
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2,2 MODUL E
Sebagai pengembangan teori ring, befikut ini dibe-
rikan konsep dasar module yang kemudian diikuti sub module
" dari suatu ring.

. Definisi  2.2.1

Pandung (R,+,.) suatu ring dan (M,+) adalsh grup
abelian. Selanjutnya M disebut " Module kanan a -
tas ring R" (seianjutnya ditulis dengan " R-module

kanan M“),kjika terdapat suatu pemetaan

fs+ Mx R — 3 M dengan f(u,r) = mr € M. Untuk
setiap m€M dan reR yang memenuhl H |

t(l) m (r + r2 ) = ml’r1+'ml'r§

(11) (m +m2 ).rl =m,.r

(%11) l( 1T ) = (m 171 ).r2
Untuk setiap ml’m2€'m dan rl,r2€5R .

Jika R mempunyai identitas I dan mI = m untuk setiap m&M

;maka M disebut module unit kanan atas ring R.
Konsep yang sejajar dan sama pentlngnya adalah Module kiri,

1

Def1n131 2. 2 2
IR Pandang (R, +,.) suatu ring dan (N +) adalah grup
abellan. Maka N disebut ® Module kiri atas ring
RnI(selagjutnya‘ditulis dengan " R-module kiri HP)
jiké terdapat suatu pemetaan g-: RxN——> ﬁ.
dengan g(r,n) = ran € Nyuntuk setiap r € R dan
n €N _,___jang__"mem_enuh 1 R

(i). (rl +r2};nl= Ty.ny + Toeny
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| (ii). _ rl.(nl +n2) = Try.ny + T.n,

(iidi). (Ti.rz).ﬂl = (r2 1 ) .

Untuk setiap n; , n, e § dan r, ,vr, €R .

Jikg R mempunyai identitas I dan I = n , untuk setiap

n € N , maka N disebut Moduie unit kiri stas ring R. Selan

jutnya ditulis dengan R-module unit kiri N.

Definisi 2.2.3

Jlka R merupakan ring komutatlf , maka R-module ki
ri M akan sekaligus. merupakan R-module kanan M,
Selanjutnya disebut module.ataé ring R. Kemudian

dltulls dengan " R—module M ".

Contoh 2e2.4

(1)

. 1’8'2

Pandang ring dari himpunan bilangan bulat Z. Misal

kin diambil W, adalah himpunan bilengan bulat kelipa-

3
tan 3. Akan dibuktikan bahwa W3 merupakan module kanan

atas ring e

Bukti ¢
Diketshui 2 =10, +1, +2, +3, . . . | den

Wy = k3| kes §
= {O: iBy 6, %9, . °"j = 344

Mudah dibuktikan bahwa W merupakan grup abelian ter -

hadap penJumlahan. Dlsamplng itu pada W3 berlaku Pu~-

la untuk setiap m€§W3 dan a € 4 berlaku m.a e W3
Jadi terdapatlsh suatu pemetaan £ WB x Z —> W3

mSelanJutnya dlambll sembarang elemen. ml, m265W3 Md;;mf "“

& 4. dlselldlkl :




18

(i?. mi( 8 +a,)=m.a +n.a,.
Migalkan diambil 9 &€ w3‘ dan 2, -11¢ Z

maksa 3 9,(2 + (-11)) = 9 (-9) = =81
‘ =18 + (-99)

£ 9.2 + 9.(-11).
(ii). (ml + m, ).al = M) .8 + Myedy
Migalkan diambil (-6), 15 € w,), dan 7€ 2
maka ¢ ((=6) + 15).7T = 9.7 = 63 .
| = (-42) + 105
= (=6).7 + 15.7

H

(lil) ( a; a2) = (m . l).a2 ,
Migalkan diambil (-12) € W den 5, (-8)€ 2 -
naka (—12)(5.(u8))i (-12).(-40)
480 |
(_605.(-8)
((-12).5).(-8).
Denganidemikian terbuktilah bahwa W3 merupakan modulg -

il

]

1l

éﬂ‘:as ring Z. Sedangkah Z se_ndiri merupak_an ring komu-
Vtatif, ';sebah Y 21y -a2e—:Z berlaku a,. ay= é.za 'al .
_Oleh karena itu Z merupakan ring komutatif, sesual de
finisi 2.2.3 mudeh dibuktikan bahwa W merupakan modu
le kir_i atas ring %. Jadi dapatlah ditarik kesimpulan
bahwé W; merupakan module atas ring Z atau ditulis
meoduie ¥3' .

(2) Pandang kemball ring dari hlmpunan bilangan bulat

=10, 8, 52, 53, . . . dan Wy yaituw himpmen

bilangan bulat kelipatan 5.




19

WS =%0, +5’ +lO, +15’ s e .}=%k5lkeZ§‘l

_ = 5.4 |
Mudgh dibuktikan bahwa Wy merupakan ideal dalam R. Se
karang pandang Z/W5 sebagal himpunan kelas residu.
.Z/W merupakan ring yang disebut ring kelas residu mo-
dulo H5. qa_di Z/‘W5 =§(m + WS), méZﬂ
Didalam /¥ berlaku : Untuk setiap my, m,n € 2

(m-!;WS)+(m+W'5)=(ml+m2)+W5.

n.(m + WS) (n.m) + W5
Akgn dibuktikan bahwa.Z/W merupakan module atas ring
Z. |
‘Bukti &

Karena'Z/W5 merupakan ring , maka jelaslah Z/W5 meru—
_ pakaq_grﬁf abelian terhadap penjumlahén:
Kemudian dari definisi operasi pergandaan dalam Z/W
yaltu. untuk setlap née Z dan (m + W5) EZ/W5 berlaku
n.(m + W ) = (n. m) + W5, maka, terdapatlah suatu peme-
taan g's Z x w5 —7 W o C
dengan g(n,(m + ¥ )) =n.(n + WB)'
| = (n.m) + Wg € Z/W5.
Selanjutnya diambil sembarang (mi%WB) , (m2=+W5)5 Z/W5
dan n, , n, € 4, mnaka : | ;
(1). (n1+ nq)(m + We ) = ((nl+n2) ml) + Wy
= (nl my n2.ml) + W5
__((nl.ml)+ W5 ) + ((nz.m1)+w )
e n (m 4 W ) + n2.(m +. W5)

__Misalkaaméi?mbilm"7:(-3)m¢”?_dan"19"=_4”+l?¢?3/W5 )




20

maka :(7 + (=3)).(4 + 15) = (4).(4 + Wg)

(16 + Ws)

( 28 + (-12)) + W

il

5
(Tod + W5) + ((=3)4+W50)

T(4 +Wg) + (=3)(4 +¥g)
(11) n,((m + Wg ) + (m + Wy )) =n,.((m +m2) + Wy )

It}

li

‘= (n&m + m2))+ W5

= (n,ml + n.m, ) + W5

= (nm))+ W)+ ((nemy)+ W)

= ,(m +W)+n,(m +W5)
Misalkan diambil (-12) € 2 dan - (3+w5) (2+w5)eaz/w5 '

. maka : (- 12) ((3+W5) +(2+W5))
| = (- 12) ((3 + 2) + Wg )

((=12)(3 + 2)) + WS.)'
I((Flz).B + («12).2) +W

il

5 .
(((~12).3) + Wg) + (((-12).2) +¥y)

= (=12).(3 + Wg) '+ (-12).(2 + W)
(1i1). np.(ny(my + Ws)) =n ~((n2-m1) + W5)

I

= (n Dy, l) + W5

1l

(ny.n5).(my + Wg)

Misalkan diambil 15,(-8) € 2 dan (4 + Wg) € 2/
maka : 15.({~8)(4 + Wg)) = 15.(((-8).4) + W)
(15.(-32)) + Wy
(-480) + Wg

(-120)(4 + Wg)

. | (150 (=8)) (4 W)
. Dengan demikian ketlga syarat terpenuhl oleh Z/WB.
TPerbukti bahwa Z/W ‘merupakan module ‘atas ring Z.

!ll
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Untuk selanjutnya " Z-module Z/W5 disebut =" Module qu-
otient oleh W5 atag ring 2 ".

Pandang pemefaan berikut :

0 “"W‘:

<7




(3) Pandang K3 sebagai himpunan matrik be

deri himpunan bilangan bulat 7 . Misalkan

matrik segitiga atas berukuran 3x3 dengan

22
rukuran 3x3

Fs

diagonal uta

himpunan

manya sama dengan nol, dari himpunan bilangan bulat,.

Dapat dibuktikan bahwa P3 bukan merupaksn module atas

ring.Kje
Bultis
Pandang { kll k12 le
Ky =\ [ Koy ¥pp Kpg || kys € 2
\ .k31 k32 k33
dan ( 0._ P12 Py o z
Py =-1 0 0 "pé3} pi; € ZJ'
o 0 o0 |

Sifat penjumlshan dan pergandaan dalam Ks

finisikan sebagai berikut :
21y 815 213\ [Py Pyp i\ feri o
821 822 823 |H P21 Pop Pa3| 7| C;1 22
a5 335 833/ P31 P3o P33l \Czm O3
dengan cij = aij + bij | i = 1,2,3
1 ®12 a',13\ [hll b12 biB\ [ 412
221 Bpp Bpzl\e [ Doy Pop Dogi= | doy dyy
\ 831 @32 B33/ kb3l P32 b33} \d3p dsp
1:3
dengan : dij__zég- ?it'bfj

...Judah dibuktikan bahwa P,

‘hadap penjumlahan, yaitu

5 lerupakan grup

i!j = l,2’3

dan P3 dide-

Cy3

céj

33

c

_abelian ter
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- Memenuhi sifat tertutup, assosiatif.

- mempunyai-elemen netral yailtu : 0 0 0
-0 0 0
. 0O 00
- Untuk.set:i_.ap 0 P10 pl3
o o p23' € Py
\0 Y 0
mempuanyai invers s 0 ~Py5 -1513
0 0 -Dpz) & By
0 0 0

Terbuktilah Py merupakan grup abelian terhadap penjum
- lshan. Sekarang diselidiki keberadaan suatu pemetaan.

Misalkan pemetaan f : KB X P3 —32 P

'Diambil"semb‘arang'matrik dalam 1{3 dZn 93,'
misalkan : [ 2 4 1\ 6 -2 3
-1 0 5 | €& Kj den | O 0 51 & P3
3 -2 =1 : 0 0 O
maka :/ 2 4 1 0 =2 .3 0 -4 206\
- 0 5110 0 S5)]=}]0 2 =3 ¢ P3
3 =2 -1 0 0 O 0 -6 =1

dan juga

(’0 —2 3 /2 4 1\ /11 -6 .-13‘\
10 0 54-{-2 O 5) )

\o 0 0 \3 -2 -1/ |
Terlihat tidak ada pemetaan -Ff ¢ K, x

’

Dengan demikian Pj_ bukan module kiri (kanan) atas




(4)
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ring K., Jadi P. bukan module atas ring K
3 3 3

Pandang ring M., yaitu himpunan matrik segitiga &~

>
tas berukuran 3x3 dari himpunan bilangan bulat,.
M1 M2 ™13 . :
M3 = 0 Byo m23 mij € Z
o o . m33;
.Pandang.kembali
O P1p B3
0 0 0O

Pada MB'dén Ps , sifat operasi penjumlahan dan pergan—

. daan didefinisikan sesuai contoh (3)

Pada contoh terdahulu, telah dibuktikan bahwa P3 meru-

.Untuk setiap matrik dalam M

pakan-grup sbelian—terhadap penjumlahans
Kinl diselidiki kebergdaan pemetasn f : M3 X 93'"“*7?3
Misalkan diambil sembarang matrik anggota M3 dan matrik

anggota P3 ; Yaitu

5 -2 3 0 1 4
0 7 1] € My dan 0 0 =5 ePB
0 0 -4 0 0 0
maka @ 5 =2 3\ -4\ 30\
{o 7 1}4 )=' 35JC3
\0 0 -4/ \0 O \ o 0 . 0/

Jadi terdapatlash suatu pemetaan f 3 Msrx P3-—-—ﬁ?'P3

dan matrik dalam P

3 3o

Dengan - f{4;T) = AT € Py Untuk-sebiap matrik A€ Hy—
dan matrlk T €.P

______ _3 .



Selanjuﬁnya diambil sembarang matrik
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)

A,B € My dan ma -
trik S‘,.T = PB , misalkan :
211 815 B3 by Pyp By O 85 813
A={0 ag,ay| B={0 bybys] 8=/0 0 sy
0 0 &y 0 0 by 0o 0 0
O %5 %3
T={0 0 |t
O 0 O
Digelidiki ¢
(1) (&% B)T =ffay; &5 815\ [Py Byp Bys\\ (O F1p By
0 Bpp o5l 0  Pop Pp3f)f0 O to5)
N0 0 ay/le o pyfflo o 0
/all ay by 5 a13+b13\ /() t, t13
\ 22+b22 Bygthyz 1 O 0 Fyg
/
\ 0 B35tz 0 0 0
0 (a1+P11)%y; (311+b11>t13+(312+b12)t23\
= 0 0 (322+b22)t23
0 0 0
0 (ay1%1p) {A11by 3+ 81ot0q)
=0 0 (a,,t,7)
\o o0 0 y,
0 (bypetyy) (byyBys+ b 23)
4 0 0 (b, 23)
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G to. & b., b

311 312 83 12 %13\ [Pr1 P12 P13|0 Fyo By
=0 ay, a0 0 tysltfo by, bylo 0 6
0 0 agf\0 0 o0 0 0 g0 0 O
Jadi ( A+ B ).T = A.T + B.T
(i), A ( 8 + T ) =
o jep e e [[0 Bia s [0 by, tyg
= Q 85y 8p3 0 O Spg | + 0 0O t23
(o 0 az/\V 0 O 0 0 0 \
211 o 33\ [0 (sypttyp) (8t s)
- (o a5 8p5 | | 0 0 (8,54t 53)
0 0 azz/ \O 0 0
/0 (ay; (5138, 5)) (o (s 5+ 13) ta 2(823 23))
=10 0 (235(8p3+855))

0 0 . 0

0 (a);8,) (311513'+ ) 58,7 )
\

0o 0 0
0 fay;.%,,) (apyt5 + 2),t,3)
+ 0 0 (322-t23 )
0 0 0 |
/311 a5 35\ [0 8y5 894) /311 810813 {O 1o tlﬁ\
= \ 22 823410 O 83 830 83 10 0 Bp3
0 0 333A0 0 0 ko QR ko 0 0 /

Jadi A (S +. T ) = A.8 + A7




(122). A.(B.D) =g ayy apy as) foy) by B\ [0 %y, b
| O By Bp3){|0 Py Pp3l[0 Oty
0 0 agf\l0 0 b0 0 0
CfEn Bp ays\ O (Byy o) (byybyg + by otsa)
= (O 8op 8p3 || 0 0 {byst,g)
o 0 agnflo o o
0 (agybyy8y ) (a);(Dyy8y 5Dy o) +ay obystys )
::(} 0 (&22b22t23) o
0 0 0
O (ayybyy)t 5 (ayybyq) by g+(ey )by ota) 50,5)t 0y
' =‘(0 0 ((agabyp)tys) |
0 o . 0

(a13y7) (ay3byo¥ago055) (ay by gray oboohay sba,

0

0 1y, %4
i0 0 't23
O o0 o

811 212 23\ (P11 Ppo bl;\ O %15 tl%\
0 ay, aps |0 by, bysll{o 0 tBBJ
0 0 asfio 0 bgf|lo o o

- F /s

Q (a33b33)

it

TN

L4

= ( 4.B).T

Jadi A.(B.T) = (A.B).T

| Dengan terpenuhinya aksioma (i) , (i1) dem (iii) dari

module kiri, maka dapat disiﬁpulkan’bahwa P3 merupakan

-module kiri atas ring M

5
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2.3, 8 UB MODULE

Dimuka telsh diuraikan pengertian module beserta
contoh contohnya. Berikut ini diberikan suatd -himpunan ba~

glan déri suatu module yang disebut "Sub Module",

-

Definisi 2,.3.1.

 Pandang M suatu R-module, dan (N,+) merupakan sub-

grup dari M. N disebut "Sub Module dari M atas ring

R" Jika uniuk setiap nG‘N sy Y€R Dberlaku

o nr & N.

Dari definisi diatas , untuk menentukan bahwa N me
‘rupakan sub module dari R-module M, diperlukan keberadaan
(N,+) sebagai sub. grup dari M dan untuk seti.ap n€N, re R
berlaku operaSi pergandasn nr £ N.
Contoh 2.3.2

Anbil dari contoh 2.2.4.(1). Telah dibuktikan bah

wa Wy =30, +3, 46, 49, . . . | =$k.3 |l kez §
_ _ 3

merupakan module atas i:'ing himpunan bilangan bulat Z.
Sekarang pandang w6 =€O, +6, +12, +18, ... f
=$x6| xez { =e6z.

Jelas W6 merupakan himpunan bagian dari W_. Mudah di -

3.
buktikan bahwa W6 merupakan grup terhadap penjumlahan,

sehingga W6 merupakan sub grup dari Z-module WB.
Sekarang diselidiki untuk sembarang ne W6 dan a & 4,

misalken diembil 13 w6dan (_4)@:2, ’ maka : B S

12.(-4) = -48

i
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Ternyata untuk setiap ne W6 dan a€1Z, berlaku ha € WG
Sesuai definisi 2.3.1 maka WG merupakan sub module dari
Z~module WB'
Theorema 2.3.4

Panrgang suatu R-module M dan Nl’ Nz, e e . Nn ada
1ah sub module sub module dari R-module M, maka
interseksi semua sub module N., i=1,2,...,n dari

R-module M merupakan sub module,

Bukti ¢
Misalken N = n | ne(MAaN,NN 0 ... ON) }
dengan Ni, i=1,2,...,n adalah sl_l_bmo_dule dari R-module M.
Dibuktikan dulu bahwa N merupakan sub grup dari R-module M
Syarat cukup bshwa N merupaskan sub grup dari M adalah

Untuk set:.ap n, ,n €N maka Dy = 0y £ N.

J
Dismbil sembgrang y, n, € N , pastilah n‘j merupakan ele-

men dari (NlﬂNzﬂ... an )sehingga ns;€N; , untuk setiap

J
i=1,2,... n . Demikian pula untuk nk€N . maka n, € N
Earena N merupakan sub module, maka 11J - € Ni .
Dan N, sembarang sub module, seh.ingga :

ng - ny G(NlnNz(l ...(\Nn] = N
Dengan demikian terbukti untuk setiap nj,nk ) N maka
nj -n, € N , sehingga ( N,+ ) merupakan sub grup dari
R~ module M. '
Sekarang diambil sembarang -~ r e R, dan x E N = ﬁ Ni
maka pa.snilah x € Ni , untuk suatu i = 1,2, ...,n. -
“""'Padahal N i sendlrl merupakan sub moduie dari R--module M

___.maka rx_ & Ni _, untuk suatu. i=1,2,...,n . Inj_ berarti- - -




30
rx €@ ON, ... N N )= N. Jadi untuk sembarang r & R dan
&€ N maka rx& N,

Dengan demikian lengkaplah bukti bahwa N merupakan sub mo-
dule dari R-module M,

Contoh 2,3.5
Kembali pandang contoh 2.2.4.(1). Telah dibulktikan
:bahwé W§‘= 34 merupakan module atas rigg bilangan bulét Z.
Pandang W = {O, +6, +12, +18, . . . f::{ks \ k€ Z f
Wi = {0, #15, 30, 145, . . .} =§ k.15| kez]
Mudah dibuktikan bahwa ¥ Hi5. merupakan sub module da-
ri Z-module HB ; | . | | R
 Mismiken X ;"ws N ”15
= L 0, 430, 160, %90, . . .}
={k30 | kez |
Dibuktiken bahwa N merupakan sub grup dari Z-module'kf3 ter
hadap penjumishan ., Diambil sembarang x , y € N maka
x=y € N, misalkan 30, (-90) & N maka ~ |
. 30 - (-90) = 120 & N.
terbukiti N memu pakan subgrup dari W3.
Selanjutnya diambil'sembarang X€ N dan a € Z maka
a.x € N, ~misalkan dié.ﬁbil §O€ N dan (~-4) € Z maks
(-4).60 = -240 € N
Térbuktilah bahws N = W, N W5 merupaken sub module dari

Z-module W3 y dengan We s WlS suatu sub module dari Z-mow

dule Wz .





