BAR III

KORELASI BERGANDA .

.3+1..KaSus.Sederhana.Untuk % Variabel.

F.l.1. Korelasi berganda

Pembahasan kﬂrelasi.pada bab.ini keadaan yaﬂé lebih
luas daripada karelaﬁi‘?ang dibahazs pada sub babh 2.4,
dimana dalam hal iﬁi akan dibicarakan korelasi dari 3
variabel. .
Kwadrat kosfisien quelééi. harganda Eyahg dinvatakan

2 . . .
dengan Ra adalah suatu nilal untuk mengubkur besarnya

iz

r

perngaruh daripada ¥4, X2 terhadap variansi variabsl Xs.

jika diberikan matrik

T T T
14 12 i3

Tz Tzz Tza
T = . .
T T T l dimana T.. merupakan
ni n2 ng ij

elemern matrik T dengan sifat variabel T maka
LI : : : - -
— merupakan matrik korelasi dengan ukuran 30 0x 3,
disgonal uwutamanya bernilai satu, sedangkan matrik

torelasinya diberi notasi R.
Misal diambil matrik T berukuran 5 x 3 yang
telah ditransformagikan menjadi variabel dengan bentuk T,

yaitu
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titik pada ruang

n

dapat diartikan

=

diata

T

dimensi tiga,

Matrik

g .
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fia

mn

alah korelasi berganda untuk mendapatkan bidang

pada ruang 53:

s T L .. e . e . . .
Ta = b2 T4 + bz Tz ........ O A N
’ . Fal
spdemikian sshinggs deviasi { Ts - Ts )} kecil. f1ieh

Larena itu yéng meniadi  pokok  permasalahannva  adalah
meminimalkan jumlah kuadrat deviasi-deviasi tersebut.

Bidang vang dinyatakan pada persamaan (3.1) merupakan
bidang r@grﬁgi dimana setiap Jarak péngukutan dihitung
dari titik pada bidang sgmpai koordinat X3, FParsamaan
{(I. 1) juga mearupakan satuvdari tiga kemungkinan persamaan
vang dapat diberikan. Dimana dalam hal  ini  kits  tidak
memhicarakan 2 bidang lainnya, dengan perltimbangan vang

sangat miri {tingoal menukarkan kolom—kolomnyal.
C} P g Y

i1}

Sedanghkan dalam pesmakaian, kita memakai cara alamiah
untu& meﬁiliki saturvariébel (X3} vyang bérgaﬁtuﬁg péda 2
vairiabal lainnva.
Misalnya Xa adalah tinghkat kedudukan rezpondern, Al
tingkat kedudukan ayvahnva dan Xz fingkat pendidikannya,
kemudian dicari bagaimana ketergantungan X3 terhadap X1
dan Az. | |

Jika diberikan matrik T berukuran no o I, dan
sécara kolom elémennya telah ditransformasikan ke bentuk

variabel T, maka Tz didefinisikan sebagai matrik vang

diperoleh dengaﬁ mangabaikan kolom ketiga.
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dika diberikan matrik T berukuran n =

secara kolom slemennya telah ditransformasikan ke hentuk

variabel T; maka Rz didetinisikan sebagal parti=i

dari matrik korelasi R dan dinyatakan dengan.

’
Tiz Tiz
m

Riz =

Contoh dari contoh diatas didapatkan .

.
7

5,00 2,47
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5,00 2,47 1,00 G40
2,47 5,00 0,42 4,00
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dari - definisi~définisi diatas  persamaasn @ (3.1} dapat

ditulis H

Ll

fs = T4z b_ T Q=

e

dimana Ia adalah vektor berukuran n 1 dan b, adalah

vektor 2 x 1, sehingga Jjumlah deviasinya 3

FEAI, I Ty T I = (T T, By (T TTe )

= T T =~ b" Taz T_ — T* Tiz b+ b7 Taz Taz b
3 . ~3 ~3 a ~3 ~" <a

~q ~3 ~ -
’ &
= T T 4+ b’ Tiz Teaz b — 2 b’ T2 T .. ccrasnrre={Sul])
~3 ~3 ~3 ~3 ~3 ~8

Larena perkalian vektor akan menghasilkan skalar maka

pada parsamaan (3.3) diperoleh 3

Tr {Taz b )} = {(Taz b_)’'T_ = b! Taz T’
~3 ~3 ~8 . ~3 ~3 ~3

Marga ekstrim didaspat dengan . meEngambhil derivatif

parsial persamaan (5.3) ke 9; Lemudian disamakan dengan

rol.
af - = : _ A . _ . )
= Eg = 2 Tiz Tiz Ea 2 T12 Ia O Eehlngga

Tiz Tiz B = T12 T s vsnsnnsmnannavunwsnaa=(m=d}
~3 . ~g ) o

Lamudian persamaan (3.4} dibagi dengan n.

’ . L
Tiz T4z b Tez T
Ns _ ~3
n n
Riz b = F asiicsezesssanscazzzsanasnnn (53]




L
“Tiz Ia
dengan [ Er=a— " {vektor korelasi antara 2
variahel prediktor.
X¥i dan ¥z dengan variabel respon X2«
Selanjutnyva koefisien / bobot regresi bs dinvatakan
-1
dengan ¢ B = RLZ F_ ssesssssssnanaanasassvnannans Lidad)
~3 ~3

dengan asumsi |Raz| #= O
. S ) ) ' . . z
Jika persamaan {(Z.3) dibagi n akan didapatkan 85'12

dengan menasubstitusikan persamaan (F.6) ke bentuk  ini,

¢ /
2 T'3 Ta -1 Taz Taz -1 -1 Tiz T_5
=+ ! Rt2———— R4z -~ 2 ! Raz
.42 . Y. . ~3 . ] ~93 ~3 L m
-1
= i - r’ Riz r e e
~3 ~3
2 . . . - . , .
5. 4p = variasi bagian dari wariabel Xsa, dimana

variahel ¥a dan ¥z tidak mempengaruhi varisbel Xa.

Selanjutnya persamaan (3.7) dapat dituliskan sebagai
-1
2
1 =85 + r’ R R
s. 12 re Riz Ty (Z.8)

Suku pertama ruas kanan padarpersamaan' (3.8} menvatakan

variansi residy dari bhidang regresi dan suhu kedoa adalahn
variansi variabel Xs vang dipengardhi ( dijelaskan )

regresi.

Karena variansi variabel Xa yvang dijelaskan regresi sama




I
-

dengan kuadrat koefisien koleksi. berganda maka:
. -1 1 .
Ra.12 = [r“' Rdiz r}? cmsseamassscszusussanansusna Lova?)
IR ~8) . o .
atau daﬁat dinyatakah dengan
Rs.12 = [ b’ r ]i
| ~8 ~3 z
o 1 07 053
contohlh @ diberikan matrik korelasi 2 R = |ja? 1 al?
053 017 1

selanjutnvya ditentukan X8 bergantung pada X1 dan A2,

szhingga 3

-1 1 0,7 0,53
b = Riz ra =
0,7 41 0,17 .
L
¢ ~
1 -0,7 0,58
1
0,31 l=-a,7 1 . 0,17
7 L8 v :
1 ( o 4141 f o8
T 0,51 |-0,z204 -0,39
L

Jadi kuadrat koefisin korelasi berganda atag sering

dizsebut kosfisien deteriminasi berganda ¢

2
[ o . = - = 0,55
R&n 93 q [0,31 0,99] | o.53 0,36

G,47




T.1.2. KEorelasi Parsial
Korelasi ﬁarsial dinatésigan T o s vyaitu gaefiaien

km?éiééi antaré variabel X1 dengah"véfiabei' Xé'nééteiah

pengarqh variabsl Xa terhadap wvariabel X1 dan Xz

dihilanghkan.

Ataw Vjiha- diberikan wvektos ( Ii T Ia ) vang

merupakan deviasi X1 dari garis regresi X1 atas Xs. dan

{ Tz LN Ia ) merupakan deviasi variabel X4 dari garis
regresi Xz atas X3 vang mana deviasi-deviasi ini

Leduanya tidak bherkarelasi dengan variabel Xa , s=2hingas
dapat dikatakan sebagal korelasi antaras variabesl Xi dan
X2 dimana.-Variabel“variabel terssbut  tidak  bergantung
padé'variabel 3.

Fengertian korelasi parsial menimbulkan  bsberapa
masaléh \,-r-anglmenar'ilf.3 diéntaranya koreiasi Lhaval; yéifﬁ
karelasi yang ada menurut perhbitungan statistika, tetapi
terdasarkan pemikiran/logika sebab-akibat tidak ada.
Contoh, korelasi antara curabh hujan dan jumlah panen
gandum, korelasi ini dipengaruhi'oleh varian suhu, karena
hujan vang tinggi menyertsi  swuha  vang  rendah sehingga
akan menurunkan panen gandum.

Coﬁtmh lain; Korelasi antara banyaknya pesawat telephone
dan banyvaknya . korban mati ké:elakaan lalu 1lintas,

keduanva nalk sstiap tahun, hal ini dissbabkan karena




23
~modernisasi-hidup menyebabkan -alat-alat —haru  (telepon,
kendaraan bermotor). '

selanjutnya  kita  akan  beralih ke - bentuk
pendekatannya, seperti yvang telsh diorsikan diatas,
korelasi parsial didefinisikan sebagai korelasi  antarsa
—_ % oy —
¢ :‘?1 r;l.El Ia > dan ( Tz rza T:j }
Untuk mendapatkan Lkorelasinya, langkah pertsma dicari
- 3 - - t - - -
kovariansi antara deviasi-deviasi variabel tersebut,

valtu :

— AN — 3 4 a mooe
(~1 Fys rga’ ‘Ez “za ~a’ Ix l:‘{:2 Tia g s
n - n n
r. T 'T T *T
_ 23 ~1 N3 +p 7 ~3 ~3
n 13723 it
= -r - +
riz lxa rz.-z rza ri:] 3:'13 rza
- — 2 1 e + 3
rf.z Tis 1.2:—: ri.’-j 123
- .
=r,, - P (3.10)

Langkah selanjutnys sesuai dengan penjelasan pada baglan
akhir dari 2.2 maka kovariansinyva dibagi dengan akar
kuadrat dari perkalian variangi- variansinva

Variangi variabel X1 (variangsi residu) :

> . ' ¢ ~ i ’ ‘?‘ +
Ares Y Tr g T 1,7, 20 T, 1, 10T,
n T hn - 5 ' n
=1 -2 + 1 1
i3 13
=1 - (3.11)
13 )

Dengan cara yang sama didapatkan wvariasnsi variabel Xz




(variansi resida),

(IZMFZQ Ia)’(IZ—rza I3) A
. ' . =1L - s mm e me e LoalE)

M - _ - a

sephingga koefisien korelasi parsial didapatkan, yaitu @
(o Fooor :
12 — 43 =23 - = 4

- o= e mmm oA mEm o awon s Sa 13}

vV [1'— ria] (1 - r?s]

3.2, Kasus Yang Lebih Umum
Kasus omum merupakan keadaan yang lebih umum dari 3
variabhsl. Untuk memudankan, kita akan menggunakan notasi

matrik T  berukuran n 2 m vang merupakian pngamatan

‘Hari prediktor-prediktor {psramal) dan variabel VY adalah

variabel yvang ke m + 1; sehingga persamasn  regresinya
ditulisg:

Y = T D eeervnnnsrrnnnranssacrannss (3.14)

Semua variabel telah ditransformasikan ke bentuk variabel

T dén diasumsikan, ,
T'T T

R = sadanagkan —— T r

Seperti plada persamaan (3.3) kita adakan fungsi :
FE Y ¥y =¥y = (Y - T BY(Y - T b

=:-'{’

1<
I
a)

TOY - Y ThHETTE
=y Yy -2p T Y4B T TH

Lemudian dicari harga ekstrim untuk Fs  valtu bd

diderivatifkan pafaial ke E’s sehingga
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T" Th T Y

kedua ruas dibagi dengan n, didapatkan :

[uy
1k
A

vy dimana R} # €@ cenevienaaunas (F13)
Mengingat persamaan (2.10), variansi variabel ¥ dapat

dipisahkan menjadi 2 baglilan 1

vaity variansi residu dari regresi Hyperplane dinotasikan

= dan variansi Y vang dapat dijelaskan aoleh
v.123. . .M : = :
s . . . =
regresi Hyperplanes, dinotasikan R ' o= R r s
= Ye123. .. m e ~ '

sghingga semua kasus umum secara analog berasal  darid

kasus 3 variabel

X

Dalam Model vektor Y merupalkan proyeksi Y pada
hyperpléne vm ditetapkan T. sedangkan proyeksinva

mempunyai panjang =ama dengan Loefisien borelasi
barganda, yang mana juga sama dengan cosinus sudut antara
Yoo dan % Fobot regresi b | juga digambéfkan oleh .arah
posisi ¥ menurut "Resultante hyperparallelmgfam“. |

Fada persamaan (3.15) diisyaratkan [R| = © bagaimana
jika ]R| = 0 | Jawabannya adalah m vektor T pola

hyperplane pasti mempunvai dimensi lebih rendah daripada

m , karena R mempunyai rank lebih kecil daripada fit o




oleh k

rena itu kita dapat mengabsikan variabel X yang

m

bergantung'linier dengan variabel X lainnya.
Dalam model vekitorpun keadaan korelasi parsial  juga
sesual dengan kasus * variabel. Coba bayangkan hyperplans -

dalam ruang tegak lurus dengan vekitor Y , dengan proyeksi

vektor T pada bidang ini. Bidang tersebut adalah em
dan  vektor Ii 3 meEmpunvail  proyeksi padanva ‘dengan

Cpaniang ]?i__z s sedangkan cosinus sudut antara
1 .

~
A1
proveksi-proyeksi 1tu sama dengan korslasi parsial. Jadi

—

rumis (3. 13 tetap berlaku. unituk sembarang korelasi

xixnj, v

Dehgan -beoitu dapat Jjugas dinyatakan tingkat

korelasi parsial vang lebih  tinggi. Demgan =imbol
atau z=scara singkat ditulis r aitu

xi ®xj.xk xl mREmm = ' vkl ¢ 7
mengartikan korelasi antara deviasi Xi dari bidang

regresi untuk regresi X pada Xk dan XU disatu sisi  dan

deviasi Xj dari bidang regresi Xj padzs Xk dan X1 di
=isi vang lain.
Dalam perhitungannya, pertama—tama dicari/hitung Fo

r, dan kemudian dihitung . . dari :
ilt. k = ij.kl

r - r r

- ij.k il.k o jl.k -

L. kb - e &
vl—r“i_f.k vl—r'z

il .k

14&)




dimana rumus (3.13) digunakan pada korelasio s=telah Xk

dikeluarkan.

dinamakan korelasi parsial

Korelasi parsial ¢, . 0
: R ijikim
tingkat kedua. Dan sebagainya dapat dihitung dengan
menggunakan - rumus {3013 secars bherulang-ulang dari
korelasi parsial tinghkat Sebelimiyd secara berurutan (dari

tingkat kecil ke tingkat vyang lehih . besar SBEAra

barurukany -

. Contoh Fenggunaan Rumus

.

Untuk penjelasannya, diberikan I varia

i
{

-

sehagal
berikut (Blau dan Duncan 19673,

¥ = +ingkat pendidikan ayah

Y = tingkat pendidikan anak
7 = gtatus kedudukan akhir anak

Korelasi antara variabsl-variabel diberikan dalam tabel
.1, wrwtan waktu dari variabel ditentukan. vyaitu
pendidikan ayah mendahului pendidikan anak dan status
hédudukan akhir anak. Kita amati bagaimana regresl 2 pada

2 variabel yang lebih awal/mula.




Tabesl Z.1. Contoh FHorelasi

Z Y Z

X i C0,45% | 0,322
Y 0, 4583 1 - 0,596
G, 322 0,596 | 1

Bobot regresi bsdihitung-dari persamaan {T.b); vaitu :
i |

-5
-1 i . 0,453 0,322
ng Riz g =
) 0,453 4 0,506
. (1 -0.,453 ( o,azz
T 0,795
i -0, 453 4 O,506
\ _ L
. .
A 0,052 0,085 )
he
0,755 -
" L0'450 Q, 5468
N -

korelasi berganda dipsroleh dari

2 .
R = by r
Z.RY ~2 ~3
_ 0,065 0,566 o,szz2) _ 0,559
o, 598
dan R = \f z = \/o,558 = {,599
Z.XY R : ;
. XY
Dengan begity nampak bahwa HZ . wmedikit lsbih besar
. XY

dibanding r__ , jadi peramalan I dan Y tidak membuat
lebih bailk, jika dimuati ¥ sebagai peramal kedua. Ini

juga nampak benar untak  korelasi  parsial A Gl




dihitung dari persamaan (F.13) sebagai berikut i

L TN . S s 8P8 ~ (0. 403) (0,527
T Naer VieE Vioo,4832 Vi-o,722°
¥y . XZ : ’
= (3, 3E5
Dari situ nampak LA | sedikit iebitb kecil
daripada FYZ s Y&Nng  mana menunjukkan  sangast  kecilnya
korelasi  antara Y darn 7 dapat diterangkan oleh

teplergantungannya dengan variabel X,

Jadi persamasn regresinyas adalah s

DL 0ES X o+ G,586 Y, dimana I komponen dari £ Yang

Merpantung pada ¥ dan Y. Dengan variansinys =
- -

k4
r =
ZeYX

Lt

1lsh haremna itu biss

L,

uga dituliskan parsamaan :

7 = 0,065 K b 0,586 T +* B sunneevennne (T.17)
VAMD mana EOmpnen ; vang ditambahkan éerupakan kamponan
dari I vang tidak bergantung pada X dan Y. Dari situ
akan didapathkan variaﬁsi komponan &

’ 2
Vel = 1 - R = 1 — (1,559
Z .

0,841

Karena variabsl- X, Y dam Z dalam persamaan (1.17)  telah
ditransformasikan ke variabel 7T. Hal inli akan lebih baik
dibuat anggapan (ésumsi} vang szama untuk kesmpat variabel
dan difuliakan H

7 o= 0,085 K 4+ 0,888 Y + 0,801 @ .awsws-ess (F.18)




0

komponen & (berbeda dengan e ) merupakan variabel @*0gin:

~yang. diassmsikan Sebagal yariabel T, penambahannya  pada

varians 7T meEnimbllkan kosTisien pada’ persamaan 18y,

vang mana sama dengan skar kuadrat dari varians
tambahannya {(residu), yaitu /0,441 = Q,B01
Hasilnya dapat dilukiskan seperti pada gambar Z.35.

Dalam hal ini variabel dilwkiskan sebagail simpul jaringan

Ctumgoalnya mata panah  menuniukkan bahwsa Z  bergantung
pada X, Y dan  a. Selanjutnya  Jjumlah tanda panéh
menyatakan pairsamaan Z.18Y.  Rangkapnyva mata panah
manuriukian bahwa it dan Y  berkorslasi farah
Lkatergantungan dimulail dari miai kiri}g nisal X peramal’
fmempengarubi L.

Bh. 3.3

Diagram lintasan darl

Lorelasi berganda.






