BAB III

_PEWARNAAN GRAPH. . .

PEHARRAAN TITIK
Deflnlsl 17
Pewarnaan- A suatu’ graph e] adalah suatu
3o . .-pemberlan'l warna pada semua titik dari graph
" tersebut sedemikian sehlngga tltlk titik yang
bersisian mempunyai warna yang berbeda. Jika G
@émpunyai.pewarnaaﬁ~)\:, maka G dikatékan
berwarha—;\.
fDefiniéi.18 :
Bllangan kromatlk dari G vang dlnotas1kan
dengan K(G). adalah gumlah ‘minimum 7\ vang
dlbutuhkan dimana G nya berwarna- %
Ganba¢ 3.1 menunjukkan tiga .macam pewarnaan vang
berbeda pada graph vang sama, ma51ng*ma81ng dengan
Pewarnaan—>~, dimana X = 3, 4-dan'5,-sedangkan

gambar (d) bukan merupakan pewarnaan graph,

(a) | (b) (e)
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Dapat dlllhat pada gambar 3 1 dlatas bahwa bllangan

qallng bersisian (dengan membenth suatu qeg1t1ga)
l'dlmana harus dlberlkan warna vang berbeda

Buatu .metode sederhana "yang digunakan' untuk
mémperoleh béta; bawah K(G) édalah dengan mehcari
subgraph.léngkap ﬁerbesar dalam G
Gontbhhya, pada graph berlkut mengandung graph

 lengkap Ky, sehingda K(G)>4 .
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Gambar 3.2
" Adapun batas satas dari'biiangéh kromatik K(G)
:dapat:ditentukan berdasarkan dérajat tiﬁiknya Yansg
aiberikan oleh teorema berikut,
Teoréﬁa 3.1
Jiksa d. adalah deréjat maksimum dari suétu

titik‘didalam graph G maka K(G)=d+1
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Bukti =

WUntuk”,membukfikannyaiﬂakan,,ditunjukkan _bahwa .

alta dapat melakukan suatu: pewarnaan (d+1[
pada G. _Hlsal dlberlkan (d+1) warna yangl
t”berbeda Pilih sembarang titik vg dan warnai
tltlk_ tersebut dengan suatu warna sembarang
dari (d+1l)warna. Kemudian pilih suatd titik
“yang belum berwarna, katakan vi, warnai titik
vi ini dengan suatu- warna yang belum diberikan
_‘pada titik-titik yang bersisian terhadapnya.
‘Hal ini selalu mungkin, karena derajat dari v
- atau dv1_d berarti paling banyak d warna yang
sudah d1paka1 oleh titik-titik yang bersisian
dengan Vs Jadl V1 dapat diwarnai dengan warna
ke (d+1). Ulangl proses.ini dengan menentukan
Ctitik vy yang baru sampail semusn tltlk telah
dlwarnal. Jadl dengan perkataan laln K(G)<d+1
Catatan
| Dari cara pewafnaaﬁ teréebuf, jelas Bahwa
biiangan kromatik untuk graph lengkap dan  cycle
yang pénjangnya ganjil adalah d+1 ataun

K(G)=d+1.

3.2. POLINOMIAL KROMATIK
Definisi 19 .
P(G, A ) adalah banyaknya cara pewarnaan

titik-titik dari G dengan >\ warna sedemikian
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éehingga'tidak ada - 2 tiéik'bersisian‘diberi
warna yang. sama. Fungsi P(G, A ) disebut
'Contoh 1
'”Jika'c“adalah“path“Pg,"maka_uhtuk'méwafnai
titik.— titik graph tersebut titik yang beféda
ditengah dapat diwarnai sembarang dari \ warna. Dan
warna ' ini tidak dapat dipakai lagi untuk mewarnai
titik lainnya agar mémeﬁ?hi syarat pewa:héan.
- Sehingga titik-titik yang bersisian dengannya dapsat
diﬁainéi deﬁgéh ééiﬁﬁ satu wafﬁa défi'(?\—l) warna

vang tersisa, maka : P(G, A)= A(N-1)2

G s 0 o
' A A . Nl

Contoh -2 : | N

" Jika G‘adalah suatu graph lengkap K3, maka
titik teratas bisa diwarnai sembarang dari X warna,
titik yang lainnya dapat diwarnai dengan -1 warna
karena'titik-ini bersisian dengan titik teratas.
Dan pada titik yang lainnya (sisa) dapat diberi
sembarang warna dari \-2 warna vang belum diberikan
pada 2 titik lainnya. Maka :

CP(G, N = A A-1)(A-2)

o

2Nt O N N-2
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'Dari contoh diatas, Lkita dapsat mengembangkannya

_yang lebih umum lagi yaitu jiks G adalah graph

lengkap Ky, maka
P(G, AD = A(A-1)(A~-2)...(A-n+1)

(n)yang ményatakan

‘Untuk mudahnya diambil notasi
 bentuk faktorial dari A ( A-1Y(AS2).. (A-ne1).
Contbh-3': ' '

Ambil gréph G sebagai graph kosong dengan, p
'ﬁitik:- P titik ini masing-masing- dapat diwarnai
';dehgaﬁ:% cara. Sehingga untuk graph ini.berlaku,

L P(G, Ay = AP

Pada éewarnaan suatu éraph G’dalam-%-ﬁarna

‘bisa terjadi 2 hal berikut : . |

1. Tétik.A'dan B yang tidak bersisian mendapat
- warna yang sana.

2. Titik A dan B vang tidak bersisién mendépat

warna'yang berbeds.

Contbh.: . -  | .
P P ' :
n d/////:o b m \f\\\\ob
P b ' m
Gambar 3.3
Keterangan
m = merah b = biru p = putih
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Teorema 3.2 :
G adalah suatu graph ,sederhanar,, misal A dsn B
dua-titik yang tidak bersisian dalam graph G.
‘, G° adalah sebuah graph yang didapatkan dari.G
o  deﬁ§§ﬁ,mengHﬁ5ﬁﬁ§k§n sébuah éé¥is ant&raiA daﬁ
B. Sedangkan G* adalah sebuah grﬁph.yang'
didapatkan dengan menyatukan titik;A d;ﬁ B
vang menjadi sebuah titik tungégl, maﬁa
PG, A) = P(G", X)) + P(G", )
- Bukti .
Jumlah'cara pewarnaan dari G dapat diﬁelompok~
kan dalaﬁ Z kelompok. Kelompok l.adaléh peﬁar—
~naan G dimana ﬁitik A dan B mempunysai warna
_yaﬁgrsama.dan kelompok 2 adalah pewa:nagh G
rdimana titik'A_dan B mempunyai'warﬁa{yang
‘ berbeda. Banyaknyé pewarnaan—- A dari G dimana A
‘dan B dibéri warna yang bérbeda tidakrbefubah,
Jika suétu garis menghqbungkan'titik A dan B,
oleh 3areﬁaﬁya sama dengan banyaknya pewar-
naan- X dari G°. Banyaknya pewarnaén—h dari G
_dimana{A dan B diberi warna yang;sama<tidak
bernbah, jika titik-titik A dan B disstukan,
dan kérenanya sama dengan banyaknya pewarnéan—A
dari G". Sehingga jumlah banyaknya pewd&na&n—)
dari G adalah :

P(G, A) = P(G", 2) + P(G", A)




Untuk mengganti penulisan P{G,™) =P(G'fk}+P(Gh,?0,
akan digambarkan'dibégggriﬁi aiﬁéhé”gfébﬁ dwdiﬁﬁbilmww
graph vang sederhana.

“Dengan - ménggunakan" teorema  diatas - secara -
beruléng—ﬁlang dengan menandali A dan B . sebagai
titik vang perlun diperhatikan pada tiaﬁ_— tiap
langkah, maka didapat

G : A
0 o
D . oB
L | / | .
oi:::::::OA c A
G ‘. %/{&/ Gt G ] RS ¢ S [
M ? ' .0\ ./0 . i
0*—u~a4—-0' o o
N
L0 . O ——————0 0
Jadi P(G, A ) = n$4> 4+ 2 X8> 4 »(2D
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Dari hasil vang didapat, tampak bahwa

,polinomial,h,wwﬂ ﬂkromatikw ,”dari W,”suatuwwm graph,"”,,,,j

disederhanakan menjadi penjumlahan bilangan
faktorial.

- Dari teorema 3.2 maka sébagai akibatnya

diperoleh teorema berikut
Teorema'3.3

. Gladalah suatu graph sederhana, misal G* dan G"

adalah graph vang diperoleh dari G° dengan

ménghapus " dan meﬁyatukan antara titik A dan
menjadi sebuah titik tunggal, maka

PG, ™) = P(G. ™) - P(G", ™)

Bukti :

o Pada teoréma- S.é” proses “?ang- dilakukan

adalah proses _bgnambahan garis dan berakhir
.dEngan poiinﬁmial kromatik yang .- dinyatakan
dalam bentuk _faktorial pada .graph - graph
iehgkap. Tetapi pada teopeﬁg ini proses yvang
dilakukan adalah proses pehghapﬁsan garis.
Apabila A dan . B adalah 2 titik yang

‘bersisian dalam G, maka G = G'- %A,B)'dan G"

diperoleh dari & dengan .menyatukan (A,B)
dalam sebuah  titik tunggal. Proses
peﬁghapusan garis ini akanf herakhir dalam

ﬁentuk polinomial graph kosong.
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Sebagai contoh perhatikan graph dibawah ini
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-Dari-uralasn gambar diatas didapathan

P(G, ) = 24 - 428 + BAZ - 3N |

3.3. PEWARRAAN GARIS -

Pewarnaan garis- A\ dari suatu graph G adalsah

suatu pemberian A warna pada fiap - tiap gdaris

dari Gi sedemikian sehingga 2 garis [/ Iébih

yang bertemu pada suatu titik diberi warna

vang _berbeda. Jika

] mempynyai pewarnaan

‘garis-\, maka G dikatakan berwarna garis-A .

Definisi 21 :

Index kromatik dari G dinotasikan K'(G),

adalah jumlah minimum A vang dibutuhkan

. " dimana G nya berwarna garis-"A.

N
YALY,

(c).

Gambar
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Keterangan

1l
t
Il

‘merah b =biru p = putih

k

it
H
Bl

kuning ' h hijau ~m ungu
Pada ‘gambar diatas (a),(b) dan (¢) merupakan pewar-
néan_garié?é, pewérnaan"garisri dan pewérnaan

garis-6 dari.quatulgraph ] denggn.s'garié. Sedang-

kan gambar (d) bukan mérupakan ,peﬁarnaan garis,

sebsb ada 2 éaris berwarna sama ysng be;temu‘pada‘
satu titik.

Selanjutnya ., sejak G-menéédddng-4;gariS'&ang

bertemu*pada satu ( yaitu  suatu titik yang ber-

: derajét-é ), ‘yang mana harus diberi warna yang

berbeda-beda, maka K°(G)=4. o

mUnﬁuk ﬁehgntukaﬁ5bé£as baw&h K'(G} adalah
dengan heﬁéari derajat‘suétu tiﬁik yang ferbesar.
dalam G, sehingga K" (G)2d.

Contoh

Gambar 3.8 B
Jelas terlihaf dari gambar diatas , Jjika derajat
terbesar dalam G tersebut adalah 4, maka K'(G)24.
Unéukn@enentukan batas atas dari index kroma-
tik dapatvditgntukan beraasarkan derajat titikﬁyﬁ

i

yang diberikan oleh teorema Vizing berikut.
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Téorena 3.4 (Teorema Vizing)

ﬂﬁ”,inkéwG”adaiahwgraphmsedérhanawyangwmempunyairwrm—~r—7—wrw

~ Bukti

titik dengan derajat terbesar adalah d, maka

d=K" (G)=sd+1

Pandang pewsarhaan garié'suatu_grEQh G vang
mempunyai titik dengan derajat maksimum d.
Agar memenuhi pewarnaanégaris vang proper,

garis—garis vang insiden pada satu titik yang

‘berderajat d, haruslah mempunyai warna . yang

berbedsa. Sehingga G merupsaskan pewarnaan

garis~d,'tetapi.bukan pewarnaan (d*l} maka

minimal warna yang dibutuhitan adalah d.

Selanjutnya untuk membuktikan bahws KT(G)£d+1

‘akan dilakukan suatu rewarnaan gafis dengan

(d+1) warna pada G. Misal diberikan (d+1)

rwﬁrna.yang berbgda pada suatu graph. Ambil

sembarang garis, kemudian warnal garis terse-
bpt dari salah satu warna (d+1). Selanjutnya
pilih garis vang lain vang belum diwarnsai,

kemudian warnai garis ini dengan suatu warna

~vang belum diberikan kepada garis-garis yang

bersisian‘terhadap garis pertama yéhg diambil.

Ini terjadi, sebab telah diketahui bahwa
derajat maksimumnya adalah d, ysang berar;i

maksimum d warna sudah dipakai oleh garisF
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garis yang bersisian:déngan garis pertamsa vang

WWWWmﬂiwarnai,”sehinggaWgaris*lain“ini,dapatﬁdiwarfh”, B

nai vang ke (d+i} warna. |

, bafi féoréma Vizing diatas, maka dapaﬁ dikatakan
5aﬁﬁé‘5iﬁa-éféaﬁiéﬁ'éegﬁéféﬁg Qfﬁéﬁ se&érhana@ maka
index kromatiﬁ dari G adalah'd atau d+1. Ini mem
berikan suatu cara pengklasifikdsign beberapa graph
. sederhana dalam 2 kelompok, vaitu :\5‘(G)=dﬂ atau
'K‘(é>=d+1.  | | '

_ Dari pengelompokkan ini jelas bahwa“cyole:yang
panjangnya ganjil K'(G)=d+1 dan untuk oyeie yang
.'pénjAhgnya genap K'(G)=d.
~Contoh

. 1 .
Oe— . 0 Coe . fal

1 7 i

K (Cq)=2 - K*(Cg)=3
7Teorema-3.5 : '
{ndex kromatik dari suatu graph lengkap vang
mempunyai n titik, | |
K'(Rp)=n jika n adalah ganjil dan
K‘(Kn)zn—l.jika n adalah genap
Bukti : |
-Jika n ganjil, pewarnaan gsaris pada semnua
garis dari Kp dipercleh dengan menempatkan
titik-titik dari K, membentuk polygon Qaitu

n-gon. - Selanjutnya warnailah garis—garis vang
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.tériétﬁk”pAdértaPal ﬁatas aengéﬁrwarné yang
_~w~~berbeda—beda—dan~ﬁpabilarmﬁéihmﬁda—garié-gar15~rr
sisa vang belum diberi warna,.berilah”wérna
yang sama dengan warna dari garis-garis pada

2 vang eseisjar dengsnnya (lihat

O

)
ot
B

tapal ba

g

~J
St

ambar 3.

3 1

Ggmbar 3.7
Dari pengsmatan akan didapat bahwa'banyak

gariz dengan warna sama maksimél adalah %(n—l);'

maka Ky tidak mungkin merupakan (n-i)"ééwarnaan

gafis sehingga K*'(G)=n

Jika n genap (n24); maka K, dsaspat dipandang
sebagai jumlahan 1éngkap (n-1) graph dengan titik
tunggéi. Peﬁbe¥ian warna pada gdaris-daris dari Ky.q
persi% seperti cara diatas, maka pasti pada setiap
titik dari Kp-1, itu térdapap feéat 1 w#rna vang

kurang dari garis-garis vang énsiden dengannysa. Dan

- warna-warna yang kurang ity semuanya berlainan.

Readaan demikian dapat dimanfaatkan untuk memberi-
kan warna-warna ini pada garis-garis sisa dari Kp

vang belum diberi warna (lihat gambar 3.8). .
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Gambar 3.8

Akhirnya dari hal-hal diatas diperoleh bahwa
index kromatik dari suatumgraph 1eﬁgkap dengan
n titik adalah nsjika n adalah genap, sebalik-

‘nya adalah n jika n adalah ganiil.
E°(Ep.pn) = d = max {(m,n)

Misal m2n dan Ky, (lihat gambar 3.9) dengan

banyak titik n dalam Vp dan m titik ddlam Vy.

Gambér 3.9

Pewarnaan garis didapgt dengan memberikan
wérna pédé garis-garis yang insiden dengan n
rtéfik. Sesuai arah Jjarum. Jjam vyaitu
(1,2,...,m); (2,3,...,m,1); (n,m,1,2,...,0-1).

Jadi K" (Kp p)=max (m,n).
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