BAB III

EIFAT-SIFAT DAN INVERS TRANSFORHASI - 2

3.1. sifat-sifat Transfortasi - Z
Di dalam bab ini akan diuraikan beberapa sifat penting dari
tranformasi - Z vang dapat digunakan untuk menentukan X (z)
dari {xp}.

Beberapa sifat transformasi - 2
3.1.1. Kelinearan

Transformasi - Z adalah suatu operasi linear

7
7 [a {xc} +b v} 1 =3 {axg + by} 2 k
o o _
=z axkz—k + = bykz_k
=._w =—e/)
S e .
= al xX.=2 + b yp2°
k=*~w k k=-u k

a X (2) + bY¥Y (2)

Contoh
1. Uy = cos__kw_o ;K 20
ambil barisan ak, k=0
dengan menggunakan 2.2.3, maka tranéformasi - Z
\! 1 ' -1
nya adalah X (z) = ———— dimana |az | <1
1 - az” a < |z|
Berdasarkan transformési di atas
ikw |

untuk e - , k

Sy T R



1

1kwoz_1 1wy

1-e , dimana |e =~ z7l| <1

ikwg
Sehingga untuk e s k>0

diperoleh X (z) = , di mana |e z 1|<1
iw .
0 -
1-e z"1

- Jadi dengan menjumlahkanlbariSan4barisan-di'atas, di

peroleh
% %
u(z) = + ;1< |z]
iw -iw,
0 _ 0 -
1-e z71 1-e z~1
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l-e A 1. e 2 1 + e Z 1e 1
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3.1.2.

- -1
1 Ccos Wy 2

1 - 2 cos wy z71 4+ z72

2. %, =2+3K kx>0

dengan menggunakan 2.2.3, maka transfortasi - 2Z
nya adalah
VA -
x(z)= ¢ (¥ + 3Ky 27k
k=0 L
- _ 5 -
=3z 2Kk 4 353Kk
k=0 k=0
1 1
= +
2 3
1i-- 1 - -
z Z
untuk barisan yang pertama | z | > 2
untuk barisan yang ke dua [ 2 | >3
Pergeseran

Pada bab II telah didifinisikan bahwa barisan-barisan -
{Xx} mempunyai transformasi -Z'X(z).

Dalam pergeseran ini akan dicari transformasi -Z dari
barisan {¥, 4 yo} di mana tanda plus menunjukkan
pergeseran maju sebanyak ko langkah, sedangkan tanda
minus menunjukkan mundur sebanyak ko langkah

dari difinisi
th

Z [ (X £ kot 1 =% X s ko 2 °
k=-u
4 -m + Ky as
= X z 0, dimana m=K * kg
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£ kg
.——Z EXmZ
m=-

=m

+ k
=z 0 X(z)

Penerapan dari sifat ini adalah dalam penentuan suatu
keluaran sistem apabila u sebagai masukannya.
contoh :

Misalkan sistem dilukiskan oleh :

Y * % Yg-1 = Uk * Ug-g

Sedangkan transfortasi ~Z nya suku demi suku ada

lah sebagai berikut : |

Y(z) +% z71 v(z) = u(z) + 271 U(z)

v(z) [ 1+%z 1 1=u(z) [1+2z1]

sehingga

: 1+ z71

¥Y(z) = —— U(z)
1 +% 271

Untuk mendapatkan Y(z), harus diketahui U(z) lebih

i

dahulu misalkan uy ¥, k=20

< -k
maka U(z) = T Xy z
k=-¢;

[¥4)
= = (k7
k=0

1

sehingga

¥(z) =




1+ z71

1+%2Y) (1-%2z0

A B

1+ 271 = +
1+ % 271 1-% 271
=a(1-%z1) +B(1+%z1)
= A~ % 2l a+B+ 3 z~1 B.
SAEE ¢ (-xatEE T
A+B =1
-A + B =2
+
2B = 3
3
B = —
2
A+ B =1
-3
A+ — = 1
2
3
A =3 l - —
2
1
_ : _ 2
sehingga dapat ditulis
1 3
2 | 2
¥(z) = +
1+%z71  1-3%271

3.1.3. Transformasi satu pihak.
Transformasi -2 satu sisi atau satu pihak (unilater

al) di difinisikan sbb:
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(z) = 2,, {X} =A
X (2 X 2 ¥, Z k
u u k k

. k=0

= -1 -2

—X0+Xlz +X22 +..-o‘
Penerapan transformasi -Z pada suatu barisan tergeser
dengan mengambil kg tak negatif.

Pertama ditinjau pada barisan mundur xy_,,
2

Z., {x 1= % x z
oy AEpp N b T & Aok G
o 0" k=0 o
o (m + kj) .
= 3 Xm 2 0 dimana m = k-ko
[}
= z27Ko g X 2 "
= 2Z {Xkoz + X_k0+l zZ +...+ X_lw 2+
Xy + xq z L +...} -
0 1
, L -1 . ~kotl
= x_ko + xko fl z + S0 X g2 +
z {Xg + ¥q z71 4 zzz—l + ... }
_1 —k0+1
-k
0
b _ X'Pl (2).

Contoh:

Untuk vy + E Yk—i = Uy + U4

dengan syarat awal Yop = 2, Yo=0 dan uy =(%)k,k =0
transformasi -Z dari u = (%)k'adalah

1
U{z) =

1-% z~1



transformasi - Z dari Yic +. % Yk-1 = Uk + Upoq

adalah :

iy +

% Yp-1} = Zg{u + u
Y,(z) +% y_,+ % z71 v, (2)

1
Y, (2) (L+%zhH+3 .2

Y

k-1t
=Uu

= U, (2)(1+ 27

(z)+u“1+z'1 U, (2)

: o 1+ z_;
fy (2) (1 + % 27 1)+1 =
o , 1=y g1
1+ 271 1
u - - -
(1-%zH@a+521 1+%3z271
1+ z7% A B
(1L - % z"l)(l + % z'l) 1 - % z~"1 1+ % z“l)
1+zt=a0+%2z1) +B(1-%27Y
=a+%az1 +B-%5B2z"1
1=32A4%B =>1=A+B
2 =A-B
1=%AaA-1/2 B = +
3 =2 A
3
A= —
2
1=23aA+B
3
1=—+B
2
3
B=1-— = ~%
2
3
2 E i
Jadi Y, (z) = - -
1-%z71 1+ % z71 1+% g1
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Kedua ditinjau pada barisan maju, dengan mengambil

kg é 0 maka diperoleh

Zu{Xk-i-ko} =

Contoh:

Yr+1+1/2 ¥y

dimana U

‘/, —
= Xy 2
o k=-kg
0w T |
T x. z (™ Kg)  §i mana m = x + Kq
m = kg
Ko v ;
z 0 £ xpz™
m=kg
kg -k =(kgt1)
+ + + ...
Z [Xko 2 xko 1 x ]
k
0 ‘ -
b4 [x, (2} - (%5 + %, 2 14 ...
- (kg-1)
xk'o""l 2 o
7%, (2) = Xg 'z exy oz L kel
= Upgq Uy

=(15)k dan YO =0, k=0 dengan mengguna -

kan transformasi satu pihak diperoleh persamaan

2 Y,(2) +% y,(2) =2 Uy(z) -z + U, (2)

| v, (z)[z + %].= Uu(z)[z+i] -z

Yu(2)

Ik

(z+ 1) Uu (z2) z
Tz + % ) z + %
71 Z
2 Uu(z)_— B



1+ %27t 1+% 278
1+ z71 1
Cr+ %zl -3 27l 1+ gl
3
s > )
= + -
a5zl 1-% 5 1oyt
3 3
2 2
B 1 -% z~1 ) 1+ % z~1

3.1.4. Konvolusi

Misalkan barisan Uy, k20 transformasi - Z nya U(z)
'dan'bariSan'hk;”k20'trah3formasi';“Z“nya H(z).
maka konvolusi dari u dan h adalah barisan Yx. k20,

dimana {yy} = {up}l. {hy}

dengan yy = E ™ hk;m
- m=20
transformasi -% dari YR'adaiah Y(z) maka

VY(z) = U(z) H(z)
untuk memperlihatkaﬁ bahwa persamaan ini memang ber-
laku maka pandang hasil kali U(z) H(z).
U(2)H(2)=(ugtuz” 4u, z7%+...) (hg+hy z7l+h,272 +...)

= -1 - _ -2
= ugkgt(ughy+ushy)z +(u0k2+ulhl+u2h0)z



1

Yo + ¥y 2 L4y, 272 + ...
= Y(2)
Dengan menyamakan koefisian-koefisien dari z,
diperoleh :
Yo = YoKg

Y1 = Ughy + UyKg

‘_Yj” 5 ﬁ6ﬁ2‘+'ﬁ1h1'+'uéh6
Yk = Yobyp + uyhp_y3 + ...+ up_qhy + uhy
k
= 2 um hk -m
m=0 -

untuk k positif dan negatif, maka diperocleh
. R B . .
Yy = T up b g
m=-¢7
Transformasi = 2 nya adalah

. ) “ -x
¥Y(z) = Z z (U heop 2
k==« m=-c2

dengan menukar urutan jumlahan diperoleh
[V} (%]

Y(z) = £ [u.z ™ ¥ h__ gz (KW,
m=-t2 n k=-mk "
v
= 2 [u, z7™ H(z)]
m=- 7
(%]
= H(z) T uy z™ "
==u1
= H(z) U(z)
U >1Hq (2) > Hé(z) > P > H, (2}
Gambar 3.1

maka



Jika sebuah sistem diuraikan menjadi m buah Sub sis-
tem H, (2}, Hy(2Z),..., Hy(2), maka keluarnya adalah
Y(z) = U (z) Hy(z) Hy(z) ... Hy(z)

dan sistem keseluruhannya adalah

: (z)
H(z) = = H, (2) H,(2)...H,(2)

(z)

=

<

Contoh :
Suatu sistem terdiri dari dua sub sistem di mana
tanggapan impuls dari masing-masing sub sistem adalah
hy(k) = (1/2)¥, k20 dan h,(k) = ‘('—1/2)]‘ , k>0

L Yy
I—.@e Unit |<— _\—@e_unit <«

tunda tunda

Gambar 3.2
ambil u = 1,.k20
maka keluarannya adalah
Y = {(u. hy. hy) (k)
Transformasinya -Z nya adalah

Y(z)

I

Z {u(k)}. 2 {hy(k)}. 2 {hy(k)}.

U(z). Hy(z). Hy(2).

berdasarkan transformasi - Z pada bab II

1

untuk . = 1,k20 ==> U(z) = .
1 - z72

hy (k) = (0¥, k20 => Hy(z) =



hy (k) = (-%)%, k20 => Hy(z) =

1+ % z71
sehingga didapat
: 1 ) 1 1
Y(z) = . .
1 -2"1 1-271 1+ 271
4 1
3 Ed 6
- ~ z N
1 -2"1 1 - S z™1 1+ % z~1

3.1.5. Perkalian dengan k.
Untuk mencari transformasi dari {k x,}, maka diguna -

kan definisi transfortasi - 7, sehingga diperoleh

- 1 -k
Z {k X} = = k Xy 2
k=—wu
1
k=—tn
[
=z T x (k z'k'l)
k==
N a
=2z Zx [-— z-k]
dz
k=—
d 17
= -z 2 ¥ z7k
dz ‘
k=-w
d
= -z —— X(z)
dz

Perkalian dengan k di atas dapat diperluas dengan

sembarang pangkat positif dari k.




2
untuk k Xy

Z {k? %} = = k% x x°%
k=-
Ly
=z T k% x, z K1
k=-
[¥4]
=z = kz (kz7¥
k=-0
' d
1
=z T xk {- — Z'k]'
k==v1 . dz '
d wn
= -z — z X k z K
dz k==t
a wn
=-z2 — = X (k =z k_1)
dz k=—in
4 . g -
= -z2 — 3 X [- — z"K]
dz k=-u dz
d Iy
= zz(———)2 T %y z K
dz k==
d
= z2(—)? = X(z2)
dz :
d
= (-z —)? x(2)
dz
Untuk {k3 2y}
N
z2 (k3 %) = = k3% 2%
k==t
%)
=z ¥ k3 g7k-1
k=-t



w?
z £ k? ¥ [- — z"k]

k=-u dz
d
-z — X k2 Xy 27k
dz k=—un T
d n
~22 — 2 k x(k z27F71)
dz k==
o a 4
-z2 — ' % k¥ [-— 2z~
dz =—t" dz
d n
zz(——--)2 %k Xy z k
dz k==
d %

a o d
= 23( )2 T Xy [-— 2
-~ - az k=~tn" dz
d o
= -23(—)3 = x 27K
dz k=-u1
d
= -2° (—)? Xx(2)
dz
d 3'
= {-z — )7 X(2)
az
dan seterusnya
sehingga untuk {k» Zy}
d
z {kx" zp} = [~z — 1" X(2)
dz



Sifat perkalian dengan k dapat diperluas sbb:

1. Dari tabel

ak, k=0

1

1 - az~ 1

maka diperoleh bahwa

kak, k =20 <

2. (k + 1)ak,

d
> -z — (1 - az”
dz

(-2) (-1) (1 - az"1)72(-a) (-1)2"2

az” Ll

(1 - az'l)2

k > 0> k aF + ak, k>0

~ azt 1

T — + —
(1 - az'l)'2 1 - az" 1
,azél'+.l._ azﬂl,_

(1 - az'1)1

_ 1

(1 - az-l)2
K d
3. k(k + 1)af, k 2 0 <=—=-2 (1 - az" )2

4. Untuk —ak,

[~y ]
X{(z) = Z

k=-¢n

&

= (-2) (=2) (1 - az”H) > (-a) (-1)27?

2 az”1

(1 - az"'l)3

k < 0, maka transformasi -Z nya adalah

Xk“ Z;k

Y



K==

1 - az™?

3.1.6. Pembagian oleh k + a

X(z) adalah transformasi - Z dari {x)} sedangkan
_ % _ _ :
. . K .
transformasi - Z dari —— adalah sbb, dimana a
Xk + a

sembarang bilangan riil

X o pre L
k -
Z {——} = % ————E—— 2 k
k + a kK + a
k=-t "
% 7 A
=§é§ Mxk %f (- 6/02 kK _a - 1gz
T —a in LA A
O 5 k==-u
A_ _1 Y
= —zi//fz a=Ll x(z) dz
&
Contoh
: 1
Misal barisan {x3} = —, k 2 1
k

ambil Vi =1, k21



3.1.7.

X(z) = = ¥ 2

maka transformasinya adalah
(7]

v(z) = 3 v z K
k==
wn z™1
= 8 1.z27 = — 1 < |z
k=-w» 1 - z71

Maka diperoleh:
X)) =-=2° J 27 V(z) @z

. L N z.—l .
= - \/ z71 dz
> -
(1-2z7%
2 .
72 -
== dz
a 1 - z -1

=-  In(1-2Y,1<]z|.

~

Pernyataan 2z di atas adalah merupakan variabel riil

Nilai awal
Jika {x;} suatu barisan yang diketahui dan x;,=0 untuk
k < ko, maka Xko dapat dihitung langsung dari trans-

formasi X(z).

g -k

k=-01
m —
= T X Z
k
‘k=k0

kX

-—-XkOZ +xk0+l,z +

k .
kemudian dikalikan dengan z 0', maka diperoleh

k = -1 -2 4
270 X{(z) = % k0+ b Ko+ 1 z + % Ko+ 2 z + ...

e



karena suku-suku yang mengandung z 1,z"2,z”3 dan se-

terusnya menuju nol bila z ——>'v7 , maka diper -
oleh
Z X(Z)|Z=V'l. =Xk0
nilai awal ini hanya berlaku bagi X(z) yang konver -
gen mutlak untuk nilai =z yang”sangat besar.
COntéh :
1
1. X(z) = —y’ |3] < |z|
1 -3 2

nilai awalnya adalah

1
1 - 32—1|Z = {1
=1

2 az™1
2. X(2)

la] < [z].
(1 - az~1)3 '

nilai awalnya adalah

2 az~1

e | -
(1 - az™L z2 =«

Pada nilai akhir ini dianggap bahwa x; bersisi satu
kekanan, dengan mengambil transformasi dari

{ ¥ ~ Xp_q }, maka diperoleh '

237 -



v

7 [{x - xgq}] = X(2)-271X(2) = R T ST
==in
N
(1 - 271y X(z) = 1im £ (% Xp_1)2 K

N —>u1 k==—tn

Dengan mengambil limit dari kedua belah ruas, dan bi-

la z —> 1 maka diperoleh
' N
Clim (1 - E2TYHx(z) = lim im0 T (kk"—xk;1)2"k'”'
z —> 1 ' z—>1 N —>tn k==wn ' '
N
= 1linm lim T (%) “Xpoq) z"K
N —u»1 2 —>1 k==
N _
= 1lim 2 (¥, ~ Xy_q)
N —>un k== K k-1
= 1lim X
N —>w N

-Jadi-nilai'xk-bilaVk

(1 - z-l) X(2z) bila =z > 1
Contoh :

: (1 -a) z~1
X(z) =

(1 - z7hy(1 - az™1y

i

maka lim xg = limit (1 - z71)X(z)
N —=u .z —> 1 .

(1 -a)”t
= limit —
z—>1 (1 - az™ 1)

=1

>urdiberikan oleh limit daxi



3.2. INVERS DARI TRANSFORMASI - 2

Invers dari transformasi -~ Z yaitu menemukan kembali

barisan {%} dari transformasi - Z nya X(z)

misalkan

3.2.1-

m wm-1
apZ +alz +...+am

X(Z) =
x(2) bnz? + b,z ¢ + b
bz At bgzT T4 ...+ by

‘di mana X(z) merupakan suatu fungsi rasional

Pembagian langsung

Untuk menghasilkan suatu deret dalam z yaitu dengan
membagikan pembilang dari . (3.2.1) dengan penyebut.

jika X(z) konvergen untuk |z| < R,, maka dibagi de-

ﬁgan pangkat terendah dari z yaitu b,, maka diperoleh

a b -1
X(z) = + ( + n g ) 2 + ...
b b b

n
Jika X(z) konvergen untuk R, < |z|, maka pembagiannya
dimulai dari pangkat tertinggi z, yaitu dengan b,
maka.akan diperoleh:

a | a; aghy

X(z) = 0 -y (— +
by - by g2

) Zm“n"l F v

Contoh :

a

1. Misalkan X(z) = untuk |z|<a, dimana a jari-

2 =-.a

jari konvergensi.
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Karena |z[<a, maka diperoleh

-1 -(z/a) - (z%/a%) - ....

a -z
z
z - (2%/a)
zzla ceees
'Dengan demikian '
z z2
X(z) = -1 - n;m - ”;Em ......
maka akan diperoleh:
. } 1 1 i
b = eeen - —5 T T T jﬁk
a
2. Misalkan X(z) == e lels|aloo
‘ 2 g ~

pembagiannya adalah

(a/z) + (a2/z2) + (a3/z23) + ....

zZ - a
a
a - a2/z
a2/z
a2/z - a2/z2
dan seterusnya
az/z2
a a2 a3
Jadli X (z) = + + + ...
Z z2 z3
maka diperoleh
- 5
{xp} = {0 a, a%, ...}

Th=0

40



. 5z 1 1
3. Misalkan X(z) = ; <lz|< —
622-z-1 3

maka X(z) berada dalam suatu daerah cincin

x(z)

Karena X(z) konvergen dalam suatu daerah cincin, .
maka uraian deret dari X(z) terdiri atas pangkat-
pangkat positif dan negatif dari z.

X(z) diuraikan dalam pangkat positif dari z

~5z + 522 - 3523 + ....

-1 -z + 622 52

5z + 532 - 20z°

-5z2 + 3023

~-5z2 - 523 + 302%

3523 - 30z%

3523 + 352% - 2102°

—

-65z% + 21025
2 3 dst.
X(z) = =Bz + 5z° -35z2" + ....
Deret ini konvergen mutlak untuk |z| < 1/3
Nilai-nilai dari deret di atas tidak berada dalan

daerah konvergensiyang disebutkan, maka deret ini

tidék digunakan untuk menyatakan X(z). Jika X(2z)



diuraikan dalam pangkat-pangkat negatif dari

maka diperoleh:

2,

dst

5 5 35
— g7l 4 p=2 4 273 ...
6 36 216
622 - z-1| 5z
5 5
5z = — = —1g7%
6 6
5 5
— + — 271
6 6
5 5 5
. RS
6 36 36
35 5
27t 4 . z72
36 36
'35 35 35
z7t - z72 -
36 . 216 216
5 5 . 35
X(z) = — z" 1+ + — 272 4 z73 o+ ...
6 36 216

Deret ini konvergen mutlak untuk |z|> % Deret

juga tidak dapat digunakan untuk menyatakan X(z),

ini

ka-

rena tidak konvergen dalam daerah konvergensi yang

disebutkan.

Untuk memperoleh uraian yang benar, X(z) dinyatakan

dalam suatu Jjumlah dari dua fungsi Xl(z).dén X5 (2) .

g gy S e s s S e e




5z 5z

X(z) ne =

6z “-z-1L (32 + 1){2z - 1)
A B

= + .

3z+1 2z = 1

5z = A(2z-1) + B(3z+1)

= 2Az - A + 3Bz + B

5 = 2a 438
0 =-A+B=—>A=238
5 = 2B + 3B
5 = 5B B=1
| 5z _ 1 1
Jadi X(z)= 622- - = + =X1§z)+xz(z)

-2z -1 3z2+1 2z -1
Dengan menguraikan Xl(z) dalam pangkat-pangkat nega -

‘tip dari z, maka diperoleh: " "

1 1 : 1
— 27l - 72 4 g3 4 L.
3 9 27
3z + 11 1
1
1+ —z 1
3
1
- — ™1
3
- —— 271 o ___ g2
3 9 )
1 1
— 772y g3
9 - 27 dst.



1 A (-1) ¥ 1-
X(2)= — 27+ = — 274 + — 277 +.,..~ +ooo,|2|>—

3 9 27 (3Z)k

Dengan menguraikan Xz(z) dalam pangkat—pangkat posi -
tif dari z, maka diperoleh:

-1 -2z -4z2 -8z3 -

-1 + 2z|1
1 — 2z
2z
2z - 472
422
4z2 - gz3
gz3

ast.

1
- (22‘)]’{ _....‘.’H!.Z,l< : PR
2 .

X, (2z)= -1 -2z -422 -8z3 - ..
Jadi jumlah Xy (2) + X, (2) = X(2) konvergen untuk

1 1
— <|z|< —, dan barisan {x}} adalah :

1
X = [ (- —;)k k> 0

-( —k LK

IA
o

3.2.2. Pecahan-pecahan Per Bagian.

Transformasi invers dari suku-suku Pecahan Per Bagi -

an X(z) yang akan digunakan pada uraian selanjutnya.

._44:_mw_“””m.;m.._m“._m.m;_m””__m e



1.

b4
Suku pecahan per bagian — transformasi inversnya

; 2ea i
ak , K 2 0.

z
—— diuraikan dalam pangkat-pangkat negatip dari z
z-a '

1 + az™ 1 + a2z272 4+ a3z'3,+ -
zZ—-a z
z - a
a
a - a2z™1
a2z';
alz~l - 33572
a32--2
dst.
2 | 3
—— =1 4+ az™ Y + a2z72 4+ 23273 + ...
z—-a
Z en
—_= 3 akz~k
Z=—a k=0

Jadi barisannya adalah ak, k>0

Pada sifat perkalian dengan k telah diketahui bah-

-wWa 3

az~1

xak < >
(1+az-1)2

ol e e s



az z - az
(1-az"1)2 32 (z - a)?
z2 (zz—az) + az
(z - a)? (z - a)?
: z2 - az az
= +
(z - )2 (z - a)?
Cs(zea) o az
- + _
(z - a)2  (z - a)?
z az
= +
(z -a) (z-a)?
_ Z : ok _
Untuk transformasi inversnya a~, k 2 0
z - a
az X
transformasi inversnya ka
(g = N, .
( a} 2 |
Jadi transformasi invers dari — adalah a¥ + ka¥ =
(z - a)

(k + 1)aks kK 20
Untuk selanjutnya transformasi invers dapat dilihat pada
tabel ‘

‘Dalam (3.2.1) dianggap bahwa derajat pembilangnya lebih ke-
cil dari pada derajat penyebutnya, yakni m < n.

Dalam pecahaﬁnpecahan pembagian ini akan membicarakan dera-
jat pembilang lebih besar dari pada derajat penyebut.

X(z) merupakan jumlah dari p&linom yang berderajat m - n di-
tambah suatu perbandingan polinom-polinom yang derajat pem-

bilangnya lebih kecil satu dari pada derajat penyebutnya.




X(2) = qg 2™ " + qp z O 4 L et Qo
n-1 n-2
+ ao Z + al Z +....... .+ anﬂ.l
. n n-1 .
by 2™ + by 2™ 4+ ...t by
Contoh :
25 + 3,5 24 - 4,5 23 - 29,5 22 - 44,5 z - 33,5
X(z) = '

23 4 1.5 228,52z 15"
Dengan pembagian langsung, yang dimulai dari pangkat ter-
tinggi dari z diperoleh :

z2 - 6z - 18,5
X(z) = z% + 2z+1 +

z3 + 1,5 z2 -~ 8,5 z - 15
Untuk m < n , akar-akar dari penyebut ditentukan dari
" n . n-1 n-2 _
by 277 + by 2 + by 2 +.......+_bn =0
nilai-nilainya disebut kutub-kutub (poles) dari X(z); misal- -
kan dinyatakan dengan pg, Pps ceece-- + Pp
maka (3. 2. 1l.)dapat ditulis dalam bentuk
ag 2™ + ag 21 4 a, 2ZM=2 4+ an

X(z) = : :
(z =~ Py) (2 = Dy) «ver (2 = Dy)

Pertama : uﬁtuk kutub-kutub X(z) yang tak sama, yakni tidak
ada yang rangkap, maka uraiannya adalah

ClZ CZZ C,.2

n
X(2) = ¢g + + + ...t
2 - P Z = Py 2 = Py
dimana
o a
m
g = X(2) |z = X(0) = ——
by



dan c; = ——— X(2) [z=p untuk i = 1,2,3, ..., n.
z ) ,
i
Contoh :
22 + 3z
1. Misalkan X(z) =
- 23 - 19z + 30
- z2 + 32
o maka  X(z) = e :
' ' (z = 2) (2 - 3) (z +5)
cq2 cyzZ C, 2
zZ - 2 zZ - 3 Z + 5
sehingga c4 = X(0) = 0
z2 + 3z 10 5
C. = = — = —u emeee—.
i |z=2
z (z - 3) (2 + 5) -14 7
z2 + 3z 18 3
c ] I_ = e— = —
2 z2=3
z (z - 2) (2 +5) . 24 4
z2 + 32 10 1
C= = ee— = — —.——
3 |Z=—5
z {z - 2) (z - 3) - 280 28
-5/7 2 3/4 z 1/28 z
X(z) = : N _ _ :
z - 2 Z -3 z2 + 5

Berdasarkan transformasi invers maka diperoleh :

1
-— (5
28

, k>0

Xk -
5 3

-k s — )k k< o0
7 4




z2 - 6z - 18,5

2. Misalkan ¥X(z) 5 .
' z3 + 1,57 z2 - 8,5 2 - 15

z2 - 6z - 18,5

X(z) =
(z +2) (2 + 2,5} (2 - 3)
clz 023 CSZ
= cq + + +
z + 2 zZ+2,5 2z -3
. Gimana .
-18,5
cg = X(0) = = 1,233
15
z2 - 6z - 18,5
c, = ‘= =0,5
1 Z==2 ’
z (z + 2,5) (2 ~ 3)
o 22 - 6z - 18,5 L
Cy = | g=-2,5= 0.4

z (z + 2) (z - 3)
c, = | o3 = -0,333

3 z=3 4
z (z + 2) (z + 2,5)

. 0,5 =z 0,4 z - 0,333 =z
1,233 - - -
z2 + 2 z + 2,5 z - 3

X(z)

Berdasarkan transformasi invers maka diperoleh

X, = 1,233 | Xk =0
k I ’

- o,5(-2)kk-o,4(nz,5)k, X > 0

0,333 (3) , k<o

'Kedua : Untuk X(z) yang memiliki kutup-kutup atau akar-akar
rangkap. Andaikan X(z) memiliki sebuah kutup dengan
kerangkapan r di (z - pi) maka uraian pecahan perba-
gian dari' X(z) harus mengandung r buah suku berben

tuk



Koefisien-koefisien ¢

2 Z 5 Z r
Cil —_— Ci2 (——'——“—-—'—) S SR J Cir (---—-— )
S 1 2 - Pj z - pP§

i3 = 1,..., dapat dihitung melalui 3

cara yaitu

1.

Menulis kembali ruas kanan dari uraian pecahan - perbagian

dengan penyebut yang sama, kemudian koefisien-koefisien

yvang tak diketahui dicari dengan menyamakan koefisien-
koefisien dari pangkat z yang sama

Menghitung c;,. dari

Pj
- roy
Cir = (————;————) X(z) |, = pi

Kemudian ménYamakan X(z) dengan sejumlah nilai z, wuntuk

memperoleh koefisien-koefisien yang sisa.

Menghitung Cir seperti pada no. 2 kemudian untuk  mempero

leh koefisien yang sisa secara berurutan sebagai berikut:

. Z - pi i
_ r
Cijp = (—) X(Z)lz = py
z
z - P; .. cif b4
Ciyop = (—) 7 [X(2)- 1z = py
2 z - pl
Z - Pj .., Ciy 2° Cip_g 2
Cipeny = (—) [(X(2)~- -~ ] Iz = pj
. 2 zZ - pi z - pl
| 2 -Ppj cjp 27F Ciz 2
Cj7 = (—) [X(g)- —— —;..7 —————] 2 = os .
1 -1 z =Pi
z (z - pj) : Z - Pj :



Contoh :

1

H(z) =
(L -271) (1-%2z"h3

maka inversnya adalah :

1 24
H{(z) = =
(1~-2zh 1-52H3 (z-1) (z-%3
c 2 c,2 o422 c, 2>
= cg + + + 5+ 3
z-1 z-% (2 -%) (z - %)
dimana
c, = H(0) = 0
z - 1 z3
c, = H(z) = . =8
i
z z=1 (z - %)3 z=1
- 5 2 |
04 _ ( }3"'H(Z) B _ N = =1
A Z"_--J'E (Z - l) z:;i

Dengan menggunakan cara 1, maka Cy dan c, dapat ditentukan.

8% 022 0322 23
H(z) = + + -
z-1 z-% (z-%2 (z-3%>3

8z (z-%)3 + c,2z(2-1) (z-%) + 0322(2—1)(2-%) - z3(z=1)

(z-1) (z2-%) >

3 3 1 5 1
82(23 - —z2 4 — 3 - —) + 022(23 -222 + — z - — )
' 2 4 8 ' 4 4
3 3
+ 0322(22 - — 2z + %) - 2°(2-1)
2

(z - 1)(z - %)3




(z-1) (z-%)°>

5

gz4 - 1223 + 622 - z + 0224 - 20223 + — czz2
4
1 3 1
- — o,z + ¢zt - — 032 + — cy2? - 2%+ 2
4 2 2
Sz -1 (z -3
. 4 3 3
(8 + cyg + g - 1)z® + (=12 - 2¢c, - —; cy + 1)z

g
+ (6+_Z cz+%c3)zz'+ (-1 - % c,)z

(z - 1) (2 - %3

8 +cytcy -1=1

-12 - 2C2 - — C3 * 1 =20
2
- 2C, = — C, = 11
2 3 -+
2
5
6 + — cp + 7 cy =0
4
5
4
-2 '



- 82 4z 222 z3
Maka H(z) = - - =
z-1  z%  (z%)? (z-%)°

Berdasarkan transformasi invers

h =8 - 409X - 2k (K - 5 ) F) K, k20
3k N
hy =8 - (4 +2k +2 + — + 1) (%) S k=0
2
Jadi
k2 7k
hy =8 - (— + — + 7) ()% , k>0
2 2

Menggunakan cara ke 2

dan

Maka c¢, dan c, dapat ditentukan dengan mengambil z = 2
z = -1

e 8z cHyZ- 0322 z3

H(z) = + + -

16 16 2c, 4Cq 8
H(Z) = = + + -
27 1 3/2 9/4 27/8
1(—)
8
128 4 16 64
27 3 9 27
4 16 128 64
— Cy + —— c3 = + - 16
3 9 27 27
36 ¢, + 48 cq = - 240
9 cy, + 12 Cq = — 60



Untuk z = -1

1 8 (o] c 1
. 2 3
H(-l) = - = -+ -+ -
=2(-27/8) ' 2 3/2 9/4 27/8
4 2 4 8
—=4+—02+----c3---—-~—-
27 3 9 27
2 _ 4_ 4 8
— Gt — ¢y =t —F i
3 9 27 27
3 €y + 2 Cq = - 16
3
Cs =-8-—o0c,
2
__ 3
9c2+12 '(-8-—C2) = - 60
2
902—96-18C2=-60
- 9'02 =36
3. =4 + 2 C3 = =16
2 C3 = - 16 + 12
8z 4z 2z z3

Maka H(z) = - - -

z-1 z-% (z-%2 (z-%)3

Berdasarkan transformasi invers

b =8 -4 (0K -2 ki) WF - % (k1) (B

1\




X% 3k

—8 - (4 +2k+2+—+— +1) (K X > 0
. 2 2
Jadi
k2 7k . o
hy =8 - (— - — + 7) (%) \ k>0
2 2
hy =0 . | - k<0

' MéﬁggunaKan'Cafa‘Yéﬁg'ke”S‘””'”
cgs ©p dan ¢, sudah dicari di depan, sedang c, dan c, - akan

dicari sebagai berikut :

z -% z3
c, = ( )2 [H(z) + ——_ + suku-suku lain]
3. 143 '
z (z - %)
Untuk ménghilangkan suku-suku lain dihitung di z = % maka
diperoleh :
z-% Wz : A z3 e gk 5
cy = ( )< [H(z) +'—————§ 1 |y = L ¥ ( ) [suku-
zZ (z-%) Z
suku lain] |, _ 3
z-% 5 z4 + 24 - 23
= ( )2 I =3 + 0
z (z-1) (z-5)° = 7 T %
25 2(z-%) 2°
= )¢ [ lz = 2
z (z-1) (z-%)> 2T
2z
z -1 .
z=% - g3 2z2
cy = [ H(z) + + — + suku-suku lain)
2 (z-%)°  (z-%)2

Menghitung sekali lagi di z = % agar menghilangkan sebanyak

LB



mungkin

suku lain, maka

z-% z4 +‘23(z—1) + 2z2(z2 - 3/2z + %)

“2 77 [ (z-1) (z-%)3
z-% 4(2—%)2 22
2T T amems ) e
= Z__l__iz =5 =" 4
Jadi
8z 4z 222 23
H(z) = - - -
z-1  z-%  (z-%)2  (z-%)°

Berdasarkan transformasi invers

h (z) =

Jadi
h (z} =

h (z) =

8 - 45K - 2(k+1) ()X - H(k+1) (k+2) () K

k2 3k :
8 - (4 + 2k +2 + — + ——-4+1) (5K
2 2 .
k2 7k -
8 - ( + +7) (%)X
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