BAB Il
'TRANSFORMASI  HANKEL ,,

.3.1.;Definisi Transformasi Hankel
Transformasi Hankel dari fungsi f(x} didefinisikan
dengan :

Fle) = Hv [f(x);p] T = f X f{x) JIvipx) dx l,v > —

o

N

~ Zr;V
- : (=1) (px/2)
dengan dvi{px} = r!lr(fiv+1)

Transformasi Hankel dari fungsi f(x) ada jika

- Fix} konmtinu s2poiong sepotong untuk setiap interval

-

berhiﬁgga.
‘-J:J'ftxa[~dx-knnvergéh:5éhingga'sequuH'fungsimf(gi
absoclut integrabel.
sehingga terlihat ada kesamaan sgarat antara

Tkanskormasi Hankel dan.TEansférmasi Fourier.

Dalam penerapan Transformasi Fourier sering
dijumpai Fuawte) dari fungsi f(r) vang merupakan
‘fungsi dari .

| r=1x | = (x12$ x2°+ ... + xn2)?7?
akan diperlihatkan bahwa: Fra(p) dapat | dinyatakan
dengan fransfurmasi Hankel dari fungsi flr).
Pertama dapat diambil dua dimensi dan jika diambil

koordinat bidang polar (r,®) dalam bidang X1, Xz dan

(py@) dalam bidang P1,P2 misal :
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X4 = r COS © - 3 ot = p'cos e
X2 = r.sin @ . ; p2 = p sin ¢

P = Xipttoxz oz

= P pCos ®cos ¢ +r psin & sin ¢

Xep = rp cos (e — g)
didefinisikan 'Transfcrmasi Foﬁgier dari persamaan
(2-5-3}) :
P}h)tf(r);xi — PLXZ — P2, ... ,xn > pn]
- (21,:),,'“/2. f f‘*‘_rf(‘") HP Ry
’ -~ -~ Enz-~
dimana En = menyatakan bsrdimensi Ny Jika n = 2
FQ)[f(r);x; — PLX2Z —> ¢2]
~ 27 ‘
_ 4 PN irfcos(o— ¢y
= = f rj fir) e de dr
B =] o )

2T -

maka

~

Fm>Ef(r);X1 — pLxz — p2] = f r f{r) Je (rp) dr

(=]
sehingga dapat didefinisikan
F&) Ef(r);xi — ©1,X2 - pe] = Heo [f(r);p]
dengan :
o= ()'(12_"_ 'xzz);/z dan p = ‘(1012-*- Pzz)i/z

sebagai contoh jika k > 0

':F(.z} [r_i E_kr;X1 — P1,X2 —> 902] = Heo [I"_ie-kr'sp]

dengan mengambil v = O pada persamaan (3-5-12) maka :
‘}22 Tt e_kr;x1 — p1xz — pz] = (kZ+ p%)712 » (k>0)
Jika diambil dalam dimensi n, maka dari definisi
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Transfprmasi Fourier dapat diadakan substitusi :-

ambil
’:'Aqb_t' "="pau“" o (1 =1,2,3 ... n)
SN
yj ='§:au Xi Ty {a = 2,3:7..‘n)
i=1
. . An -
V! = .}:ai’, XL.
i=g
Koefisien aij dipilih sedemikian hingga . Transformasi’

Orthogonal, dalam hal imi :

o= (y12+ yzz + ...+ ynz)i/z
dx = dy
m hal
© X = Lwixi = p Do xi = £ vi
Si=4 i=4

sekarang diambil :

Fo,= Ef(r);x1 > Ph.... Xn — ¢m]

N I

-—~n o~ o~ " : . .
= 2Zm” [ fa oo 7007+ yi®) 7y oWV gy 4y,
=2 _ _

dimana dapat ditulis :
F () ='anr[f(r);x1 > P1, c.. ,Xn —» pn]
] 4 2}) _

'.dengénrﬁ(l) didefimisikan. sedemikian hingga, - untuk

' sebarang ()

~

I' J';_. _f g{(yzz +73‘132 +.., .+ ynz)ifz} dyz dya. ... dyn

-~ En-f=-~

= jn (X)) g(XN) dx
o

dimana Q{A)drx menunjukan banvaknya elemen dalam En,
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. 2
Jika diambil (A} = wn A""% dan jika gN) = & 2

maka :

L d oo vt e e L e

—_— Eh-'iz—“'

e -(_iz n—1i . 12 o2 . R - -

1l

dan [ Q(A) g(r) dh = wn Fane™ g
J _

[=]

2 en Fiin - 3y
2 2 2

lwm

i 4 ns2 —- 172
wn F(Zn - 2) =1

o212 .
wn = ' {(nr2-1.-2) sehingga
. o~ mez nAZ2-4,2
Fasl(p) = (2m) 072 A 2n

C ipoys
!l gﬁ ' (nr2-1.,2) fir) e dAdys

R TR ~”6~é“';”“-mipy;“2””“
P ritn - 4 I; £ AT r) e didy1
‘ 2 2

dengan menggunakan Transformasi ke koardinat polar
A = F sin ©

-yﬁ = r cos o

A e y® o= ;5 dy1 dA = r dr de
yr = -~ — o~ 5 © = 0 — [T
No=0 v sr =0 " maka
Falp) = 21 i/z 1 1
2" % riin - 2

14 ‘ > R
f f F"? 5in" "2 o flr) e'fr cos_e r dr de
o o : :
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1

CFm(p) =
P 2™t 42

4 1
r(;ﬂ ;)

~

. . U } e
f o) fsinn 2 o e °°® © 4o ar .
Q

J-Slnnz eei.,Or- coaede
o
ns2 -4 1./2
- 2 it F(n/z-x/zi Jnoz-1 (o)
(pr)n/z—i

~

Faotp) = [ o2 v™2  s(r) Gnszet (pr) dr

[
karena Fomy{e) merupakan. vaiabel 2 maka jika ditulis

Fioy = Fow [f(r};xz,—» pgiz'—+ P2y weu s HN —> gm]

pn/z -1 Feor = _,r 1720 fUr) Jasen-s (pr) dr
ambil v = nrz—y
" Fo = [ ey avier) ar
(=
PV F(P) = H- [f"v f(r);P] (3-1-1)

dengan menggunakan Invers Transformasi Hankel vyang

akan' dibicarakan péda subb bab berikutnya, akan
didapat :
FYOfrY = Hy [ Y Flp)sr]

Firy = vV HY [ oY Flp);r]

~

misalkan r~ f(r) = ¢(r) dan p%(?) =,a v {p) maka i1

Bv(p) = Hv {p(r);p] : (3~1-3)

() Hv [@fo)sri ' : L (3-1-3)

<
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e e e
V. dari ¢v(p). Hasil .ini disebut  Theorema Hankel

3,2,

,jikaWEV(p) Transformasi Hankel drqer"v1 dari sebarang

fungsi @(r) maka ¢(r) adalah Transformasi Hankel order

Invers.

Sifat—sifét Tbansformasi'Hankel

Didefinisikan

£

Hv [ Fflax) 5 ¢ 1 = [ x flax) 3v (xp) dx  (a>0)

o
Jika p = ax akan didapatkan :

~

Hy [ flo) 5 ¢ 3 = 1; f X flp) dv (pp/a) dp

1]

<

dapat ditulis

Ir

Hv [ Ffle)se ]

Didefinisikan

a % He [riersera ] ' (3-2-1)

~

I % F£0x) Iv(px) Hix-a)dx
B & |

Hv [Fix); Hix~a);¢]

~

[ % F0x) Iviex) dx (3-2-2)

<

Ii

demikian juga :

Hv [f(x); H(a*x);pﬂ = X F(x) Jv{pg)aH(a—x)dx

o

. ‘
= j X FUx) JIvlex) dx o (3=2-3)
J - , ,

dimana H dinamakan "Heaviside unit function”

Pandang fungsi i x*72

real (3) dapat juga dinyatakan :

1.2 :
| €A, x real, v 2 -

| X Jvi{x)

N Ji

(3-2-4)

dimana A bilangan positif
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J‘ x fU{x) Jv{px) dx

(=]

| Fvier |

- _I x;/z'f(x) xizz'Jv(¢x1 i

(=]

T

. I:| x fix) || (XP}1<2.Jv(px) | dx

=]

A

42
© .

~

S =" 500 | dx

o

<A pixz

Karena J X f(x) absolut integrabel! untuk bilangan

real positif maka Fv(gp) terbatas untuk semua o real.

Invers Transformasi Hankel

CUntulc membuktikan teorema Invers Transformasi Hankel

DFdEFVV, tidak lepas dari sifat-sifat fungsi Bessel.
Dalam penggunaan péda umumnya hanya Transformasi
Hankel order nol dan satu:- untuk - detailnya diguﬁakan
sifat-sifat dari fungsi Bessel pandang fungsi :

x

[ t*23v(t)dt terbatas untuk semua nilai x > ©O
J ,

Jika v oz -

N [

maka dapat juga ditulis =

b4 .
{ [t %vitrde | =B , v = -2 . (3-3-1)

o

dari sini didapat hubungan : -

30




A R .

J t72avioodx = A2 %5 (t)dt
“dengan menggunakan éubét;-:ukx‘% t

dapat disimpulkan £ > a'> 0, A > 0
3 .'4'/2 . . : _'9)2' o ’ o
‘ J xFaviaxrax | < 2B A - {3-3-2)
‘hubungan serupa didapat.dari pers. (3~-2-4)

" sebab jika 3 = o 2 0, A > O dapat ditulis :
B' i~ 2 —41-,2 B 172

J W) x"aviax)dx = a7 J‘w(x)(xx) Jv (Ax)dx
o . s ]

sehingga-didapét H

g
282 0wk ax (3-3-3)

3
l! W(x)_xi/sz(Axldx
a - : o

pandang differensial fungsi Bessel. .

5? xUVMJv+1(xv) LFVJV(yu)—yg;VJvfxu)UVHJV+1(yu) ]

X Eg xUY I v s (xu) ].= x® Uy (ux)
X -a—f yuv+iJv+1(yv) ] = y2 UV gy {uy)
a bl — : —v
X U Jv(iyu) ] = -y U Jdv+a{uy)
& | _ ‘
27 U YIvixu) | o= =% UV Ives(ux)
a“ - . ' .

sehingga :

= xquv(uxlJv(uy)—kquv+1(ux)Jv+1(uy)+xquv+1(ux)Jv+1(uy)

—yquv(xu)Jv(uy)
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= (x®*-y?) Wv(xu)JIv(yu) maka

ng [_xuV”av+1(xv) LFVJvfyu)—yu’VJV(xu)u““Jv+i(yq) ] =
2 2 o : : . -
AXT=yT) WIvixu)dviiyu) ‘ - - : (3—-3-4)

Jika v > -2 paka

A
j Ea [xuv+1Jv+i(XV) U_VJV(VU')‘"YU_VJV(xu)uv*i‘]v-'-"(y‘.“")]du
- . B P P .
° ' (xT=yT)
a

= [ ¢ Ivixu)Iviyuidu
o

A

f u Jvkxu)Jv(yu)du = hv(x,y;ﬁ) PRVER ¢ —i {3-3-9)
o

.déngan :

hvix,y3n) = MXIVHUAX)IVIAY)-AyIviAx ) Iv+i(Ay)

(3-3-6)
2 2 .
(x " —y7)

.Untuk-memhuktikan?lebih“lanjut“theorema“inVérs"EFéhs+"“”

formasi Hankel terlebih dahulu dikaji Lemma—lemma

berikut :

. Lemma I (The Riemann -~ Lebesque Lemma)
Jika xi/?f(x) kontinue‘sepotnng—sepotong ~dan dapat
diintegralkan secara mutlak pada (a,b), (b 2 a > 0)

dengan A —» ™~

b
J x fOxraviaxydx = oA %), v > -2 : (3-3-7)
s . o : .

Bukti : -

Jika b finite maka integral (a,b) dapat dibagi dalam n
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5ub,intervalwtxﬁd,xs) (s =.1 2,....“ddengan'-xo = a,

Xxn. = b untuk setlap & >0 dapat dlplllh n cukup besar

;sehlngga

n . . -

E(Ms - ms)S < & | _ (3-3-8)
L _ _ . .
5 =T Xs — Rs-1 s = 1,2,....;“j

. 1.2 - .
.dimana ms £ x " f(x) € Me untuk Vxe(xs-1, Xs) bagai-

manapun juga dapat dinyatakan :

rl‘x fix) = Xs-1 f{xs-1)+We(x) ,¥es(xs-t,x8) (3-3-9)
dengan  |Ws(x)| = Ms — ms ' (3-3-10)
N __
dan-fx J{x)Ivirax)dx = Iz + Iz - (3-3-11)
a N -

dimana It dan Iz didefinisikan sebagai berikut :

X g ’ :
Ty =7 S‘[ Xs-1 F{Xs-1} Jx‘/zavmx;dx : (3-3~12)
s=1 -1 ’ )
Xs
n
Iz = z J Ns{x)Jv(J\x)dx (3~3-13)

Kg—4

berturut-turut berdasarkan pers-(3—3—2) dapat dinyvata-

kan :

|11] < 2B ™%

I Xs-1 F(xs-1)

dimana M = Batas atas terkecil { K Fix)

< 2nBM A2

s=4

-jJuga dari pers (3-3-3) dapat ditemukan :
s

x .
J l Ws{x)} l dx
1 Xs

N2

J1z] s A2 4
' s

-1
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Xs

f (Ms—ms ) dx
1

Xs—-4 '

o eam
EN

0w
I3

=pa A2 Z (Ms—ms) (% - x )
| 2 .

s—1

[12] < A Y2 ps sehingga

b

=8

untuk £ dapat ditemukan n; untuk nilai n ini dapat di-

pilih A cukup besar sedemikian Mingga :

b .
j'x F{x)¥Iv(ax)dx

Q

<2 AV 8 ¢

~Jika hal lain b infinite maka dapat dinyatakan

-y

b
J" X fOO)Iviax)dx ] < J”x F ) Iv(Ax)dx
[a [= 9
+.lf % FIx)Iviax)dx{
b
v 2 " —1r2 .
< [ x Fi)Iviraxidx| + A2 g I *77F 1 r o0 [dx
a a

dapat dipilih b cukup besar sehingga :

j‘x—bq|f(x)|dx < &
oY
o —~1./2 -1/2
| J‘x FUxYIv{ax)dx| <2 a A & + A A e

= 3 )12 A = terbukti.
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Lemma 2

Jika x”?f(x)“kontinde sepotdng—sepntbngrrdanr dapat_:_
diintegralkan secara mutlak'pada'(0,'")”dan'?b(u)' =
Hv[ f{p}: U1 maka f U fv(u)Iviru)du
. =.h+“ I e flo) hv(p,r; A) dp, v o> 2
[=] .
Bukti
Dibuktikan bahwa limit sisi kanan ada, maka dapat di-
sederhanakan sedemikian hingga :
Flu,p; r} = pu f{e)dvipu)dviru)

dari pers (3-2-4) didapatkan :

l xi/sz(x)[ = A

172 1.2

fuU T Ivpu) | = p—s._/z |(U.o)1/2JV(pu)] 5 g A
.y ‘Uih(%..;]v(pu).l..: i [{ur)*? Jvirw) | D

F= Flp)dvipu)dviru) |

12

= |p flp) U IV U Jv(ru) |

5'szﬁ/2 102 If(p)I : (3-3-15)

maka

k']

J [ Feu,e5r)dudp - I F(U,p3r)d0dus | < Fa + Faz
e o o © ) o

dimana
I N

Fia .I f [F(U,p;r)| dudp
c o

~

A
Fz 'I'I |F(U,P;r)| dpd
o C

-

dimana c© > O, hasil ini benar untuk sembarang c tetapi

Jika diberikan sebarang bilangan positif £, dapat di-
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pilih c sedemikian hingga

~

1,2 e r'7? ‘ -
ST R o £ (3-3-16)
R . a2y
dimana A.kcnstanta
Karena | F(Q;bgr)l = Qzlpszﬂ;ﬂ/z |f(p)].méka
SR .
Fi = ff |F(u,o5r) [dudp
‘o ¢
o 2 /2.
= [ [ A% | fEo) [dudp
c o
- J» A A2 p1../2 102 [f(.o) |cip
c ; .
- ~ - ~ & I"i/z
Sﬁzhri/zfpi/ﬂf(p)]dp( A a2 o172 _
i ' Z AT X
T2

Demikian juga untuk F2

X o~ ,
Fa = J‘ fF(u,p;r)dpdu
& .

x .
< f .f A% pi02 22 | £(p) |dedu
o .c ’
= [ a5 F2 L5472 e dpdu
(o3 N c
< pE2 fk s r'’? du < —=_ j?\du = £
- o 2 A% 2 > 2

dengan demikian
Cen A~

0 =< { f [ Feu,esridudpe - I JFtu,esridpau l < &
o o ' o o
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maka.
- A SN - |
J Ftu,psmdup = J JFtu,psridpdu

o

maka

e o~ _ . _
J [ v fip)aviemaviruigedu
o o . - ;

. . ~ )\ :
= iiﬂ [ J ev Fe)Iv(pu)Iviru)dude
L= s ]

j‘u Jv(ru} jp F{p)Ivipu)dpdu
o (=]

. A

= i_’;’ﬂ [ eftey [ Wivipw)aviru)dudp
o - ]

7Kémudian dari (3-3-95)

X : ) ~
_..f:___wV(pU)_‘ fvilurdu = ?1\‘1"3 J_‘.p Flp)hvip,rix)do-
°© : o

te?b‘g—kti‘

Lemma 3

Jika xijaf(x) kentinue sepotong—sepbtong dan dapat
diintegralkan secara mutlak pada garis real positif

dan r tidak termuat dalam interval (a,b) maka
o | -
Jwivirwy [ e Fle)avipuidedu = o sV -2
[=] a

Bukti :

Dengan menggunakan lemma 2 didapat :

- b R b
Jwivire) [ e feraviendedu = 127 5 r(o) hvip,r;ndp
(=] [+ 8 a
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dimana :

bv{p,r3x) = "‘PJ"““\P)J:(?\f3;>\FJV(?\p)Jv+§()&r)
pandang =

. b - _
lim. . . .
ao~ J P FLO) hvilp,rsnide = f1 - f2

5 -

dimana

| S b . 2 .
f1 = gl () { A flo) 5., (Ap)dp

)\.-)N 2 2
a e -r
1im ' ® xe flo) -
fz = N roJv+a(Ar) f 5 Jv (rp)dp
Q@ P -r
Sebab

™ z

. . b 2
f1 - fz = lim [Jv(hr'} f ’-‘p—f—(gl Jv+i (Ap)dp -
a £ -

P
rodves(ar) [ Ao flp) f(f) Jv (rp)dp
a e -r

A 2 2 .

lim fbp Flp) [ Kpri()\p)Jv()\r)->\rJv<’\P’J"“(M)] dp|
a p -r

. b
1 .
= liT I e flp) hvip,r;N)dp
p .

‘Dengan mengguhakanlLemma_l (Lemma Riemann - Lebesque),
maka :
. b 2

_ lim Ao f{p)
Fa= 0 dviar) f =50 Jvet (Ap)dp

_ . e - :

. b 2z

_ lim lim e fip) _

a [
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fz

. Secara analocg maka ..

. b
1im SRS YIvrelde .
= hmor dvaaey [ e e Y A0 £ 3v (prap = 0

2

sehingga terbukti :

~ ‘ b . : _
J‘u@v(ru) J‘p Fle)dvipuidpdu = ©

Lemma 4

Jika x{p) = pbqf(p} kontinue_sepmtong—sepmtong dan

dapat diintegralkan secara mutlak pada bilangan real

positif¥ dan dipilih &, sedemikian hingga untuk I

setiap £ > 0 berlaku |x{p) - k(r+)[_< 2, r < p < r+é8

dengan A —s ™~

maka :
5 r+é& . , .
J v aviun j P fle)dviup)dedu = S Flre), v > -~ S
e i~
(3-3-17)
demikian juga jika Tx(b) - x(me}l < g,
r-& < p < r dengan A — ™~ maka :
A . | | . T,
j U Jdv{ury J e fle)dviup)dedu = 3 fr=), v > - -
o i
r—&
{3-3-18)
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Bukti :

2 rd 7
fuaviun J'__pf(p_)Jv,(u(J)dpdu
[=] - _ ’
r+61/2 1.2 A o ' '
= j o T f(p)f W dv(ur)dviup)dude
. - o
S , . A __ . |
= j ph,x(p)j U Jv(ur)dv(up)dude
- (=]
) r+6i/z 1,2 .
= J Fouiars f(r+)f U Iv(ur)Jdv (Up)diude
r ° '
r+é ) 5
= f(r+) j (pr)*7? J v aviur)dviue)dudpe
r - °
Karena :
: ~ = é
Ivle,rsp) = fue™ ™ Jyv(rurdvipu)du
_ o
' 2z =z
= %IV[%}EXD [———r.._%_]
Z2p 2p 4p
dimana Ives = i7Y Jwdw
untuk p — 0O
Iv [ SEE ] = p ,EXP [ rf ]
2p (i TPr) 2p

sehingga
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Jv(p’r;p) = 1 zexp[— ﬂ]

2p (nrp) . ap?
cleh sebab iﬁu :
r+&
J .(pr)izZ dvip,r;plde
-
r+é :
1 A (r—P)z
= —s I. QXP[‘ —_— }dP
Zp {m 4p”~ -
r
. . r - p
-substltq51-—7z;——— = —z2 — dp = Zpdz
jika F =r maka =z = 0
P =r & & maka z = &/2p
r+& : &/ 2p
1.2 1y47% oz
J (pr‘) Jv(‘p',r‘;'p')dp' p— [ﬁ] J‘ g g e e
r ' o
untuk & > 0O
r+&
lim 472 . _ 1
p-0 J {pr) Jv(p,f,p}dp = 2
r
[al e
I1im 1,2 ' 1
B0 Flr+) J {or) Ivi{p,riyplde = > Flr+)
P o ‘ : ‘ .

sehingga dengan melihat definisi Jv(p,r;p)l maka

r+d A
Flr+) j (pry*? J ulv(ruldv(pu)dudp

i flr+}

s . ¢

dengan demikian
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' J‘qu(ur) j CPFle) Jvi{ipuldedu =

|

#J.uJ\-f(ur) J- Pflp) JIv{puldpdu = flre),

[

vy R > v
z -

dengan cara yang sama akan didapat

A o

N[

) : r—&

v > =2 a>
20 A

Theorema I (The Hankel Invers Theorema)’

1 .
Jika x m/f(x) kontinue  sepotong—sepotong dan  dapat

‘diintegralkan secara mutlak pada bilangan positif
maka jika :

FYlW) = Hvlf(p);ul, v > ~§ ada maka

f U AW Jviur)du = ZLftre) ¢ f(rm) ]
[}

Bukti =

Dari lemma 3 dan 4, jika dinyatakan :

B .

O . ,

(e, 3) = iif [ U aviur J o fip)dvius)dedu
o

o
dari lemma I, dimana r tidak didalam (O,r—-&), (r+d&, ™)

maka akan didapat

1im e
- fuavion J e flp)dviup)dpdu = ©

(=]

1(0,r-8) =
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~

X .
Iir+s,~) = “m‘[uavux)anfnmawupmau}=o
Demikién Juga jika digunakan Lemma A
N roo : ,
I(r=6,r) = ™ r 4 Jviur Flpldviupidedu = 2 f(r—y
° T r—&
N r+é _
I(r,r+é) = }1::,\," _f U Jv(ur) jp }'(.p)JV(Up)dp,dU = = Ff{r+)
Karena
- lim A - '
J‘u V(v Iviur)du = e f U Jv(ur) J pt f(p Jv{Upldpdu
(]
: r—& . r
_ 11m p : 3
= f U Jdv{ur)’ e Fip)iv(iuplde + o flpidviugide

-

-
H

rm+& .
o * J.O r(.o)Jv{Up)d,o + j,o Flpidvi{upidp du
-

= IO, r=8) + I(r=&,r) + I(r,r+8) + I{r+&,~)
1. . - : .
=5 LAr+)y + #(r-)]

Sehingga

o

J‘u Fviw) Jv(ur)du
o

il

LA 1 flre)]

Jika f(p) kontinue di titik p = r maka

fu Fv(w) Jv(ur)du

o

H

Fir}

Hv[?@(u);r] = f(r)
Dari definisi didapat
Vi) = Hvl f{x) ;]
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3. 4.

transformasi Hankel dari Fvip) atau dapat ditulis :

Fungsi ?V(p) disebut Tramsformasi Hankel order v....dari

fungsi f(x).

Sedangkan f(x) sEndifi:dapgt:dinYQtaﬁaﬁ'déngén :

flr) = HVE?V(@); %]

i

dan ini sering dinyatakan, babwa F(x)  adalah invers -

-4

Hv = Hv ,.v > -2
, z

Fungsi Derivatif dari Transformasi Hankel

Didalam penerapan  transformasi Hank?l pada
masalah fisika dam didalam perhitungan transformasi
Hankel dari fungsi elementer, tidak terlepas .dafi
derivatif transformasi Hankel. Dengan menggunakan
definisi, transformasi Hankel maka didapat '

- - " e a -
Hv [p" * -£ ot Vf(p)}; 90] = [ " pivipp) 3 {p‘ vf(m} de
o - :

]

" W a 1~
pr Ivipe) = {p f(.o)} de

[ Pf(p)Jv(sop)} A_['p\'"if(.o) a—g {p"Jv(«w)} de
L= = |

Suku pertama sama dengan nol, dilengkapi bahwa Fip)
sedemikian hingga :-

lim _ lim _1-2 _
oso £ flP) =0 oan P bAY=); 0

atau dapat pula ditulis :
flp) = 0™ Lo — o (3-4-1)

Karena :
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F7 {p_Jvtqop)} dp = pp Jv 1lpp)

-Dengan demikian i-‘iv[;:av’_'1 5% pbwf(p)};'kﬂ‘
= e [ o fle) Iv-ilpp) dp
-4 I

maka, dilengkapi f{po) memenuhi kondisi (3-4-1) sedemi-
kian hingga transformasi Hankel order v dan v—1 ada.

didapat hubungan :

- - ' 1 _
Hv[pv1 5% pivf(p)}; p] = —p Hvuy[ Flots; @J (3—4-2)
Jika diambil v = 1 akan didapat :

o 8 (o , . )
Hilp™ -— {p Fle) b ¢ = —p Hol flers e (3~4-3)
ap L
' 1 .
Hil f(pls PJ = —p Ho| Ffipl: ¢

dimana

Vf(p) = O(pfi) ,p' —_ 0

dengan jalan yvang sama :

Hv [p_v—i Eg pv+1f(p>}; qo]

” ~v=1 @ v
f-P Jv (pp) 3o {p f.(p)}- de

L=

ol

[P aviee d{p"” .ﬂm}
J ,

li

- - v+1 a [ v , .
v (pp) Flp)d - !p Flep) 3> {p Jvmso)} do

Suku pertama nol; jika f{p) memenuhi kondisji yang sama

dengan vyang di atas, can  jika digunakan rumus
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recurensi

3 {"’_VJWPV”} dp = —p p Ivta(pp)
omaka. v
! .
Hy fe™ ™ 2 Loy N —-p fp flp) Iv+i(pp) dp
v /=] ) J S -

e ngan jalan Yyang sama jika f(p) memenubi persamaan

(3-4-1)

Hv [p-v_i_ -5;—2— _ pv”f(rﬁ?};_ 40] = p Hv+g [f(.o); qo.} (3-3-4)

dalam hal khusus, diambil v = 0, maka
1 a v«-.:l.: ‘!]. ‘ _ l . .
Ho [-—555{9 f(p)j, qo] = Hi[f(.o)s qo] 13-3-5)
karena :
ftp) = 0™ ,p — o

Didefinisikan operator differensial

2
R - . (3-4-5")
Sp 'O VP = :

dari definisi transformasi Hankel order nol didapat

% 1 8 ar \
Ho [Bo f5 ¢l = Ho [_5".73".5 p—g‘g ;‘o]

dengan menggunakan persamaan (3-4-5) dengan :

af -1
o5 = 0(p Yy o — O malka
Ho [Bo f; pl = —p Hx[ h5£ H gﬂ

Sekarang Jika :
P = 0(p™), p— 0

dari persamaan (3-4-3), maka
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Ho [Bo f; pl = —p° HO[J‘ ; qo]

'persamaan'(3—4~5') dapat dibuat secara umum, dalam hal

Ani weet O ‘ o
- levi—4 . @ e W a -
Bvf = ° EP [D {é 35 (e ) } ]

hal ini disebabkan karena :

—y—a i) FAYE S a -
S Gl AV

vt D 2vet [ I-'v—i. vaf
P g T e s+ ') }

“veLf 2 v=i, v Of N v+i df v
e [ Ve f-vp 35 +(via) o 7Y + p

. Z,
p—v-—-i [_vzpv—ijr - pv % - pv-»—:; f?_f ]

ap”
2 2 '
Bvy = &7, A _gi v S
op” = P gp?

- Maka dari persamaan - (3—4-4) .. - ..

Hv [Bv f5 pl = —p* Hy [f; rp]

Pandang operator Laplacian tiga dimensi

nisikam dengan

(3-4-5)

didefi-

2 2 2
A3=GU+(3‘U+.GU

ax*®  ay®  az2
Substitusi x = r cos ¢ 3 y = r sin ¢ dan Z = =’

untuk memudahkan penulisan maka :

2
EY) &y _
-E“— = Ux P dan B ; By = Ux,y,

sehingga :

Ux = Ur«["x 4+ Ug*Oyx
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Usx = Urx+D'x F UrsTex + Upxs@x + Up» Gux

Uxr = UrrsTx + Ugr+Ox

Uxe = Ugr+I'x + Ugp*Ox .
o= (%2 yz)i/z dan @ = arc tan “§_
H y yz _
I'k = p= 3 xx = 3 H Oy = ...?._ dan
- r -
hoex = <Xy
L3
.
sehingga :
#2 2% “ : 2 2%
Uex = = Urr = Z2¥ 1y Y Ugg +Y_ Ur + LANTPS
2 3 4 a a
o t ' r r
dengan cara yang sama didapat :
z : 2 2
Uyy = L2 Urr = 2% U + 2 Use + 2 Ur ~ 2%Y g
z 3 4 a 4
r r r r g

Kemudian disubstitusikan kedalam operator Laplacian
A3 = Usx + Uyy + Uzz

3 1
ﬁ3=Urr+—Ur+—Equ+Uzz

T
T

sehingga diperoleh operatdr Laplacian dengan . koordi-

nat silinder :

As =

+ L gﬁ L1 U, 2
ar Ry T

dan jika tak ada ketergantungan s atau keadaan simetri

maka dapat ditulis :

Aa = + + . (3-4-7)

dari definisi jelas bahwa :

AalU{p,2) pﬁvg =-(Ev + D%) U(p,z) F;Vﬁ

Ba U(r,z) = (Bo + D?) U(p,z)
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" dimana D ményétékan operator 8/8z -dan dari persamaan

 (3-4-6) dan (3-4-7) maka
o e

Hv[AaU(p,z) e H p-—>-p]

=hv]eey 0% e, n) &% o]
: ive
= Hv[ By U{p,z) e HE o p]
+ Hv [ p? Ulp,z) eivg; L - p]
= - HV[ Ute,z) ™5 o — qo]

+ D? Hv[-U(p,z) eh@; L — p]

=-(D2 - p?) Hv[ U{p.z) e“@; o — @]'

= (0% - V%) Ov(p,z) @

[RYY]

dengan Uv{p,z) e = Hv[ Ulp,z) eiVﬁ; o — ¢]

didapat :
Hv[ Az U(p,z) ewg; o — qo] = (D% - $%) Ovip,z) e"v@

(3—-4-8)
demikian juga :

.Hq[ Aa U(p,z); p_—+.p] =.H0[(Eo-+-D2) Ulpszdy o — ¢].

-

i

Ho{ Bo U(p,2); p — p] + Ho[ pZ; Ulp,z); p — p]

il

”PZHO[ Ule,z}; p — so]'-'-Dz HO[ Ulpesz); o — 'P]j

(DZ-p?) Ho[ Ule,2); p — p]

=(D® - %) Tolp,z) (3-4-9)
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‘dengan Ho[ Ulpsz)s o — p] = Ub(p,z)
: £ .
Dalam pembicaraan masalah hldrodlnamlc dan dalam teorl

»Elast1c1ty dlperlukan rUmUs—rumus
)

v

Hv [A:' Uto;z) 'pi'v_é; P — 99]_ = (Dz_—pzf Uvip,z)e (3-4-10).

HD[Ai Ulesz) 5 p — cp] = (D*-p%)? Jo(p,z) (3~4-11)
dengan pembuktian :
V[ A2 Utp,z) %5 o 40]

= Hv[ A= { Asli{p,z} p} z}; 2 — p] -

Hv[ Az (BS + D®)U(p,z) V% o <p]

i

1 .
(=4 + Dz)z Hv[ Ulp,z) p?Vﬁ; o — ¢ﬂ

VS

It

G2 DH % U, 2y o

demikian juga :

Ho[ Az U(p,z); p — p] = Ho[ A&{ bad{p,z) }; P o— @]

Ho [Aa, (B,;, - qoz) Ulp,z); e — r,o]

A
(g° - %) HD[U(p,z); P — so]

il

(0H* - pz) Uslp,z)

3.8. Transformasi Hankel dari fungsi elementer
Dalam sub bab ini akan diperlihatkan perhitungan

transformasi Hankel dari beberapa fungsi elementer.
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Fungsi Bessel yang terdapat dalam transformasi Hankel
dengan asumsi : ¢ > v = O, dan {x > 0, a > 0) dengan

Hv [x" (a® ~ x5 ™ Ha—x); qo]
T ved, 2 2 pewes.
= [ 27" - )P v (px)ax

o ) *

2r+v

Ik

a . ~ o
I XV+1(82 _ xz)p—v—i 2 (1) (xep/2)

5 r! IK{r+vel) dx
r=0

v+2r

T (17 (p/2)
FUT (r+v+l)

N z z s
V4+Zr —_ -
J' {a” — x ),u dx

r=0

-~ 2r a

- (-1)° (qo/2)v+ 3a-2v-2 2v+2r 2, 2 p-v-i
= z T _[’.x_ (1 = x7/a")" T
r=o0 o :

Substitusi =

%2 = afy maka  2xdx = azdy

az
xdx=§—dy

x =0 maka y =0

X =a maka y =1

sehingga @

Hyv [x" (a’ — x5 HYT Hlax) p]

L e ,_ r . 2P . 2}..“-21"” % . LT o )
(-1} (p/2) a Jﬂyv-i-r(l_y)pv?dy_

- rY T{r+vtl) 2
r=0 =]
il (-1 T /2 V+2r a2p+2r
r=0 ) -
i ~ (_1)r (p/z)v+2r E3H+2r Fvtr+s) r(y—v)‘
h Ly T T{rerIy 2 C{+r+l)
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oL O - Ce e e U L .-» PR 4.2‘1-. .
= ~H-v-l _ o v—p (-1) @ /2y
-z r‘“ vie o rz rt Dir+v+l)

2““"_11"(.!.{-\/) oM o' Jutpa

dengan demikian transformasi Hahkg_l menjadi'_-

Hv [xv (a.2 - Xz)“_v_-i'H(a—x); e ]

. ol

= 2MV (v o e Jutpar ‘  (3-5-1)
dengan u > v =2 0

Dengan menggunakan invers transformasi Hankel akan gi-

dapat jika 4 > v = 0

2V vy oM oy [@v—,u Jutpa) s x]

= x¥ (&% - xHHVT! yea—x)

o v 2 2 w4 _
Hy o7 dutpa ; x] =t X)) 2a2)  (325-2)
. 2H™Y A (v oH

-dengan a > 0, y > v = 0O

dari definisi =

Hwv [fpv_'u Ju(pao) s x] = Ipv_uﬂJy(pa}Jv(qox)dqo
(=)

maka :

e A v 2 E N '
- . < - H{a~

S o M aptpa) dvtpxyap = X_(2 — ) amx)

> ' 2H™Y T ey o

ambil g = v + 1 dalam persamaan (3-3-1) __dan (3—-5-2)

berturut-turut didapat :

vl
a@

Hv [xVH(a,—x}; qo] = 5 Jv+i(egal, a > O (3-5-4)




FS[JD(px); t]

bt 3

Hyv [99 Jv+itap); x] =X

Ha-x), a > 0 {3-5-5)
v+ :

dengan jalan yang sama jika diambil p.= v + % pada

N.‘h-‘

persamaan yang sama maka

Hv [ ..X ;‘(.;'—:12; P']-': J g - a,yﬂ/?\]v-i-i/z_(-pq._)_ {3-5-6)
(a"—x .

} v |
| -1.,2 | 23 %Y H(érx). |
Hv[p JV+”Q(Q@);X]“= 2 Qﬂ/z 2 2. 1.2 (3-5-7)
’ 3 (a"—x"})
Jika diambil v = 0 dalam persamaan (3-5-5) dén {3~5-7)
didapat :
Ho _lp_iJi(w); x] = ?“_j;:"_%., S e>o0 (3-5-8)

1,2, 2 2. 12
e — %

Ho [P-i/zh/z(w); x} _ l i H( a~x ) (3-5-9)

@ }
> 1.2 _
Karena Ji 2(ap) = [ Fap ] _sin (ex) maka persamaan .
£3-5—-9}) menjadi :
._ : ...... - f
Ho [qo 'sin (ap); x] = f“";)vz . a > 0 (3-5-9)
. {a — x7)

Jika diambil a2 = t maka :

Ho_[ﬁﬂsin (tp): x] = H(t=x)

_ ‘ (tz_‘kz)ixz
S _ H(t-x)
,J‘ sin (te)Jdolexlde = 3 Py
o o T Ty

Pandarg :

II

. 2 ~ . .
I —— [ Jotex) sin 4p dp
o 2 o
Sehingga

l 2 - H{t—x)

T (£2— . x2)172

?S[Jo(px); t]
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Karena F = F maka

s s
R W | 2 H(t-x)
e JD(PX) = S FS [ P z 1.2 } tp]
_ , : . (t7™= x™)
. ~ ‘ )
- .
g [,
. Jo(e2s lefxz .
b4
,f - ip:lz dt = - Jo(px) A {3-5-10)
(t*- x%) Z
X
Selanjutnya dibicarakan transformasi Hankel dari

fungsi eksponensial vyang dengan menggunakan definisi

transformasi Hankel maka

~

Hv !-e'p" Fix); ¢ ] = J[ X F{x)¥Iv(px) ] e P dx
- 3

Jika f(x) = xVi. maka

R “
Hv [e"px e ] = J x" e P Tvipws dx
2 ,

PR —px v (-1)F (xp/2)
Jixe rzﬂ ri L (r+v+i)

2 r+v

(—_l )r _2—2r—v§o2r+v

_ T . 2rt2v  -px
T E; rt T(r+v+l) J‘x P dx
a1

T —-2r=-v Zr+y
3yt 2

v (-1
B E 1T (r+v+i)
r=0 .

~

—2r—2v-1 2rtev -y
J‘x e

dx

o

r ~—v=2Zv 2Z2r+v -Zr—-2v-—1
172 P

_ v (-1
- z Y T {r+tv+1)
rZo

MZr+2v+1yY)-

Fir+v+i,2) M{r+v+1)
M(1r2)

Karena IM{2r+2v+1) = ZZV+2r

sehingga :
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HV. { ;{v—ie-px.@]

*

R (—l]r ‘zfvfzvpzrfy ~2v-2r-1 L
o z 7 rtF{rev+l) - — P(Zr+2v+1)y
=
. bl h r
Karena (1-x) & = ro_tat r) x
. : rt N{o)
r=o
. : . .
Flen i)™ = yp L& xr) x (3-5-11)
r=0 e
. .'. = _1. 7 - . P _2
ambil o v o+ 2 dan X (ng?)
. o -2, —\—£/2 ~ (v+1/2+r)[—(D/£,0)-2]r
e ()7 g
. ty o2 r.v
maka
vei —px évpvp—zv_i . <02 ~ =12
v [ xe WJ:W“‘”;’{“?}

_ ZVQDVI"(V*'J./Z) p_—-2v-—1p2v+1

F{i1.,2)

(p2;¢?JV+1/2
EVPVF(V+1/2)
F(1/z)(p2+p2)v+bq

i

Dengan demikian :

A"
H [x" e ™p] = 2 F‘;’“fi*vz v o> =2 (3-5-12)
' CTlar2) (p+p%) '
Demikian juga untuk f(x) = x~ (x>0, p>0)

Hv [ xY E—px:qo] = J‘xVHJV(p)Q e P dlx '
] : o ) o ) o

~

~
fxv+1 o PX z (=1} (eox/2)
r=o

2r+v

i r(r+v+l)

T ,=2r-v 2r+v =~ -
(-1)" 2 © J- 2rt2v+i o TP

dx

- E F1 P (rfvel)
r=o0
_ ~ (_l)r 2—2r—-v qQ;Zr+v p-zv—zr-—z b 2rb 2y —x d_
vt M (r+v+l) J'x € "
TrT=0 f=]
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~ (—l)r 2—_2»-—\1 p2r+v‘ —2wv-2r—2 S
- 2 FT T (rivil) F(2v+2r+2)
r 7 , ,

Il
o]

Karema &

2770 M(aveRrdz) | 2V Pyertssa)

T{v+r+1} IF'ta.,2)

dan karena'persamaan (3~5—11) maka :

Jika o= v + g2 dan x = — (;:J/:,o)_2 didapat :
’ 2. -v-3./2 ~ ' T
© _ F'{v+r+sa.2) -2
F(v+3/2)[1+ ‘E] = z = [-(pre)™]
P r=o .

Hv [ i e_pﬁ¢ﬂ

2V+1pvﬂ_—i/2 —2v— ZF(V"‘EI/Z) (P +¢P ) —v-3a.-r2

—~Zv—3

v+i

2 pv g N{v+arz)
v+ 2

Flar2) (pPep?)

sehingga didapat rumus :

Hv [ xY e™p1 = 2 " @ B F;V+3/zi
T(1,2) (p 4p?)Vr3”

(3-5-13)
{x>0, p>0)

Sekarang pandang transformasi Hankel :

~

z 2
Hv [ 700)Y e‘”“P“;p] = [x £(x) e"m‘/‘Jv(xu) dx

(=]

Jika diambil #{x) = x¥ .maka
~’ /4 +1 - 2/4
Hyv [ x" g P I e P* Jv(xu) dx
o
~ 2 ~ 2r+v 2r+v
- J- LV o P /4 z ( 1) X dx
2r+v
o rZo ! Cor+ven
~ I 2r4+v ~ . 2
- . ( i)+ © j- 5 ZFF2ves e 2 /4dx
rSo ! 2TV MNrevey o
substitusi x%/4 = tl —  x = 2u*7? 3% dx = 2 du
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" Sehingga 1

2
Hy [ ¥ e™*74P ]

_ :2.v+1_m: v E 7- (-—-l)r qozr D‘V_rni " r+v _ ~g d
® rzﬂ Ft T (r+vei) £5 | es

2Vt gy 5 (=1)" Flrevel) p™™ 27
pv+1 oLy T FM{r+v+1l)

_-2v+: pv ~. (“l)f(p?/p)r
pv+1 ‘o [
r=

v +a %4 2
pV+i .

Jdika p = 4sa% maka

v _~x2/a® PRI DA -1/4p2a2 _ ' A
Hv [x e ;'P] = [ E a ] e e (3-5-13)
~dan jika a® = 2 maka
2/ : 2 .
- Hv -[x-"- E-x,___z;__ p] = PY. a2 (35516

2 ‘
Hasil ini memperlihatkan bahwa xV e 1% -adalah self

reciprocal dari transformasi Hankel order v.

Ttansformgsi Abel

Didefinisikan transformasi Abel A1 dan A=z dalam

bentuk =

~ T WA . ’

falx) = A1 [£(t)sx] = i { ;‘:‘t’zdf/z L% >0 (3-6-1)
o (x7— t7)

F20x) = Az [Fitrsx] =4 f{ LB A s 0 (3-e-3)

2 Z,1-2
- A

x (t )

Pandang persamaan (3-&-1) dan (3-6-2) sebagai persama—

an integral f(t). Berdasarkan persamaan (2-10-14) maka
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‘dimana Dt menyatakan operator differensial

HP?FSamaan;IZ?BTS)”dan.(315—10) dalam.-bentuk =

" persamaan (3-5-1) mempunyai penyelesaian :

e =] fx g,t J— 2A) _dn Lt >0

tz_mxz)s/z
yang mana dapat dinyatakan dengan :

fleyo= AT falxy; t] =Dt AL x fa(x) 5 t] - (3-6-3)

' ' ]

dgt”’
Demikian juga persamaah‘(3—6—2)'mempunyéi penyelesaian

berdasarkan persamaan (2-10-16) vaitu :

_iz d x F2(%) dx
= [ ,» £t >0

dt v (%2 $2)172

]

Fit)

£0) A;"‘[?z(x); t] = -Dt A-z[x f2(x)3 t]  (3-6-4)

Banyak integral yahg dapat dinyatakan dengan transfor-—

masi Abel, sebagai contoh, dapat menginterpretasikan

Aifcos (pt); x] = ,—% Jotpx) o (3~6-5)
Azfsin (pt); x] = -g— Jo (px) (3-6-6)

Jika persamaan (3-46-5) didifferensialkan terhadap ¢

didapat rumus :

At sin (pt); x] = J T x Jetex) N E

dan dengan menggunakan hasil ini dalam persamaan

(3—6-3) didapat :

.. _-.1. . . - . _ JT | | L
AL [sin (ex); t] = —5— et Jo(pt) (3-46-8)

dengan jalan yang sama dari persamaan (3-46-4) dan

{3-6—-6} diperoleh :
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-1 [sin texy 7 . L L
A [ _"f;TE__ : t]= -Dt A2 [51n {ox) 3 t]

R
| j_”_ e Jil{et) (3~6-9)

pa

3.7. Hubungan Antara Transformasi Fourier dan Hankel -
Dari persamaan (3-&6-5) dan {3-6-6) dapat pula

dinyatakan dengan :

x . . .
S22 188 gt = Zuolex) L(x >0, > 0) (3-7-1)
2 2 1,2 2
o {x"= 1t
~ gin (t) _=m
s dt = > Jol(px) ,(x ? O, ¢ > 0} (3-7-2)

X (%2“ x )

dengén menggunakan transformasi Abel dapat dibuktikan

babwa Hv = Hv'* untuk.v. = O dan.v =-1, yang-5efing di=
gunakan dalam .aplikasinya,untuk Ho = Ho !

Bukti :

Pandang suatu transformasi

Fs[m[t flt)s x]; q')] = J_i_ J"Ai[t FLE)s x] sin(ex) dx
(=)

2 2. 1.2,

— R
- z J-f t F{t) sin (px) dt dx
T )
6 o (x —~ t7)

dari persamaan (2-11-2) dapat ditulis :

~

rs[m[t FLers =] p] =?ﬂ_ft Floy i ten) g gy
(=] .

L (XZ_ t2)1/2

I

ft sy Jocex) dt
7 .

Felp)
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Karena ¥ = F ' maka.. ..
k-3 5 )

| '_'m[t feers x] = F [ Fotp); x]

= J—i J Fole) sin (px) dp
. [=]

7dengan menggunakan invers transformasi Abel

didapat 1 -

t (L) = J—‘;";_ J Fotey a7* [sin (px); t] de
o

dari persamaan (3-6-8) maka

t f(t) = [Fote) pt Jolpt) dp
[~
ftr) = { o Folp) Jolpt) de :
- O
fle) = He [ A(t); o]

sehingga terbukti Ho = Ho™*

Sekarang kita buktikan Hi = Hs™*
Bukti

Pandang suatu transformasi :

F [x.ff\z(lx); qo]- = 1' 2

= j'x fz(x) =in (@x]_dg
[

AN

2 2. .42

I X sin (px)
o x {t7= xM)

o L : ‘
_ 2 _ X sin (ex) -

" I f(t)-f 2 z 10z 0% 9t
o o ,(.t - ®}

Karena A1[x sin (px); t] = j;E;- t Jilet) berarti

2.
+ 5.0

I'“ fLt) de

maka




l 2 ¥ sin (px) o
e . dx = J—~— t Ja(et)
LT g(tz— x2y172 2

1">'< 51n (' x)
f 2 sz/z dx =
o (t7— x7)

1S gl ;

t Ja(pt) -

mska

e

F [x Fz2(x); el = [t F(t) Jucpx) dt
) o E

= fite) = Ha[ s(o); 9]

-1

Karena ¥ = ¥ maka

= =] ‘
~ l 2 g )
x fz(x) = — ffi(go) sin (px) de
. o :

fal{wn) = ,! i f?i(io) ﬁf‘_i"o_x)dp
h o

' Qz"'[ fet); x]=|__121__ J‘ _;_"i('kp)" sin ':(qox.) dp DA
’ ]

dengan menggunakan invers. transformasi Abel maka

_ |2 ) g -1 fsin (px)
o
Fty = [ p Fi(p) Ji(pt) dp
o
FR) = He [ Fate); t]

sehingga- “terbukti‘ Hi = Ha*

Untuk mendapatkan hubungan antara transformasi Fourier
- dan Hankel, terlebih dulu dari persamaan .{(3-7-1) dan .

(3-7-2) didapat :

'.F‘c [Jo(pp); r — x] = J 2 Hipmx) (3~-7-3)




F, [ doler)s o — x] = J 2 Hix-p) (3-7-4)

" pandang-transformasi

Fo [ Foteds x]1 = [ rte)F [ dotep)s p - x] o

, S H ) -
T Y h f e Fip— (p;xixz g0
L (%= x2)
- 2 T e flo)
Y'r -[ 2 2 1oz 9P
x ("= %) ,
L [ Folp)s x} = Az [ P flpedy x1 (3-7~-5)

Demikian juga secara sama dapat dibuktikan
.3-"5_[ Fo_(ep); x] = AL [ o flp); x] {3-7-6)

Jik'a"FS(p) .=.‘FS [f(t); 90]. ‘maka

Ho [ P Fs(p); e} = [ Jotep) Fs(p) dep
- , J

2 . "~ ) ' -
= A0 [ Jolee) J 7(t) sin (pt) dt dp
[=] [ ]
2

= = J‘f(t) jao(pp) sin (pt) de dt
o

-dari persamaan (3-7-4) maka

Ho [ ¢ Fs(p); e] = J—i—- [ reey H(two) 4
(]

( tz__ pZ )1/2

J_— J- _fy gt

(£2- pz)i/z

gehingga didapat\hubungan sebagal berikut
Ho [ o Fs(p); el = a2z [ fety; p] (3-7-7)

B2




- demikianjuga untuk &

S He [e Fete); p] = Ar [f(t); o]  (3-7-8)

. Ho [‘(9-1,, Fs(qo);.,o:l.

Ho [ ¢ %oi(p); o]

Rumus—Rumus_Beltramd

Yang dimaksud dari rumus Beltrami adalah jika :

Fs(p) = folp) o (3-8-1)
dimana

Folp) = Ho [ 70x); o]

Fs(p) = F_ [ F(8);5 @]
sehingga

F_ [f(t); .90] = Ho [ 70005 @]
Karena F_o= ?;1 maka didapat

Feey = F [Ho [ o005 o5 t]
dari persamasn (3-7<8) e
F,o[He [ £ o]5 t] = Aa [ x £ex)5 t]
sehingga didapat
FCE) = A x Fix)s t] (3-8-2)
Substitusi persamaan (3-8-1) dan (3-8-2) kedalam per-

samaan {(3-7-7), yaitu

Az [ 7ty o]

Az [ As [x £ix); t]; o] (3-8-3)

L;E“ Jr A1 [x fix); t] at
P

HES (tz*_pzli{z
~ - t
- g_Jf 1 | I X f{x) dx dt
k23 2 2. .42 2 Z‘M/Z.
> (F o) 5 (t x)
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"sehingga 3

e [t e p]

~ t .
= % r 2 1z 12 r‘ - i(X)zdj/z o (3-8-4)
| ey vl B SN
-2 _
demikiarn juga :
Ho [ o fole); o]
. L | .
-2 d -1 d d dt
T J. 2 2 1.2 dt J- : i(x)z :/2 (3-8-5)
(t - p7) {(t7—- x5
o
Bukti :.-
dari persamaan (3-5-9)'y§itu H
- S N T H{po—x)
Ho [ ¢ s1n (pp); X] - 2 . 2 12
. - o= x")7]

-dengan ~menggunakan  invers trahéformaéi'”Héhkay"héka

didapat H
- . _ VH(p—x) .
v sin {(pp) = Ho [ 2 z. 12 0 ¥© ]
(p"— x7)
= x Hip=x) 5, (px) dx
J l(pZ_ x2)1/2 .
5 .
ﬁpr
= X Jo(ex) dy
A w2172,
b e

A1 [ x Jo(ex); el = J—%— o' sin (pp) - (3-B-&)
demikian juga karena :

x o

I cos {pp)

= T
2 1,2 dp 2 Jolex)

2
o - g




P

j. - H{x-p) cos (pp) de
o

o
(x%= p?)172 = 7 Jolex)

(xz_ Pz}ifz

F[ _H(x-p); p — '99']'; '_‘I__ Jo(px)
< : 2 .

Karené F = ¥ i maka.

H{x~p) _'l 2 .
(xZ- p2yi72 B T ¥ [ Jotes o _f e]

-F;-[ JD(@¥); ¢ — p] = J—Z— H(x=p)

n (xz_ p2)1/2

e

Hix-p)

J‘Jo (px) cos (pp) de = 2 7 i,z
4 (x7~ p7)
s . ] - Hix—p)

Ho [ ¢ cos (pp); x] 2z 2 1.2
(%"= %)

_5e;anjutnya_ dengan. cara yang  sama  pada
(3~-8-&) didapat :
l 2 —41
Az [ ® Jo(px); p] = A—7— ¢ cos {pp)

T

sebab itu

Az [p Hole Fole); pl; t]
= Az [j'_psoz T‘(cp__) Jol(pp) de; t] .

folp) Az [Jo(pe) dp; t] de

I
05—
]

dari pers (3-8-4) maka

persamaan

(3-B-7)

Azfp Hol(e Folp); p); t] = J—i-— J o Folp) cos(pp) de
. o )
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A {Az{(p Hole Ffole): p};t}; , x] ,
= _;E_IP Folp) 1[(:05(901:), x] de
=]
cla.r':_f_._ peré_amaén_ (3—6-—5) __yaiﬁu_

| Aifcos (pt); %] =J—g- Jo(px) maka

A1 [f-‘.z{(,o Ho(p fole); p’);t}; x‘]‘

it

J’ Fole) Jolpx) de
J .

I

Ai[f—‘;z{(p Hole Fo(e)s p);.t}; x] Six)y - - {(3-8-%)

dengan menggunakan invers transformasi Abel maka
“2{(;9 Hole folp); m;t} = At [ roas ]
L B

fele Joters o] = 7 a2 [ A [ 7005 t]s p]

yYang mana dapat ditulis dalam bentuk

t

I -g_J X F{x) dx _ dt
2 1,2 d (tz_ x2)1/2
yol o

-2
no

ELI

BB






