BAB II
TEORI PENUNJANG

2.1.'Transférmasi.Fourier
f . p' ——s C.
X —_— Fx) , % real
Transformasi Fourier dari Fix) ada, jika fF(x) memenuhi
syarat adanya Transformasi Fourier.
Adapun syarat Transformasi Fpurier Jjika =
1. f(x) kontinu sepotong-sepotong untuk  setiap

interval berhingga.

2. f v FUx) idx konvergen, sehingga Fix)

—_-

fungsi absolut integrobel
dalam{-"~, ~),
Maka bentuk Integral Fourier didefinisikan :

~

fix) = 2 [ e™¥ j Aty &P gy de

ZTT

-

Jikn diambil

Flpy = (2m) ™72 [ sty e gt _ (2=-1-1)
Makq
Fley o= (2m? JFee)y & *PY gp (2-1-2)

dapat dikatakan balwa fungsi F{p) adalah Fourier
Transform dari f(t), pasangan rumus tersebut disebut

"Fourier Invers"




Y
v

2. 3.

dapat juga ditulis sebagail F Ef(t);pj untuk Fourier

Transform F(t}

Catatan H

Konstanta (2x) *% yang mendahului tanda Integral

gada‘ persamaan (2-1-1) dan (2—1~2)'dapat digénti_.

]

dengan_ kqnsténta sebarang vyang Pperkaliannya sama

dengan (2m) ', akan tetapi dalam tulisan ini pilihan

diatas tetap digunakan.

Fungsi Genap dan Ganjii.

Fungsi f(x) disebut ganjil jika f(-x) = =F{x)
Sebagai contoh

X, x?, sin x, di1.

~Fungsi f({x) disebut genap jika f(-x)} = f(x)

Sebagai contoh 1

Xz, cos x, dil.

Transformasi Fourier Co=sine

Jika fungsi f(t) didefinisikanm untuk variabel t real

- pusitif maka fungsi f+(t) dapat dinyatakan dengan

flv), t=>o0

-
fle) = |
| __1— Fl-ty t =0




o

T

maka

~

- Ll ’ - 'a -
Jrer e de = [ fiey ™ gt 4 [ rey e at
J .

-

-t

=) .

=1f f(t) cos(pt)dt
o
Maka
FLfr (t)sel = j - f Ftt) cos(ptidt
(=]
~Dapat juga gitulis &

Fe (p) = F_[f(t)sp]. = J 2 [y costptidt (2-3-1)
J :

Jelas bahwa Fef{-p) = Felp) karema Fe(gp) adalah

fungsi genap dari o, sehingga dari persamaan

(2-1—25 :




flty = UglJ{Fc(p)-cbs(ptjdt, ” {t£=0) (2_3;2)
o

-dengan- kata - lain- Fc(p):”adaléh"tréhs$okmasi'lcb?iﬁ§: 

Fourier dari fungsi f{t}, sedangkan FAGD! adalah

Fourier cosine invers dari Fe(e).

Dengan demikian dari hersamaén (2-3~1) dan (-2-3-2)

didapat :

Transformasi Fourier Sine

Jika f(t) didefinisikan pada -Interval (0,™) dan

mefupakan fungsi ganjil maka :

: ‘..f{£), c s o ,

F={t) = —
— —f(-t), t <o
F f_(t)




maka - 1

~ : .o~ . 9 ] -
e @ e = e o1t e - Jre-vy et g
-~ - . - o - o <R PSP

I

J e (et - gmiety
J .

2i [ f(t) sin(pt)dt
[o]
terlihat bahwa :
F LA~(t);p] = iJ % J Fit) singpt) dt
_ J JRRE st
dapat Jjuga ditulis :

Fstp) = F_[f(t);p] = 1.| = J ) singet) gt (2-4-1)
(=

Fs(p) adalah fungsi ganjil dari ., maka dari persamaan

Hdéﬁét“éiﬁQééékan :
f(tJ,:AJ Z [ Falp) sinpt) dp (01 (2-4-2)
. P

dengan kata lain Fs(e) adalah Fourier sine transiorm
dari fungsi f£(t), sedangkan f(t) adalah Fourier cosine
invers dari E(p);

Dengan demikian dari persamaan {(2-4-1} dan (2-4-2)

didapat

2.5. Multipel Transformasi Fourier

Jika fungsi mempunyai n Independen variahel Mi, X2

7




- -3%n pada sumbu real, maka Fourier Transform dari
'fungsi terhadap setiap variabel tersebut dapat

dinvatakan.
Fe (goi,xz, .. xn) = Frl fixa,xz2, ... AN ) X t—s1]

= FlAf{x1,x2, ... xn);x1—->go13_

sehingga dapat didefinisikarm dobel tranéfcarm H

Falpi,02,%3 ... xn)

F’(z}[f( Ry X2y 0w o X0} iXA—301,X 2302 ]

F Ef(z}(cpi,xhxz, e naXn)xz—p2]

secara umum :

Fry(pt, 02,03 ... ©r—1, n)

‘Fm){f(m.,xz,...Xn):x1~—+p1,><n—->qo n]

F [Fn(pi,p1,p02,.. - Pr=1, On) X n—sen]
Jika dinyatakan secara vektor (Ra, %2, s Xn) dan
“Cpdypzy o en) dengan x dan ¢ inner product :

Px = i M4 f P2 X2 + L., + o@n Kn.

maka dimensi n Fourier transform dapat dinyatakan

dengan :

it

ch “o ‘Fm> Cfon 3 x—ypl

Fins @ (2m) 1730 f Fix) e" P04y

En

dimana En menyatakan transformasi fourier berdimensi n.

2.6. Fungsi Bessel

Persamaan Differensial Bessel :




2

Xz LA x oy + (xz-pz)y = 0 : (2-6-1)
2 gx ‘
dx .
-.Persamaan . differensial>rdiatas*' dapat  “diselesaikan

dengan 1

ambil yix}

N
0
g
>

r+r—4

|

vi(n) Cn (ntr)X

h+r—2_

vilx) = 'E.Cn.(n-*-r')- (n+r—1)X
Nn=0 '

sehingga Persamaan Defferensial Bessel menjadi :

Cn (n+r) (n+r—-1)x™7"
n=o0 C

o ’ ot ) ~
+ z Cn (n+r)X+ (xZ%- pz) E Cn Xx""T= 0
. L,

n=oQ n

?

) |
e 6% cn v cn-'z) X" =0

sehingga dapat diperoleh persamaan rekurensi :

{tn + 2% - p% Chn + Cnz = 0 (2-6-2)
Jika diambil n = O_dipernleh persdmaan indicial
2 ]

r - p = Q

(r + p) (r - p) =0

éehingga diperoleh ri1 = p da% rz = —p
penyelesaian untuk rig = p'= FV dari peéséméén'(z;é—E)
ﬁaka H

Cn = Cn-2

. (Zp *+ ) n
untuk n = 1 '

- C~1

N ¢ O
dengan demikian untuk n ganjil - Ca,Cs,..., berharga

9




nel.

untuk n = 2

= - Lo = ,Vf i L
e . Zep v ) o Bp + 1) QD
untuk ﬁ = 4
i
ca=_"62 _ _ (=1)% Co._
' 4(2p+a 2* 2(pt2y(p+1)
seCara umum l:
Z
Czn = - (—-1)" Co
277 n U (ptl) (p*2) (p+3) ... (p+n)

(-1)" Co.-I'(p+1)

22" n U Mp +n + 1)

dengan demikian diperoleh penyelesaian pertama,

vyang herbentuk

(-1)" I'(p+1)

Vi = Co Xx2'P
nfo 2%" nt r(p+n+1)
jika diambil. Co = !
2" I'(p+i1)
diperoleh penvelesaian dasar pertama :
. ~ - n 2n+p
Ipto =y —21) [,; ] (2-6-3)

nSo TRl T{n+r+1)

Fungsi Jp{x) yang didefinisikan dapat disebut fungsi
Bessel macam pertama order p untuk rz = r = o
Analog dengan cara diatas akan diperoleh penyelesaian

dasar kedua :.

~ _ n Zn—-p :
J-p(x) = -z- = (=1) [ ; ] - (2~b-14)
N=0 )

rimn—r-+1)

dengan demikian persamaan umum dari persamaan di

v




atas adalah : y = Ci Jp(x) + Cz2 J-pix)

dimana Ci dan Cz konstanta sebarang. '

o

2.7. Rumus Recurensi

.Ditinjau penderetan .dari - .

exp {%x (t-%)} = exp (i x t) exp [— ;t ] : (2-7-1})
vaitu s
T =
exp {} ® (t—%}} = (xt) ("x)
rfo 27 rt 5% 2% t%s»
. ~ ~ r+s r-s
=z z(_l)B{%] :'r'
r=o s=o :
diadakan substitusi index : r — s = n
maka didapat :
) ~ ~ 5
1 SRy (-1) x n2s . n
Cexp .:.{'E _(t_i)}___'_*___z B o £ Mk
n=—~ S5=0
dengan  mengingat definisi fungsi Bessel dapat
ditulis
exp {%x (t—%)} = an (x) t" | (2-7-2)
n=-—w~ .

terlihat bahwa Jn (%) merupakan koefisien dari t” pada
1 1
penderetan  exp {E x 1 t—t_)}

Apabila kedua ruas dari (1-7-2) di-differensial-kan

terbadap x maka didapat :

1 _ 1 4 _1 ; - ’l n
Ll e fooen} - 5 o s

< - n+4 - n—4 _ - I n
Y dn O T - 2 Jn (x) 7 = 2 z al oot
n==- n=- n=—~

n




‘bila pangkat dari ﬁada t disamakan, dipercleh rumus :
Jn~1(><) - Jn+1(x) = 2 Jn (H) - - (2-7-3)
Vrapablla kedua ruas dar1 (2-7-2) dl~deffeﬁep5ial%kah"’
terhadap t maka'diperoleh :
ol e o (= F oo o

FJx In (x) t7 + L x dn (x) t“‘z] ='2 nJdn (x) t771
27 2 Lo

] 2

™

bila pangkat dari t disamakan, dipercleh rumus.:

Jn-1(x) + Jnea(x) = 22 Inix) (2~7-3)
Apabila pérsamaan (2-7-3) ditambahkan pada persamaan
(2-7-4) maka didapatkan :

X In' (%) = X In1(x) - n In(x) ' (2-7-5)
dan. bila persamaan (2 7-4) dlkurangl dengan persamaan
(2 7 -3Y 'didapat ¢ | | |

X In" (%) = n In(x) = X Jnea{x) (2—7—5)
Jika n = 0 |

Jo"(x) = —Je(x) ' - (2-7-7)

2.8. Bentuk Integral dari fungsi Bessel
Ditinjau Integral 3
- f (1~ %2 ebd.dt‘ | (2-8-1)
dengan n > -1

2

bila expaxty dideretkan terhadap  ixt, maka integral

diatas menjadi -

- r .
(i?)_ I (1 — 2"z v dt

—

]
-
1l H
obvd
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untuk r ganjil,'integral'diruas kanan sama dengan nol,
sedangkan untuk r genap :

TS § o . . - . . 1 - . . .
2_[ (1 - t2) n=is2 WtZs dt = J- (1 - u )n-i/z us«-ifz du

' (m+1.2) f(5"+1/2)
T™n + 5 + 1)

sehingga didapat :
I = i (~-1)° X?S T{n+1.,2) M{s+i2)
sfo (29 F{nts+a)

= (%) rin+d) S (L)~ X
z 27 L, st (nts)! 2

Dengan mengingat fungsi Bessel diperoleh :

2s

’

bl
' ;T * 2. n-1-2 ixt '
Jnix) = T{sr2) T (nti z) J;(lht ) = dt (2-8-2)
Kareha‘exp(mt) = cos (%t) + isin- (xt) dan mengingat |

fungsi-fungsi genap dan ganjil, maka dengan substitusi

t = cos e maka
* /2
) x : ) . - 2n
IJn(x) = I J cos (x Cos ©) sin” o do
2" Mlarz2}) Tintir2)
{2-8-3)
bila dipakai subsitusi t = sin o
alz
x a Zn
Jni{x}) = - J cos (x sin ©) cos o de
2"t Plir2) T'(n+i-2)

(2-8-4)
bilan =0
s 2
2
T

Jo(x) = J cos (x sin @) de
. o

A}

13




- substitusi x sin e = t- ,Cos e de =

X
. COS = 4 Xth? e el - e
. — _
& =0 — - 't =0
e = 2 “—p = x
f :
sehingga
X ©
Jo(x) = i J' cos t dt
(xZ-t2)172

x . .
J' coi ?zd:/z~dt‘= A Jo(x) _ o (2-8-5)
J o (xT-tH M z

Transformasi Laplace

Definisi transformasi Laplace :
]”MisalkaanItJWSuatu -~ fungsi dari- -t yang--tertentu
untuk t > 0, maka transformasi Laplsce dari F(t) di-

nyatakan oleh & D:(t)]'didefénisikan sgbagai

x [Feor] = 7oy = fe™® Feuyat (2-9-1)
o
dimana parameter p riil.

‘Definisi transformasi Laplace invers :
Jika transformasi Laplace suatu fungsi F(t) adalah
fip) vaitu & [F(t)] = f(p) maka F(t) disebut suatu
transformasi Laplace invers dari ?}p) dan secara
simbolis ditulis sebagai F(t) = £ [?(bi] -
dimana &£ * adalah invers operator transformasi

Laplace.

14




“Sebagai contoh :

i T V 1 V - e | . i _ -3t 7 , o
‘I[ e. J TP ¥ 37 maka & ° [—'—3'—' ]- e B IR

theorema Konvolasi :

G(t) maka

Jika 2 [ F(m} = Fee) dan 27 [ a(p)]
. ;1 ._ _— B L | -
& [ Fip g(m] = J"F(u) G(t—-u) du

‘Bukti H

~

~ -P"'..
_— - - -pu .
fip)y atml = {Jre F(u)} f stv)eav }
. . =] ’ o :

= f_[e'”““”F(u) G(v) dv du
L=+ ]

~ L
- J‘e_pt.{‘rF(u) G{t-u) du } dt
o o ‘
RO
= 2 r.fF(u) G(t—u) du; p ]
L e , '
terbukti. o | g

2.10. Derivatif untuk Transformasi Laplaée

Dalam penerapan theori transformasi Laplace dalam
penyelesaian persamaan differensial diperlukan rumus

transformasi taplace dari fungsi derivatif.

2 [ Flee)y; p ] = [ it e“p‘]

syarat perlu untuk adanya transformasi Laplace F£(t)

~

+ p J'f(t) e P
[+ - ’

bahwa 3

lim -pt _ - )
£~ Ffit) e = Q

maka jika diasumsikan bahwa F{(t) kontinye untuk t > O

15




maka rumus tersebut equivalen dengan :

r

I-lf'(t);p]=p Fip)y — F(O) - i e o

“Jika proses ini diulang akan dipercleh :

2 [.f"(ﬂ; p]_ = p® F(p) - p FLO) = f7(0)

sehingga jika n bilangan positif bulat maka didapat :
2 [fm)(t); P]

= p" .?(p)-p““{f(oy—p""?('(O) - . = 00y
Jika diambil :
£70) =0 L,(r =0, 1, 2, ..., n-1)
maka |
k4 [ s p ] = p" F(p)

n .

dalam pengertian operator
e O A R ™

S dt

Laplace menjadi p“.

2.11. Persamaan Intergral

Transformasi Laplace digunakan untuk menyelesai—

kan persamaan integral dari bentuk volterra yang mana

K(x,t) adalah fungsi t—x.

Sebagai contoch :

¢

,.[fcx) k{t—-x)} dx = g(t) ,(t > O) y9{0) = 0

[=]

dengan menggunakan transformasi Laplace pada kedua
sisi . dan dengan menggunakan theorema konvolasi
didapat :

16

dalam transformasi



F(p) k{p) = gtp) -
Py = @tp)/kip)
 d$pat.juga.ditu1is dalam bentuk :

fip) = p g(p) Cepy . .. (2-10-1)

Untuk menunjiukkan tranéformasi“'Laplace dari- fungsi
f(x) yang tidak diketahui dalam syarat g(p) dan
Cpy = [p K(py 77 : ' (2-10-2)

dengan menggunékan transformasi Laplace invers Jika
Lix) = &£ { { p ki(p} } 3 X ] ada maka dengan

theorema konvolasi pada transformasi [|Laplace pada

persamaan :
7ip) = p gip) T(p)

didapat penyelesaian dari integral di atas dalam

BeRtuR ™ F "

. d
Flx) = —— [ g(t) Lix-t)dt | (2-10-3)
(=]
Jika ki(x) = x @ ,0 ¢ a < 1 ' (2-10-4)

£ {k(_x); p} = fe_px x 2 dx
. .oe

k(p) = J'e_u p™™ U™ du
' o
= p®?* rii-e (2-10-5)
Karena :




= T(i-a) ) . (2—10“6)7

Sehingga -1~ e T T e e e i .

L(x)

=2 [ (p k(P37 x]
o 1 1-1 '—a_ _ Xq_i i ’
- L FCL-oy [ P g "] T T~ (o)

Tt

hal ini karena Ml-a)T{at) = ——_ -~
sin { o)

=t sin (am) Xt - (2-10-7)

Lix—t) = 7' sinf{am) (x-t) %1 (2-10-8)

maka

-1 d. o gt}
fx) = n7sin (am) | —=

dt (Z2—-10-9)
o (x—t} ' '

sebagai contoh :

y {x} ' | :
.,r_"i_a‘ dx = gt} ;t >0 ;0<a<1 ,g0) =0
o (t-x} ' o o e

maka

g(t)

dt | (2-10-9)
(x_t)i—ot

- R N N = *
Flx) = m "sin (aﬂ)_a; I
(=)

demikian juga untuk persamaan integral :

t

——iiila— dx = g(t) ,t >a ,0<a<1 ,g(a) =20
2 (t—x) -
dapat Jjuga ditulis :

+ SFlu+a)y :

B du = g(t+a)
o {(t—wu)

yang mana penyelesaiannya :

¥ ]

. -1
flu+a) = n "sin (an) —
: o (u-t)'™®

dengan cara vang sama dapat diperlihatkan :

is




1T (x-0)©

o |
N A2 N L ,0< t < b

O'<'aﬁ<71.‘;g£557= 0.

mempunyai penvelesaian :

= —nisi y 9 glt) . .
flx} = ~-r "sin (an) o I-—__m_?:zr.dt
x {t-x)

sekarang pandanéfpersamaan integral :

t

J"_[ f{x) dx ']a= g(t) ,a<t<b ,0<acl - (2-10-10)
Flt)—pix)

a

A Y

J F{x) dx = g(t) ,ac<t<b ,0<ect (2-10-11)

V[ etn-etty 1°

yang mana ¢(t) selalu monoton naik dan dapat terdi-

fferensial pada a<t<b dan ¢’ (t) = O dalam interval

- tersebut;

Dengan proses yvarg sama akan didapat penyelesaian

dari persamaén (2-10-10) dan (2-10-11) berturut—turut

F(x) = a'sin (am) ;‘—XA () d"’(ti_a (2-10-12)
a [gtx)-g(t)]

dan

fx) = —atsin (am) g(t) d‘P(tiha (2-10-13)
*x [#t)=¢(x)]" : :

dengan jalen yang sama, jika diambil a = C;, b = =,

H(t) = t%; &(x) = x% dan o =

N[

maka persamaan :

_ . . _
| 2 FixYy dx -
= J = oglt)
o

(tz__ x2):&/2

mempunyai penvelesaian :
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2.12.

;Daerah.integrasimﬂ.dibatasifoleh garis—garis -x

f

V(XZ; t2)1/2

FUx) =,J L -2—“—'—.[ tglt) dt (2-10-14)

2 T dx

demikian juga persamaan :

i | L0 9% o ogty - (2-10-15)

(XZ_ t2)1/2

- mempunyai penyelesaian :

2 1,2

)

Fix) = l J s elt) gt (2-10-16)

Integral Double

Pandang persamaan integral :

J'ex dx dy
o 3y

1
o
~<

x =3 dan y = 0 , v = 1
untuk membentuk urutan integrasi, mula-mula integrasi
terhadap vy dari y = O sampai y = ®/3, kemudian ter-
hadap % = 0 sampai %X = 3

atau secara visual dapat dinyatakan sebagail herikut :

‘gambar di samping mernggambsr—

kan batas integral dari per-

Samaan 32

v

sekarang urutan integrasi akan dibalik sehingga

20




0

*séhingga dapat disimpulkan :
1 3 #z s

J' f e’ dx dy = J‘
o 3y o

sekarang pandang persamaan integral :

N
-j'x j' e dy dx
o o

gambar di samping menggambar-

- kan batas integral dari per- .

samaan 3

a 2 x/3 "
f e Joay dx
o o :
2 x3

e ery dx
o

dengan batas integral dapat digambarkan sébagai ber-

cikut -

y e

e — e T

AR

o

-

Jika urutan dintegrasi - dibalik maka batas integral

menjadi

21




¥=T gral adalah :

/ . - ,,,1 2 1 e lio-

|
' (o) 172
! )1‘//_:27 Y
- i ,
Q. v
maka dapat disimpulkan :
2
) i X ] i 1 )
J‘x J' e’ dy dx = J'ey I % dx dy
o O o 1.2
Y
secara umum 3
t . : Gambar disamping menggam-—

t=yw

samaan

. % .
'{ kCp,x) (x2— tz)i/zrdx

3
L

0 ' x

Jika urutan integrasi dibalik maka :

t o sehingga batas. integral per-
samaan integrasi di atas
adalah .

~

[ ree [ klpsx) dx gy
J T

Z 2.4-72
(%™~

t)

sehingga akan didapat :

22

~sehingga persamaan  inte-

barkan batas integral per-—




X

ke At LT K(pyx) dx |
J‘k((ﬂ‘sx) = s 13 dx If(t) J 2 Y dt
(2-11-1)
Dengan'cara yang sama akan didaﬁat H
!
~ - " o . t .
| | () dt k(p,x) dx
k{p,x) | —— "= dx = Fity I : dt
{ (t%- %% { (£2= y2,472
(2-11-2)
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