BAB II

G REAF

FPENGERTIAN GRAF

=. 1.

DEFINIST 1.

Graf G = (V,E) memuat himpunan

yang dizebut  bHikik {vertices) dan cbyek

P
B=fei, e, .. .1

5 iovang disebub garis graf {edgas).
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graf  dengan 5 daris

DEFINIST 2.

Ssebuat garis graf {edze)

v

Yang mempunyval Litik

Litik akhir yang osma dizebub

[xap

L

LGOP,
Conteoh 2

Fada gambar 2 = mﬁrupakan_loep

DEFINIST 3.

sl cgralf fedp
gatu) vang

vang dibhsrikan.

obyek V={v

yvang

Lve, .

lain

- VE’

graf {(edge)

.

awal dan
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DEFINISL 4.
Finmlbe dgraf adelah sustu graf yang  menpunyal  jumlah
titik dlan Jumlah garis graf (edge) berhingga. Kebalikkannva

disebult Infinite graf.

DEFINIST 5.

.l

1
¥

bl s

. smebuah  bitik Vs adalah bitik akkhir darli garis

\

raf (aedge) R mala, V3 dan €5 digebut Incident =z=atu dengan

[iiad
Al

yang lsinnvea.
Conboh 4
Fada gawbar 2 garis graf {edge) 2.2, €7 incildent

dengan titik vy

DEFINISI 6. = =

hus garig graf (edge) non paralel dikataken adjecent  jika
merska incident pada 5ebﬁah Litik yang sama..
Ct}t‘:to’h 5o

pada gambar 2 . =2 dan €
DEFINISI 7.

Dua titik dikabakan adjecent jik nmereka  meprupakan

JBitik akhix dari garis graf (edde) Yansg Sa0f... .. ...

Contoh 6

'TPadd'éaﬁbar-E.'ﬁﬂ'dan vy adelal adiecent sebaliknya vy

dan v, bukan adjecent.




Juwmlah  garis graf (edde) incident rada ‘zehush titik
Vi, dendan 1ooﬁ dihiﬁgﬁg dﬁ;, dikatakan Deraiat (dégree}
-ditulis-d(vi) dari ?itik 7
Conboh 7
bt

Fada gambar 2. _d(vl):d(vé):d(v4):3, d§v2)24, dan

Pandang suatu graf G vang mempunyal e garis graf
(=dge) dan. n. titik .. Jika. setiap garis graf (edge)
memberikan 2 derajal., maka Jumlah derajat unbuk semua titik

pada draf G adalah dua kali jumlah garis graf (edge), maka

ERVTE!

{w' }:'J I' ...... ...'.---vn-cij

TEOREMA - 1. T
Eanyaknyé titik dengan derajat ganjil pada suatu graf

adalah

i

SLan.
Bukti

Jiks suatu, bitik dengan degree ﬂan111 dan degree genap

dipisahkan, maka banyalnya deraiat di ruas kiri pPersamaan
(1) dapat dituliskan sebagai juwlahan dari dua Jumlahnya,

CvENE  mas ?37~‘muslng_mamuatftitik,f“titikf dengan. derajat.

'”penjm dah Han.g 11

‘E'd(ﬁi} = 1 (L B
=1 181 ganiil




Jika pada rvas kiri persamasn adalah genap, maks pernyvataan

pertams pades russ kanan adalah genap (karena jumlaban  dari

bilangan gensp) maeks pernyvabaan kedua juga harus genap.

Andaikan pernvataan kedua pada ruas ksnen adalah . bilangan

ganiil maks tidalk mungkin terjadi jumlahan  dari

genap | dan Dllangan ganjil adalah

Kontradiksi dengean sifat jumlahan .Jadi peng

‘vang benar adalah

d(VE}.: suatu bilangan genap
: Sehingg A 'l;ﬁ§::378111_;:} _t.cfrrl?ul::i_; i.
Contch &

ada  gambar 3, terlibat Junlah Sikik

ganijil adalah genap.

DEFINIGT &,

bilangan

andaian

dengan

berderajat ganjil

bilangan

genap.,

salah |,

derajat

Titbik terigolasi_(isolated vertex) sadalah. titik vang

-

tidalt mwempunyal  incident zari

graf {(edge}.

dengan  kata

lain titik terisclasi adalab titik dengan derajatb (degree)

ol o

Contoh 8

Fada - -ganbar 4. Litik- vy dan - -vg

Lerisolasi.

aclalaly-

titik -




\//

. _J/m

=2 l graf dengan dua titil ~terizolasi

Duaty s hibkilk- dcuyam deJﬂJﬂf satu dl gebut  sustu titik

akhir {=nd Vﬁruex}

DEWINIST i

o

Patlh  adalah graf dengan garis graf (édg=) dan titik
tidak boleh diulang. terkecuali pa lh tertutur vang sering

dizebut cvole.

DEFINISI 12. .
Wallk adalal graf dengan garis graf {edge) dan titik
boleh dlL. ng.
Jika titik awal # titik akhir ———ew- > terbuka<

~Eitik awal = bitik althilr  cee——ey Lertutup

DEFINISI 1%.

-

suatu o owallk berbubup dimsana bidal ada titik . (kecuali

i
disebub sirluilt (circuit)

DEFINIZT 14 .. ..

Lik awal dan titik skbir) vang dilewati lebih dari sekali .




DEFINIST 14

Fada definizi 1, Jika himpunan garis graf (edge) El
adalah LoTong maka.graf menjadl tidalk puava garis grafl
(edge).diﬁebut null graf. |

béngaﬁ .Rata lain setiar titik pada nul graf  adalah
titik terisolasi.

Conboh 16:

.UI
1
.V . Vy : p'Jg'
L C
’ K
-~

go.5 null graf dengan enam tikbilk:

Walaupun himpunan  dgaris gralf (edge) B kosong, himpunan
vertek V tidak boleh kosong, karena Jjika kosong maka tidak
ada  draf.  Dengan kaba lain sustu graf paling sedilkit

menpunyail 1 bibilk.

DEFINISTI 15,
sebualy gref g dikatakam_subgraf dari graf G Jika

seluruh titik dan garis graf (edge) nva berada dalam graf G

Contoh 11,

gb.6 graf dan salah satu subgrafnya.
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.!:_:,

Fonsep dari Eubgraf.sama dengdan konser subset pada
teori hiwpunan: Bebuah zubgraf bisa dikabakan sebagal draf
vang dimuat  (bagian dari) graf vang lain. Symbel  dalam
teori himﬁﬁnan g' . G-diguLaPau déngﬁﬁ.ka]imat."ug  adalah

sebuab subgraf dari @ .
Dari definisi 15 didapat kesimpulan achagail berikub

L. Betiap graf sdalsh subgraf bagi dirinva sendiri.

£

cSebush subgraf dari subgraf G adalah subgraf Q.

a

bt

3.Titik tunggal dalam graf ¢ adalsh subgrafll G.
4. 5ebuah  garis graf (edge) tunggal dalam gratf G4,

bersama dengan titik akhir, Jjugsa merupakan subgrafl.

DEFINIRI 18,

Sebuah graf dikstalan terhubung” {conected) jika paling
dilzit: ada ;dtu bualh path dianbara setlip Pasang titi?nya.

Dan sebaliknya. dikdk sken tok berkubung (dl%honecttd)

DEFINIBI 17.

Komponen (CoMponent) adalah setiap subgraf yang

Lerhubung {(cononechbad ),

DEFINISI 18.

Dua subgraf g9 dlan 52 dari graf G disebut

ﬂrﬁF (edge} terp ’Ah (edg@ d}ﬂ1nlnt3 Jika gi"daﬁ;;gém

lddL mﬁmpunjal Faris graf (edge)iberqama-— sama.

B

. Contoh 12

dari gawbar 6 diambil
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DEFINIST 19,
Dua ¢ graf G] dan ;? dikatakan isomorpis dlLullﬂ Gl = G2
Jika ada hor:&ponden91 satu - satu antara elemen dari

himpunan titik - thlknyﬂ dqu koreupundwn i satu - satu

anbtara elemen dari Limpunan garis graf (edge) -~  edgenva

sedewilkian sehingga  korespondenss arig graf {edge)

i

incident dengan korespondensi garis graf (edge).

Conttoh 13 - :

2.2 OPFRAST DALAM GRAF.

PPP NI@] 24,

‘graf lain G, (ditulis GS—Pl i} Gn) dimana hlmpunan titik -~
titikoya RESS] 'U'Véidénihimpuﬁ&n Baris . graf - (odmﬂ nya

'E3:E_-]_ U Ez .

ﬂnluﬂ__dﬁrdeUd ﬂraf Gl (fJ Elj dan GZ (/o q) adalahm¥~-w-m
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DEFIHISI 24,

irigan {intersection) deri dué graf Gl-dan Go ditulis.
G1 NGy adalah graf lain G, yang hanya memuat titik - titiki 
dan garis.gr&f_{edge) Qaug bepsama - sama ada pada graf ”Glf”

dan G?.

REFINISI 2%,
Jumlalt einein (the ring: sum) dgraf Gl dan Go  (ditulisg
Gy 0 'GZ) adalah suatu graf vang memuat himpunan +titil -

Bitik V¥V, UV,  dan gariz graf (edge)  lasn vang  tidak

. i . . - - /va-\‘ oo . . )
dimiliki - Gy dan\ﬁgiseoara bersama ~ @ana.
2

Pada gambar 8 diperiihatkan dus graf dengan  unionnya,

interseksinya, dan Jdumlah cinein,

o L

= L
P
—
B H
‘4

\_;/ & . ' ¥z

coa

Vg i

Gh. 9 union,_intersekgi,jumlah_qincin_darindqa graf

Definisi 2%, 21, 22 adalah komutsbif




- DEFINISI 23,

13

G‘I_ 4 G? = Gg I Gl

TEORTMA 2.

adalah garis graf (edde) berpizab (edge

disijoint) makea

Gy 0 Gs digsebub null graf.

BLﬂfti :

Rarens & {edge) terpisgah

dem G adalah garis graf
1 Z _

maks

tidalk ada garis graf {edge) wmilik G] bersams - =2ama

dengan Gs. Bebingga menurut definisi 23 Gj(}GZ digebut -

uull  graf.  dan juga karena Gl Jdan Go adalah garis graf

maka definizi 22 akan wmenjadi sana dengan

wodahingga didapat Gy @ Go = .Gy U G, terbukti.
o 1 2 1~ 2

TEOREMA 3,

Jika Gy dan Go adalah vertek tercisabh meka G Ga = @
: 1 z2 1 2

Rukti

21

Karena Gy dan G, saling asing maka menurut definiszi

teorema 3 lLerbuichi,

Jatule senbarang-grat -G berlalay

ol
o
o2
It

@GN G =G dan

zebuah pull graf.




DEFINIST Z4.

Jika g adalah sebush subgraf dari G maka G @ ¢ adalah
lsubgraf tersisa.setglah selurul gariz graf (e=dge) dari g
dipindabkam dari G.

Maka G @ g ditulis sebagai G - # dinana G D .

G@ez =G - g disecbut Complemen g dalan G

_DEFINISI 25,

Dekomposisi (decompozibion)

Sebuah grafl G dikabakan terpizseb menjadi dua subgfaf gl dan
o Jika ' -

g1 U gs = G dan

g1 N 8y = sebuah null graf -

DEFINISI 26,
Deletion

Jilza- vifédﬁlab sebuab titik dalam graf G. Maksa 'Gévi
aclalah sebuag. subgraf dari G vang dihasilkan dengan
memghapuﬂ {(memindabkan? vy dari G, Pendhapusan zebush titik
Selalu mengakibatkan‘penghapugan seluruh garis graf (edge)
vang incidant dengan witilk itu,

Jika e s=hush garis graf (=dge) dalam & maka G—ej
adalah sebuah subgraf dari ¢ vang dihazilkan dengan

menghapus =

Penghapuzan zsbuah garis.graf  (edge)-

Cbidak’ mengakibatke
point), Sehingga G - e =G @ e;

gawbar 19 adalah conbtoh delebion.

enghapuzan  titik  akhirnya (. end .




e Pl st s b

cG-ep ' c@ ¢

Zb. 19

DEFINISI 27.

"Fusion

Sepasang tibik & dan B dalam graf diketakan béfgabﬁng-;i
{fusi} ji\a éﬁa titilk ﬁeféebut ﬁiganti dengan sebuah titik-?i
baru sedemikian rupa sehinddga setiap daris graf (edge) vang
incident deugan a, b abau a dan b juga"lincident dengan
Ltitik yang baru.

ergentbian dua Litik menjadi ssbu bidak akan merubah Jurlah

Fontoh 14 - f ' \ &.

S P T 4
Gb. 11 fusi dari titik a dan b

.23 POHON.. BEWTANGAN. (. SEANHING TREE-Joe oo

DEFINISIL 29, ..

- Bebuah  pohon (tree) adalah graf terhubung (connected

graph) tanpa girkuit (oircuit).




Udengan G mempunyai  sabu dean ‘hanya  satu pabh diantara

DEFINIST 2g.

Sebhuah graf terhubung dikatalan terhubung minimal jika

renghilangan  sabu - garis graf {adgn) sembarang dari graf

tel'cjd m:au.menghaﬂilkam_graf tak'terhUbung.

TEOREMA 4.

Na wztbu dan hanya satu pabth diantaras pPasangan Libtilk -

Q-txk ﬂa}dm zabuah pohon T,

o Jika T | ada fterhubung,--maka"'haruS' ada

\-—J
sy
=3
i
L‘.J

sedilkitnys satu path disntara pasangarn titik - titik‘ dalam
T, Andailkan diantara dua Litik a dan b pada T ada dus rpath
vang berbeda, Union dari dus path torsabut’ membentuk  suatu
circuit dan  menurut definizsi 28 m@ka T bukan wmerupakan
pohon, Keontradilksi dengan T adalah.pohon. Pengandsaian ﬁalahA
vang benar Adsdeh cada satu dan hanva 'satu:-path“ antara

Pasangan Litik - €itik dalam T. tarbukti.
TECEREMA b,

Jika dalam graf G ada zatu dan hanya satu path

(RN

dianbars. pasan gan titik ~ titiknya, maka G adalah pohon.

Pukty -

gral G ada sebuah sirkuit maka adda..

_Ttitih ﬂmdan Pdpmlkmﬂn mmmhzngﬁaw

‘ada dua  patkh },famrr berbﬁda ahtara a dan b, Kontradiksi_”” N

pasangan  Titik - titiknya. Pengandaisn salah, wvang benar ©




adalah G tidak mempunyai sirkuit. Sehingga menurut definisi

28 G adalah pohon. bLerbukbi.

TEOREMA 6.

Sebuah'pohon demgaﬁ n titik Mempunyai n-1 edgeéh
Bu]\l,

Teorema ini aken dibuktikém dengdn mengin&uksi jumlah
~titiknya. j?laa terlihat, bahwa teorema benar untUA n=1,2, 3.
Diandaikan teorgma berlaky untuk gelurul  pohon dengan_
Jumlah titik n-1 buah. AJan d}buk ikan teorema benar  unutk
Jumlah titik n buah.

Pandang =ebuah pohon T dengan 1 titik. dalam T = adalah
_ k

sebuah darisz graf (edge) dengan titik akhir Vi dan \SE
sesual dengan teofama 4, maka tidak adsa path lain diantara
vy dan V3 Kecualil 1, - Rnrwua it péuﬁhnpuoau e dari T akan
rnemubis polion ini, sesperhd b&rlihﬂt dalam’ gambar 11.
- ,
Behinggga T-ey.. Lmrdlr dari ﬁepat dua komponen. Kedua pohon
tersebut t1 dan Lo men@unyal titilk lebih_sedikit dari n.
Amlyi ] By ‘terdir dari n-1i titik dan tes terdiri dderi atu
Eitil. Seshingga Tmék memuat n-2 garis graf (édge) {untuk n

titik). Darl sini T, mempunyai tepat n-1 garis graf

‘”(edge).terbukti,

gbﬁlz pobicn dengan o titik
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TEOREMA 7.
Sebuah graf dengan n titik, n-1 garis graf (edgey dan

tidak mewpunyail circuit adalah terhubung {connected).

Bukbti :

Andaikan ade graf G tanpa =irkuit yang . mempunyail n

@

Libik dan n-1 garis graf (edgs

L

Y yvang bal terhubung. Dalam

hal ini G akan memuat dua atau lebih kompomen bukan

eirkuit. Anbil G memuat  dua  kompornen gl{Vl,El} dan

.
i

Gol(Vo,Enl, sambablan sebush garis graf (edege) o diantara V1

dan  ve pada @, maka penambahan tidak akan +tidak alkan

menghagilkan givkuit. Sehingga G U e adalah graf  berhubung

vang - bidak mempunyal sirkuit. Menurut definizi 286 3 U e

adalabh  pohon  dengar n Litik dan n garis graf {edgel.

Kontradiksi  dengan teorema £ yang menyvabakan bahwa - suatu

.

pohon dengar n titik mempunyal n-1 garis graf (edge). Jad

M

pengandaian zalabe; yang benar adalah bidak ada graf graf G

v

banpa  =mirkuit  yang mempunyail o bitik dan n-1 gdaris graf

(edge) vang tidak Lerhubung. berbulkbi.

Akibat dardi teorema 4 sampal dengan 7, dibawah ini

'

disimpulkan 5 definigi pchon yang berbeda tetapl equivalen.

suabu graf G dengan n Litik dikabakan pohon jiks

1o Gladalah graf terbubung dan tidak mempunyai circuit -atau

0o
{‘i

P Bd.a] ah . .gr.a:l-;_.::.t.e.rl.n_’l.}jU i .rj.a.rl.. n'lE}'lﬂlen‘:V“a_i n“’_}. _gﬁl"i.r:: - g I”r_",l_f J—

. '(edgé)'atau
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3. G adalak graf yvang tidak mempunyal circuit dan mempunyvai
n-1 garis graf (edde) atau

4. Ada bepal satu path dianbara Pazangan Litik -LHitik dalam
graf G ahau

9. G adalah graf terbubung minimal.

DEFINISI 3@.

Buatu  pohon T dikatalkan sébagai Pohon bentangan
(SPahniﬁg trée} dari graf terhubung_G Jika T adalah. subgraf
dari G.dan T menmuat seluruh titik - titik'dari G
“Cottech 15

FPohon  bentengan  ditunjukkan oleh garis tebal pada

Eambar 12.

ragal catatan, bahwa pohon bentangsn didefinisikan /
ditentukan hanva unbul graf terhuﬁung (connscted graf),
Karena suatu pobheon selalu terhubung (connected}f Dan  pada -
Suatg graf taﬂ terhubung dengan o titik kita = tidak dapat
menemukan subdral terhubung dengan pn tibilk, Setiap komponen
(menurut definisi terhubung) dari suatu graf tak terhubung,
bagaimanapuﬁ juga,meﬁpuﬁyai gsebuah pobon  bentangan, maka
gebuzh  graf tak terhubung dengan k komponen mempunyai
pohcn-bentaﬁga&.

. Untuk mencarl  wohon . bentandan  dari sebuah . graf . .

¥}
4y

-Herhubung -sangatiali—: derhanarinkaTgraf”GWtidakf"mEmpunyai*“

cirecuit maka pohon bentangan adalah dirinyva ‘sendiri. Dan

Fal

Jika  graf ¢ mempunyai civeult hapuslah sebush garis graf
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(edge) dari circult itu, renghapusan ini masih akan tLetap
meninggalkan  graf § terhubung. Jika msih ada circuit lagi

wlangi  langkalh  penghapusan tersebut. sampai  sebuah  garis

graf ({edge} . pada oirecuitr  Lerakhir terhapug  dan akan

meninggdalkan graf terhubung, gralf  vyang tidak mempunyai
circuit yang memuat seluruh titik - titik dari 6. Dengan

demikian sudab kita dapatlkan pohen bentangan.

£h. 13 pohon benbangan.

TEOREMA 3. B

Setlap graf terhubung § mempunyai paling gedikit satbu

&
busah pohaon bantangan,

Bultba

A

Karena G adaleah graf terhubupg maks dapat ditemulan

T
o

minimal  sabtu  buah pohon bentangan dengan  cara melalaukan

renghopusan  tevhadap garis graf (edde) pada cireuit dalam

i

 DEFINIST 31,

Suati garis graf  (edge) dalam pokon Chertarigan T L

disebut cabang {(branch) dari T.

ot gt

s
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DEFINISI 32.
Suabu  garis  graf (edpﬁﬁ dalam graf G yang +tidak
termasuk dalan pohon bentangan T disebut chord,

'Contoh 16

pada gh.12 gariz @raf (edge) bjy,bg....,bs adalah

=)
cabang dari pchon “&hiaug 1 (garis tebal) =zedandkan garis
graf (edge) 21, Cos ..., Cg adalgh chord,

Haruz  diingall hahwa cabang dan chord -bamya berlaku
UHtuk pohon benbangan ?ang'ditentﬁkan.”Sebuah cmbang rada.
Qoﬁon béﬁténg&m-Tl_bisé men1ad1 ﬁhord pqdd pohon bentangan__
vang laiu'Tz.

Terkadong ads yang menvebub bahwa suatu grai bergsambung G

'adalah'hasil Union dari dua buah subgraf T idan T°¢, dl;ullz

TUOT T =G

dimana T  adalah pohon bpniané an dﬂh T" adalah konplemen

e Py

dari T dalan graf G.

DEFINISI 353.

Cotree adalah konplemen dari pchon (bree) dalam graf

. TEQREMS 2.
Dendgar . memandang  sembarang pohon bentangan, nebuah

graf ,terhubung dendan n bitik dan e daris  graf  (edge)

Comempuny al- n«i vﬂbanq 1 s[=}sl dan P~n+i ﬁhord

Bu]

Untulc bukti ‘bahwa sebuah graf terhubung dengan n titiklf

dan e garis graf (edds) mempunyai n-1 cabang pohon +telah -




. d:ir ' dl f

dibuktikan dengan teorema 6. Sedangkan untuk bukti ada e-

n+l chord adalah sebagai berikutb

Farena. chord adalah garis-éraf {adgﬁ)-yéng tidak - termasuk' 
dalém -cabﬁng‘pohon mﬁka-jumlah chord adalal jumlah garis'
giral (edge) dalam graf & vaibtu & dikura ugl. Jumlah Qabang
rohon dalan G jadi didapat

e-{n-1} = e-n+l. LerbulLi.

Pandang suatu graf G, Izita dpf1n1% kan
n adealah jumleb titil dalam éraf G,
e adalah jumlah gariz graf (edge) dalam graf G

Ik adalaly jumlah komponen vang ada dalam G.

Jika k=1 . maka G adalab terhubung.

Hubungan antars bilangan n,e dan k. adalah sehagai berikut

1. Betiap komponen gral harus mempunvai pallng sedikit satu

L1+3k, nrElk.

3) Jumlsh garis graf {edge) dalam k@mponen tidak

dapa®t -lebih kecil deri jumlah titik dalam komponen - itu
gendiri dikuramgi gatu. sehingda ed>zn-k maka n-k>=¢ dan e-
n+k> = \

3. Bilangsn n, e,k tidak saling tergantung {independent) dan

hilangan n,=e.k disebut bilangan dagar (fundamental number)

Dafi ketiga bilangan dasar tersebut didapat bilangan

penting - vang o dissbut rauL clan- nullity;j_Yang””diteutukan o

sehagal berikut
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rank ————e-—— >r=n -k

nullity ————=> u = & - n + k

Ao

rank  darl graf terhubung adalah n-1 dan nullity adalah e~ -

‘n+l

DEFINIST 34,

Fank dari G adalal jumlab cabang pada Sembafang rohon
bentanga dalam G.

Mullity dari G adalah jumlah chord dalam G

Ramle + Nullity adalah_jumlaﬁ garis graf {(edgey dalam G
Mullity dalam suatu graf juga sering disebut bilangan

siklowmabik {cyclomabic number).
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