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BA}B II1 PERGANDAAN CARTESIAN, SPLIT BARISAN EKSAK

DAN GRUP HOMOMORPHI SMA.

3.1 PERGANDAAN CARTESIAN .

Definisi 3.1.1

E‘gndang _(Hi}iel kelusrgs module kiri stss ring A,

MisaliH:niex ¥, , dengsn operssi

(Xi. el 4 (yi el = .(:}L‘-!-yi el

5. (x diel = (ax jiel,

M sdslsh module stss ring A, disebut dengsn pergandaan

Cartesian dsari kelnsrgsa (Hi)ieI.

Contoh 3.1

1.

Misal W _,H_,H_  adalsah module kiri stas ring &,

Missl Mlz{xi,xz,xa,“.},sz-‘-Lyi,yz,ys,“.} dsn M ={g

’32’33""} .
H_:ﬂ‘nel Hi

=M1 ox M2 ox M

SH(x,LY,,8, 0, (X,,Y,.2, 0, 00 (X, 7,552,010

M sdslah module hkiri ataé ring A, sebsab

Awnil:il =zembasrang (xl,y ,2 3 dan {xz,yz,zz} dalsm M dsn

1 i

5,beA, mahs dipennhi

-.\ - - { - -
(3. al(x,,y,,2,34(x,,7,,2,)] al{X +X,,¥ Y, ;2 42,3

1

(a(x +x, 3,a(y, +y, ), 8(5 +2, by

(ax +ax%, s 8Y, +ay, ,az, tpg, p.

(a.xl »BY, z:2:H )+ (axz ;8Y, 1 83, >

it

alx -y, .2 )+ alX .y, .3 )

<ii>-(a+b} (x,,v, .8 ) = ((a+b)x ,(a+bly ,(atblz, 3




3

= (a3, +bx 8y, +by ,az +bz )

:(ag,an,a%} +(b&,ba,b%}

= alx, ,571 20 + b(x L,y .80
(:iii}.a(b(xl V0 8, 3 = f:ﬁ.(b}{i ,byi ,bzﬂ }

= (abxi,abyh,abzi)

= (ab) (x .y, .58 )

1

iadi M merupsksn module kiri stss ring A.

: Pendsng % sdslsh ring bilsngan bulat .Misal Mo,
,ﬁs adslah module-module atas ring Z, dengsn
Me={D,1,2), W =(D,1) dan M ={D,1,2,3].

Maks M7, g M .

SHi ox M2 ox Mo

Mske M ini merupaksn module kiri stag ring Z, sebab

A;mbil senbsrang (x1 » ¥, ,zl' ),(x2 Y, 1%, »x=»M dan  a;bsZf,.

mahs dipenuhi
(1. al(x,v 2, 0H(x,,¥;,2,))=0(x ,¥y ,3 )+8(x,,y,,5,)

2 z
Missl smbil) ¢0,1,2),(2,

1,3)XH dan 4=Z, maks
4¢(0,1,2)4(2,1,3))=4(2,8,1)
=(Z,9,6)
4(0 >+4(2,1,3) =(0,0,0)+(2,0,0
=(2,0,0)

{ji}. (a+b)(x ¥ o= a(xl,yi,zi)+b(xi,yl,zl}

z
1771

Migal smbil (1,1,2)=M dan 5,62 , msks

I~
I'.“-J;

(5481, 1,2 = 11(i, 1,

= (2,

ok

[,
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311 '+ 5 Yy =(gh \
RES R calbix Ly .2 0 =(eb)(x .y .2 )

Missl smbil (1,0,2)H dsn 5,87, mshs

5(B(1,0,2y = 5(0,0,0)

X

I:Jl
3
2y

= (0,0,
(s.83(1.6,.5)= 30 ({,0,4

Jadi M wmodule hirl stss rving 2, dsn ksrens Z ring ysng

homﬁtatif; meks M adslsh merupakan module stss ring Z.

I}Efirlisi 3. 10 Pt

ﬁntuk setisp k=l, pemetaan'gizﬁqjﬂsl Mtf oM,
dengan g{((xi}iEI}Z X, s diéebut proyeksi alam onto My |
ﬂ{ﬁ&ﬂti m&rupahan sustn epimorphisma.
Gon?ch 4.2
L Missl Me={0,1} den Mz ={0,1,2} module-module stas

ring bilsngsn bulst Z.

Maks © @ M ~> M1, dengan definisi
pl(fxl)iel}: X eM, V(xi}teﬁeﬁ merupaksan proveksi alam
dafi H oonteo M, |

:.zisfs.l (D, 1Y oleh £ dipétakaﬁ ke p ((0,1)) = Dethr .

b4
.= oleh p, dipetakan ke g (¢1,0)y = 1= .

=1

{

th

Dntuk lebih jelssnaye perhstikan disgram di bawsh ini.
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EBegita; dugs  untuk pz::H > M2, dengsan

definisi g ({xi hellsxek .

Fa
M > Ma

(0,0}

(0,1 0
0.3y -
(C-’_: -—;; 1
(1,93 -
(1,1 2
(1,2

E-Ja;:!i tenpak bshus B, :(x-t e T ::xyeaﬁ .

%rel, sdslsh sastn erimorphisms.




Definisi 3.1.3

CUntuk setisp kel pemetssn 3@ M) > ¥ dengan
_ y 'C‘. - -\: . i - - r —r =
definisi J, (x )=(x Hel dcngaﬁ X = 0 voox ¥, dan X =x
Viéh, dizebnl injeksi alam dari M into Mk,

Contoh 3.3

1. Missl seperti pads contoh 4.2, maks

Jit M > W dengsn ji(xi}:(xi}ieI di mans

x.= B Yizl dan X, =X, ¥iz1l, wmerapskan injeksi slam

deri Mo into M.
Missl smbil DeM1, maks 3 (B8>=(0,0)

smbil Tels, maka‘ji(f)z(f,ﬁ}

Begitn jugs untuk jzrﬁz : > M dengsn J, (& )=

~

(x, wel di mens x =0 Vi =2 dsn x =%, ¥ =2,
1 1 : A

‘Missl smbil O=Me , makﬁ jz(ﬁ} = (8,0

i
P

=

.

by

e et

ambil feMz, maka'jz(f}

1
FanY
=]
L)
XY
S

smbil ZeM2, mshks jz(f)

Perhstikan disgram di bawah ini.

M —3 M < Mz

el
! I—-*' QI

]}
P T S N T N
e O O of
Ny o+ Oy By ey
R . W
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Definisi 3.1.4

iProyeksi slam dan injeﬁsi slsm mempunyai sifst-gifst
sebzag‘ai beriknt |
(1. el = WO( Herupsakan pemetssn identitas pada M ),
(iid. p o3 =0 ( Pemetaaﬁ Nol), Vi, kel dan iz=k.
Con%ah 3.4 |

1.»; Dengsn melihat peds contoh 4.3 den 4.2, mahks

Ambil leMs, i=1, maks

03, (1) = Pi(ji(l))
= p,(1,0)
= 1
Jsedi B °d, (1y="1 . Artinys untuk leMc  oleh p o,

-

“dipetaksn kenbsli ke Ishhs .
Ambil i=2 dsn B=Me , maks

ot

EI.D. -?_:1 3 'P—
Byl (28 =, (5,(2)

1

(0. T
FZ(D,M

= B=M

- Behksrsng smbil i=1, k=2 dsn =Mz, maka
b o3 (T = p (5.(D¥y
P 3, (E) B, (3,02

= Y. 71
PI(O,.:._.

3 , merupsksn pemetsan nol.

The::f;rema 3.1.1°

Pandsng M=f] .y ¥¢ perdandaan Cartesisn dari keluargs

(Mt}iel, dan B M . ; -sMi , proyeksi alsm dari M

intn HMi.

Jiks ¥ sdslah module stss ring A dsn g, *H d
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untuk setisp i€l sdalsh  homomorphisme, maks terdspst

“dengan tunggsl  howowmorphisms . @R > M
medemikisn hingds a =p «f Viel,
Bukti.

Perhstikan disgram homntstif d4i bswsh ini.

3 VR ————— > Ugpel M

pidelinisiksn f(xi=(q (x }iisl ‘¥x=N. Haks T merupsksn

_homomorpﬁisma,ﬂebab : : . -

CAmbil sewbarsng x,vel dsn ss A, mshs

B

(13, LCeryy = (g (3 el

il

(g, (x)+q (y)iel

(q, (xO¥el + (g (yInel

£(xy + £(y)

Jedi F(x#y) = £(x) + (¥, ¥x,y=H,

(iiy. f(sx) = (q (sxiMel

[H

(& q (x3xel

11

5 (q (x)Nel

5 D{x}
Jadi E(sx} = g Fix), ¥l

Terbakti bshwes [ sdolsh sustu homomorphisms.,

Sehsreng dibukliiksn bshws [ sdslash tunggsl.
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Mizsl sds homomorphisws 7@ R oM,

sedemitiasn hinggs g =pe f.

Perhotihian disgrsm homutstif di beswsh ini.

Jadi g7 {xk = g {xy, ¥Yuall

. e ADE: )

F;(f (x3)= g (x)

Karens = proveksi  slsm, hernslsh  E7(X)= '(qi(x}}tﬁl,.
nehifiggs pt(qi(x}}iel = qi(x}.

Jadi di sini  terlishst lbahws  definisi f'(x}:(qt(x}}tel

Yxehi sams dengsn definisi T, éehingga f'=f, ¥ tunggsl.
3.2 SPLIT BARISAN EKSAK,

Pefinisi 3. 2.1

Pandsng N sdslsh anbmodule dari W dsn j- injeksi slawm
dsri B into M.
Msks N disebatb . direct swmwnand  dari H Jiks  Lerdapat

> B zedemikian ningds

homomorphisms g M
poi=in ( di mans 19 adslal pemetssn identitas dsri B

Den &k pasti werupshsn susin monomorphlsns.




-,

Dalinici 3.2.8

Pandeng P edslsh Hwosan

proveksl alan

Meks P dizebut  ~odirect

Contobn 3.5

1.

1

Jia,yae(s, v,

dori M

module
onta 2.

faktor

'i:_l

s rF A 71 Bn
P, a3, 00

P

R
&
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wmodule 4 adslsh merupabsn dirvect Pahtor dari M,

Bukti.

Didefinisiksn pemetsan SN *M denZan

k{x)=x<M ,Vael M, maha % werapalan suaty

howmomorphisdus sebab  smbil  sewmborang ®x, v/, dan

ae 2, maka

{3y, hkix + w3

11

e

—~
x 1

.

tay

Jadi WisxY = a h{x}gV§epV$Ldaﬁ A
Doari sini terbubii bahws b sdslsh susaty homoworphisws.

ni.

ol

Selanjutnys perhatikan disgrsw homutstif di bawah

! . : H > M/H

S~ _k M

= X VEEH/R.
Jadl pe k= 1w

Terbukti Lerdapat homambrphisma K, sedemikian hinggs




peh=1lr. P=H/N &dal&h?dirrect faoktor dsri M.

Definisi 3.2.3

Berissn desri module dsn homomorphisms

fl fz . le -1
Y M- g T =" Hn

He v M -y

Diﬂebﬁt-barisan eksak bila'Im(fi}:Ker(ft+i} A4 i;;,z,‘__,ﬁ,

Contoh 3.8

1f - Pandsng 2 adalah:ring dsri bilangsn bulat dan M, H

scslah module-modnle stss ring 2. Jika barissan

% f- i

0 > Mo > ¥

scdslash ehash, mohs f zngtn monimorphisms.

CBukti.

Karéna berisenys edalsh ekssk, msks ITw(s)= Rexr(f) = 2.
Dap menurul theoremaéz.ﬁ.z, maks £ monomorphisms.
2 Seperti psds codtoh ﬁo. 1, jiks barissn
f C ] _
M v N > 0
sdslah ekassh, mshs ffsuatu-epimorphism&.
BukLl. |
K&r&na parizsnys sdslsh ehssk, meks Iwm(f} = Ker(ay= H,
Jadi Im(E£y= N, mshs menﬁrut tieorems, 2.3.1 f adalsh
f susty epimorphisme. . - |
3; Seksreng pandané perisen modnle dsn homowmorphisms
9, £ 2]
0 v M > N u0)
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hanys Wils 0 sdalah sustiyg

dan
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bohws T adslsh izomorehisns.

darn

e
ma

o3
o]
facet
=

fs

IR S v B w0

bila

san eksak

tn’ el Sumasnd dsri B

Conteh 4.7

{3; Pandang 2 sdslsh ring dord hilsafasn bBalet
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by, Jiks u’,u” dsn £ sdalsh epimorphisms, maks o Jugs

susty epincrphisns.

¢y, Jika 1’ ,u”  isomoy phiqnm, g monomcrphismns dan f
epiacrphisns, maks u adalah susty isomorphisms.
Bakti.

£, ﬁhan dibukiikan v adslsh menowmorohisms . ,yvaitu  dengsn
membuP ihean behws her{ux= 0.

Aubil sembars

‘..ﬂ

18 xeM gsedeminisn hiﬂég ufxy= 0,

Perhatihan disgram homutailf i stas, meka

O zebelh In(ud=Ker{gy, sehinggs g(ua{x}¥= O I,
sdalah monomorphisas, akibstnvse Jiks " (E(xyi:= O, maks

4 " , o - L R P P
fexy= 0, mehinggs HeKer(f)=Iw(f . Jadi x=f (x") untuk

Behnrang  ulf (x"¥y = g (u (xdy, msha L(x" = ul(f(x)}

0 = g7(0Y , smebsb g7 wopomorphisus.

Dari sini didspst a'(x 3= 0, dsn ksvena uw’  wmonowmorphisias,

Terbukti bahws Jjika odxi = £, maks x=0, u monomorphismns.

bxi Untuk membukiikan babws u  epimorphismsa, dengan  osra

MLMJHL ca bahws untuh setisp vell terdaps =M sedemillan
buaktik bahwas untubh setiap vel ¢ L x=H lemikl

45




hinggs u(xi=

46

Y.

Kits perhatiken v ini untuk dos kemangkinan, yaitua

(i}‘ vell dan velnl{g

Sehsrong

-

},§ ks  Lepdspst v'el’ gedemikisn

iatn epl mutphi me, mehks sds o ¥'eEM’ medemikisn

‘perhatikan disgram  homutabif di stas, vysito

g {y’ = a{f (x>
¥ =T (x"

Padahsl ['(x’

hinggs x=f (x

Jadi a(f (2

antuk setisp

ﬁdwmlhlau 131

weTw(fF Yy M, Jaddi terdspat xsM  sedemikisn

N
Fo
=¥
= - R 1

well  di wmmna velmlg ), maks terdspat  xeH

inggs u{xi= v.

(i1}, ved dsn g%lmfﬂ’

Mahs veer(g) dsn  g(y)= ¥"#0. Ravena u"  sdslah

cpinorphisns

sedewikian hi

, mahs terdapst x'sHY | sedemikian hinggs

Dan  karens T epimerphisms. maks  ads ¥

inggs F{ay=x"

Jadi u'T(xyy= glalx))

Kits porhati

kan g{nlxi’ = 2(y

g(u(xd) - g(yy = 0




LY

g{u(x)y - v )
Eérarti u{xi-ysRker{gi=Tug ¥,
méﬁurht (1),  meks  terdspst
ukm}:u{x}ny.
u&m; - (R} = -¥
ulxy - ulwr =y

ul K- = ¥

Jadi dari sini  tsopsk  bshwa
Lerdapat (x-mied sedemiliiazn hin

Peri (i dsn (31} terbukti bshws o adslah spinorphisos.

Thenramnag 3. 2.0

Pernvelaogsn-pernyvataar berihut adalsh ekulveslen o

(1Y.¥ adslsh cdrrect summsnd dari M dsn barissn ekssh

e

Zgn al{x-w)rT v,

oy, Dari sy desn b <dspat dibuln

47

= 0 (sebsbg.hbnoncrphisnay.

Jadi u{xi-y=Indg » | dan
Fre M sedemikian  hinggs

untuk  vel  dan y%Im(g'}

ikan v lsomovphiswms.,

g)

g—— 1 —y

sdalsh split (41 wmarad Indeksi alew deri B into M dan

{2y . Brosen module MW adelsh divrect fashtor dari H.

{8y . Terdapst sustu isomorphisns ui
sedenihisn hinggs ue) adslsh injeksi alsm dari N into

N & MM dan @ou_i proveksi slsm dari NO WA onto H/M

Bukti.

(1—>3>

Pérhatikan  disgrewm  homutabif  dari barisan modnle

dan homemorphisna di bawsh ini.

P proyekst slasn dsri H o onto MW .

0V B

b

i

)M @ MN o

,,,,,




{_’)

N 11 u 1M

-

oy
~

4 NOK » N > g

B osdslsh odivect summend dari 1, Jadi terdapal

mikian hingga pej=1in,

VA
m—r
=
]
L'E'
,3.

sppimorphiansa o M

Didefinisikan pemestsan ar M W @ WA yeng

memEﬁuhi L xI=(p{xY. %), Vx=H, gahs i sdslah suaty

humOmutihlﬂ”a, sebab untuk setisp x,vel dan s€h& dipenuhi

If

M

(=1}. B{x+y (p{xntyl, x+

(p{=x )+9fY/,A+V‘
= (p(x), Xy + (p{Yyi.,v)
= ogdxy o+ u{yl
{ﬁi;.u(ax} = (?(ax};ﬁi):
| = (3 p(x},sX)
T o (pla), A
= B (X}
Jﬁdi u sdalah susty hamomarp% isma, dan dengsn menggunskan

theosrews 3.2.1 didapat v isoncrphizms.

y N E WA sustn isonorphisns sedemi ~

e

wian ninggs uv.j merupahan ittigeksi-al B wari Nodnte T B

L —1 ) ..
dan Y. zadalah proyeh51 slam dari H @ HAN cnto MR,

Pevhatikan disgream Rowmubabif di bawsh ini.




*H @ MAN

n

u OJ.

H

- - -1
Dcngan U eed =
-1 " -1
{i [ it I:-J _:t ;1: )
Hi If I.';j K = £ —4
-1

-1
( e ,_T } = [Bep:
1o o= AN

Jadi  terdapst howmowmornhilons p gudeniiisn @ hinggs pojrlw,

sehingge N adalsh o direct  summsnd  der: M. Ahibstnvs

borissnys sdslzh merupakon 2plit barizsn ekusl

HJH sdalsh  “direct  fPaktor  dsri M, Jati  terdapsat

hamomarphimma ke HWAN > W, sedsmilion hinzgs

pe Rz Idon

Dan h ind susiu monomorphisms.

Didefinisiten penctasn t: 0 @ U > M dengan

BOX.T3 = xvR(F), Yxel dan YeM/N. Haks € sdslah suats

homoxorphisns sebab antuk CSetiap Ma1,Mzel dan ya,vaaeM N,

(Lo By 8y, v o = L0, #3850, (W40 50

TolxpFag )y ¢ Ky v, )

AL
.!’; ,l.
S

-
el

:':.1.
(44

.

. Ly .
(F133 + Cay+id

49




50‘
=X e B{Y, 4V, 7
= €X1+ k(y 20 + (%, +R(V2, D
= LR Ly, F o+ (%, V,0

13N 7YY = 4 : v
(113.t(&(xi,yl,, t(ahi,ayi)

i1

sx,  + _h(a.yl)

il

ax, + E k(y, 3

s (x F k(vi))‘

: B t(x!. :’Yi }
Jadi t sdslsh homomorphisms,

Sel&njutn#a perhstiksn disgrsm komatstif di bawsh ini

; i’ , <l :
0 — — M > N & MR > M/ %0
i . L I3 )
: J e
0 — y i y M > M/ —=>0

Deri theorsms 3.2.1, dapét dibuktiksn bshws t sdslsh

ioonorphisms.

Perhstikan disgrsm homatatil di bawsh ini.

"o : : —H 4+ M/H
-1
p.u :
AV
M/H
n: Hé . ¥+ M/MN sdslsh =musto izsomorphisms

sedemikisn hinggs pen ' smdslsh proveksi slsmdsri H + M/H



ontp HsH, Maks terdspsast hoﬁomorphisma e M/H »H
sedﬁmiki&n hingdgs ek = &op—i
: u(k) = ﬁ(p"‘)
o= p
pe k= ﬁoﬁ'
pe k= IMoN

Jsdi M/W sdslsh dirrect fshtor dsri M.

Bukti lenghksg.

3.3 GRUP HOMOMORPHISMA

Definisi 3.3.1

‘Psndang A sdslsh sustn ring dsn M,M’ sdalah
module-modnle stas ring Al
Himéunan semis homomorphisms dari M ke M- ditulis  dengan

C HomCM, M?) |

Definisi 2.3.2
‘Pandsng A sdslsh sudts  ring dsn MM sdslsh
modﬁle—module stss ring A. P sdalsh sembsrang wmedule =atss

ring A Kewmndisn setisp homomorphisms FfeHom(H,H >

ditmbungkan dengsn  £% : Hom(P,M) > Hom(P,H")
didefinisikan dengsn P¥(g) = fog, VpeHom(P,M).
CPemetssn P¥ oini merupék&n gusty homemorphisms  dari

Hom(P,M) ke Hom(P,H'), jelss karens :

(1), TH(g +d, 3(x) = fe (g +8,) (X))

Po ( g, (X) +8,(X))
B(", (X)) + £(B, (X))

I
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= (fbei} fog, 3 (X3

| = (E¥(g, )HP¥(E, D) (XD
(iiy. 0¥ (a g 3(x) = fo (;3.5 g, (x)

' | =2 f(g;(x)}

| = 8 f*(él) (X}
Céntoh 3l8
1.5 Pandosng Z ad&l&h:ring bilsngan bulst dsn M, H,P

sdslak module-module stss ring Z, dengan M={D0,1,2Z,3},
W={0,1,2,3,4} dsn P={D,1,2}.

: Didefinisikan g (x)=2x, € (xy=3x Vx=P, di msns & ,¢
elemen Hom(P,M0, dan £(x)=2x —Hom(H,H¥= Moks pemetasn
f* mernpaksn hamomorphiﬁma'da#i Hoth,H) ke Hom(P,H},.
Bukti.é
(i), f#(g1+gz} (2 = T% (g (x5 + éz(x)}

= fe (g, (X} + g,(x))

1

(g, (x) + g, (x})

F( 2x + 3x) , ambil x=2=P

F(2.2 + 3.3
= £(0 + 2)

= 7.

= 4_
(DH(E, y+EX(E, ))(x) = (fog +Eog, ) (X
= fog (%) + o, (X)

£(g, (x3) 4 £(g, (22 ,K=asP

"

= £(g (3y) + £(g,(23)
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1

P(2.2) + F(3.2)

£(0) + £(2)
= 2.0+ 2.2
= 4
Didspat £¥(g +g ) (X) = (f¥g +£%g 3(x) YasH,

Fe(n d ) (%)

(11).1%(s 8 Y(x)
‘ = f(a Qi(x}) ,smbil 8=3=Z dan k=3P
= £(3 g (2
= £(3 (2.2)
= £(3(0N
= £(0):
-5
w T¥(E (x> = & £(g (x})
- = 3 £(2.2)
= 3 cbﬁ"
=0
Didspat £¥(x g () = & £¥(g,)(x)
bari (i) den (1i) terbuktl bshws £¥ mervupaksn  =usin
ﬁomﬁmorphisma. i .

Theorema 3, 2.1

Pandsng A sdalsh suatu ring, kemudisn L,M,H =dalsh

module-module stss ring A . Jiks £: L > W dan

g: ¥ » B sustin homomorphisms, msaks (ge T = gwe £%

Bukti. _
ﬁmbii frelon(P.L) . feHom(L, U0 dar gsHom(M,N), maks

Cge 3% (L 3(x) = (g ) f (%)




1l

(8 EY(E, (%))

g*(F(E, (%))

@r(Fe T (X))

i

gF(ER(E ()

il

(ghe T%) £ (x)

Jadi Ferbohii (g TXy = g*af*.

Contoh 3.9

i,

csdslash modnle-wmodule ntas ring Z dengsn L=10,%1.%}%.

Didefinisiban

4

Ambil ¥ edalsh ring bilangsn bulst dsn L,M,N,P

wH

I

3

M=00,1,2,3), H=4D,1,2,3,2) dsn P={D,1}
'L

M dengan F(x)=2x=Hom(L,H},

g M s dengsn g(x)=4x eHom(H,N) dsn ambil

F1(x3=3x sHom(P,L}, msks :

(e FXRCE ()Y = (ge Fe £ (N}
Lo 1 1

ki

(g« £XCE (%) , smbil x=l=P,

11

(g £3(3.1) a

1!

(ge £3(M

= D

3]

(g DROCE, ()T (g% PR3(3.1)

Hl

gt £ (D)

Zr(TH (D))
g*(f(ﬁ)ﬁ

H

2(0) =10

%J&di tempakbshws (gof}*(flix}} = (g*of*)(fi(x)}



Theorsma 3. 3.2

Jiks A sdslsh sustu ring dan L. H,HP sdalzsh

modnle-module atas ring A dan

: % T ;
1y 7 L T H - > 1

[}

gdalsn barissn =hsal, maks
? . @ik
0 »Hom(P, Ly Haom(P,H} ' > Hom(P , M3

jugs merupahan barisan ehssh.
Buhti.

Pandang disgrsasm dari barisan ekhsak di bawsh ini.

-]
[}

: 5 : g
U > L . M - 7

T, wsks

o

Tils)d= Ferd(P)y, padahsl Im{a)z 0 sehinggs EKer(¥F =0, maka f
scdalah wononorehiaws.

Selanjutnys dibuktikan

(iy. Jiks (gl = Tep = 0, naka haragsleh p=s 0, aebhab

= l:l . FiA h f2 R D .

L

adatah wonomorphisme. Sehnlnggs Jihka R(p
Jedi Ker(f*3 = 0,

3y, Iwm(fwie Kep{gw .

Jélas Dahwe fH(preln(f*) .00 0., N N

K%rena berisenys scdalsh ehgak, wmaka Im(fy=Ferl{g:. Auabil




Darl (13 dan (2 didspsatr

as=ln{fy, wsks £(x= s antuk saate x=L, Dan asfer{g), maks

@{ay= 0, sehinggs ¢
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Sedang gE(TF(pi) = g¥e B (g}

Jadi fvipialer(EZ% Y L o0 oL o e,

stan Im(f¥) < Keplgwy.

Aubil meabarsng geler(gVv), perhalikan

fkilfvlm(f$;

v

Eergt,

diagran komdtatiy

mahs @Ry = 0, atan

g {alxid = gealxs

~

-~

he

._”,,
A

= gi{g

'n-\
Fl

= 0, mehingdss g Snerlgl

Padshal Rer(g)=Iw(T), seshinggs Iun(gj

.-‘-n

=t

=
«.T'
l:(!

1:

vy
L

SEtis

Earena § monomorphisms, msks elemen v

et vl sedewibilan hinggs g(Ri=9(y:

Ny
v
i

stan fmlagre Ker(gl.

selu(f),artinys untuk

s,
© o

ini: sdalash tunggsl.,
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Didefinisiksn pemetssn p: P

» L , ¥Y=P dengan
p(x= vy, antnk y=1,

p edalsh sustu homomerphisms, sebsb smbil q(xi}:f(yi) dsarn

48

q(x-}:f(yé\ mehs
iy r b o= 3 . %
3o alx 2+ alx,» = £(y > + £(y )

{ E. % =
gl x + X, fly, +.v, >

.}adg p(x1+¢% y o= ?1+SE

- .‘t u b
POX, 3R (X

5

1 r
) _ \
| Q(BXI} f(ayiz
J&d} plex, ) = 5 v, | |
= 85 pdx 3 i _

Terbukti p susta howoworphisms.

Sekasrsng ¥ {py=Fep = g ( lihat gsmbsr}, msks

(Fepd(x} = E(p(x)) , Yx=P

o

al{x

Jadi fep = g dasn f¥%(p) = o, ini bersrti bahws asIm(f*}.

= Ker(gk), Jsdi
geIm( ), astan Ker(gklx Im(Dk),

Padﬁh&l diketshmi jiha‘qsﬁer(g*), maks

Dari (ii) dsn (1ii) maks terbukti bahws Im(f#)zKer(g*\.

Pari sini terbukti bshws barissn

&k ¥

: g%
0 ——— Hom(P,L}

v Hom(P;,;H)> » Hom{P,H)

sdalsh barissn ehsshk.

Theorema 3. 3.3

"Jiks A =ustn ring dsn LML, E module-wmodule dsri A dsn




&

~adilah split bartissn

) s

c@erupakan oplit bar
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= f¥{=& p" % EI'{fi('f?F-:‘.

il s=A dan g e lmd Py =zzar sg @lin(Fl, sz b dan

Fwy=Reriay)y  sdslab submnodale datri

sraikinn bahws  Lml(f¥y= Ker(gk)

gelstal Divrect Submarnd dori He TR D

B £ A B j:}jﬁ{L'?\Zin'i-;iﬁ}”_"“”“”“”_? Hop( P, MY didefiniglhan

dengan J(qr7a, Yasla(fe) adalab tndehst slam dsel Dol

into HowmdP, M3

n P ] ot e it T .. Fe Y KERY :- :. —
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