CBAB II .
RM:ERI DASAR .

2.1, REIASI DAN FUNGSI

Dalém vembahesan Pemganter Rueng Unitorni, Relasi dan Fungsi
merunzkan teori dasar dari Ruang Uniform, Sehimgga nangertian-
" ner.rgertian yang ada nada Relasi dan Fuagai sangat dinerlukan un-
tuk ngmbahaeam teorema-tecrema selanjutmya, Rglasi @aumun fungsi
nada nembabasen imi didefimisikam sebagai himmunan bagian dari

nergandaan kartesius dard himmunan~himmunan tertentu,

Definisl 2.1.1

Relaai R dari him-nunan A ke himnunan B adalahs
o Himmunen nagangan hemmtan (a.b) delem A X B yang mana
ec€i danbsh. |

Relasi R imi danat jnga dinotasika& aebagai ‘aerikut: |
Rs A -}3 aten & Rb, acA daabe‘B. |

ﬁnﬁk notasi mkan Relaed R gdelhb a ¥ b, 2 €4, b eB, |

Jadi dengan kata laim behwa Reiéai R dari hirﬁnz_xnan- A ke himmunan

B adalsh himmunan nasangan,berurutém yang merunakan himeunan bae

‘glen dari A X B,

Definisi 2,1.2

Diberikam Relesi Ry RCA XB
Tang dimaksud .tnverardlari' R yarg dinotesikan R™} adalsh
o) @€z}



Definmisi 2.,1.%

Relasi identitas dari suatu himmunen A dengan notasiAA atau
disingkat A adalsh himmunan masangan berurutan (a,a), ag A,

“ada diagram kartesiua Relas.t iden‘ci'taa aten 4 disebut sebagai
diagomal,

1+ Diberikam X himnum hilangan Riil, mska Py [i x,Xx), x¢ x}

Relasi identitas imi danat din;yatakan dalam grafik kartesius
se’oagai ‘herﬂmt:

. Gamdar 201.1

J|

2, Dibverikan himmsen & = {=3, =2, «1, 0, 1, 2, 3}
Relasi identites dari himmamam A adalah = { (x,x), x € A}
“sten Da =le [ g3,53), («2,-2), (=14=1), (0,0), (1,1),

(242), (3,5)} dalam grafik kartesius eebagai titik=titik
" yang' berada wada diagonal. .




Gombar 24142

Definisi 2.1.4

‘Dibverikan Relasi U, U C x--x'-x: S
. Bayangan 'a € X dard Relasi U dinmotesikan U (8) adalah
{7} (a9) € U} dom selsnjutays jiks A C X, maka U(A)m
Tyl G €T a€ 4}
Cataten 2471 |
Relasi U dikatakan sirieﬁia Jika dan henya jike U = U=l
ateu danet dinyatakan sebagai berikuts
| U gimetris jikes den hanya Jike E vl (&) € u] [y} (yoa)e n}
GantohA 24742

1. Diberikan Relasi ¥, U C X x X pebagai berikut:
U= {(1,1), (1,2), (19305 (243)y (241, (3.1). (3.2)}
_ Relasi {nvers dard U ‘adalshy .

UTa { (1,1)y (241)y (3,10 <s.e). n.m. <1.s>, cz.n}
karena Ua U° ‘. waks ¥ dikatakes Relaai yang simetris,
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2, Diberiksn him~unen A ¢ X
Relagi ¥ dinyatakan sebagai berikut:

Y= {(x,y), | X=F |<Pr XyY € Al , di mana r untuk sembarang
bilangan riil nositin, |

Relasi invers deri ¥ adalah V=! = { (7ox)y (x,5) € V]
via {Gax) 1y -xj<2, r ¢ R*}
-y n {(3’;&3’-)3_ g _y"..r.;’.,._' [ X -3 <I_.=-_ 9 S8himgga V = =1
Jadd Balaai 'V:'adallsih“:R;‘J._asi yaug simetris, |
Definiel 241,5 -
- Diberiken Relasi U dam Relasi V , dimana B C A X B dan
VCBXO
Komfaéiaii rela.sg.'ll dan ¥ 'yarrg"d.in'atasikaa ¥ ¢ € adalah |
himmanan aéém'a”i:\aéai&éa&' (ay0) sedemikion sehifrégé “térdé;a't' -
blé B yang berlaka (a,b) € U den (bye) € V
Atau d.a;at dir;yatakan sebagal berikut:
VoU={(ae) t ach, 0€Cj terdanat b €B sedenin
kien séhingga (ayb) € U , (bye) € V J
Contoh 2413
1+ Diberiken suatu himeumen A,B dan G yang dinyataken sebagal bee
rikats , | |
Ao {152,354}
Bt (a,b,e} |
C 1 [5,647,8} ] .
_ don Diberikan juga suata Relasi U, ¥ sebagal berilut: -
e U ‘ { (18 )’ (1";)' ( 2,& )’ y (2=b), (339)3 (4,e )} e

Vi (8,50, (0,6)y (48), (7))




maka kgmno_sisi’jReIasiaU dan V adalah aébégai berikats
Vol a | <:1-.s-),(1.6).(2.5).(‘2.5'J.'(m).(31.8),-<4.7‘>,c4.-s>}
Dalam nenyeleaaiaw meneutukan himmunen nenyelesaian ini danat

Juga dengan dbantuan diagram sebagal berikut:

v

<
\

e
I:!

.p-um-s
0o ©

-

| R=0 4] ? - {(?ls))(tis)l (2"5)'1_ (2'_;6)}-(5 17 ) .(5‘.‘8'}. (4- '7 )-’ (4.8)}
24 Diverikam relasi dalam himnanan bBilamgan R11l, yang didefinie
-glkan ae‘bagai berikut :

8 [{xs¥)s O¢x = y<1 s 2y € B}
. R ¢ hiwrumen bilangan Riil,
Tumjukkan behwa U o g~ - {(x,8) 1 |x - _s[g1}
“enyelesaiant |
Dari defimisl 2,1,5, maka

Toy™la f(x.s) i y€ R pedemikion sehingga (x,y)e U",(y,s)eq
- {(x,l) : -¥e€R sedemikian sehinmgga (y,x}, (y,m)<U
= {(x.z) $ ye€R sedemikiaa sehingga 0<yex $1,0s(y-8)st

 Sekarsng. dimisalken S -{tx.:) : iz-;|<1} , akan kita tuge
ke 0T m s __ T
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~Diberiken (x,2) € U 0 U™t , naka ada ¥ € R sedemikian sehingga
0<y - Xy Y =8B S $ 1. Retani dert

0L Fex Yy es<T wm -8
- y»izg? +¥y -Xx
W X e BT aeenerninees 1)
Eemudiam dari
oL Y SRy FoBEgT wm yaaxg
.' S mm Y - xs1-&-y-:

e -

"N
H

- g mu‘onncgglii)
dari 1) dam 41) 0S¥y mX p ¥y oS <1 mpaf< X =5 <9
Jads |x Y <% 'sghiﬁgga .(z‘._g.) €8
Oleh kerenanya © o U~1(C &

Unduk _selamjuthye, Diberiken = (x,s) € S, make |x - TR
Diberikam juga y = maka u:,a) » maka berlaku
OSy~x <1 danro<g-.zg1

(y,x)‘z 0y ~ £ 1, maka (r,x) € U dan oleh karenae
eya (x,5) € u"‘" ‘
(y,8) 3 0'<y-n'<1. mak’a {ysz)eu

Oleh karenanya (x,2) €V o U 1 o (dari definmisi 2,1,5), — -
Jadi 8CT o o1,

| dari U o E ~1¢s dan - S clo H" ¢ maki ' T
terbulkcti B__ o 9.1 - B atau
u o 0*1 3 [.(x;.z) P lx -2 < 1}

GAEAM 241 .2 B . e
Sirat-aitat yang ada nada kmoaisi Ralaai.
Diberiken Relagierelasi U , V , W (X x X




1« oW oWabo(VoW
BURE :
(UoV) o ¥ = {_(x,y} 13e € X sedemikian sehingga (x,a) € W den
(a,5) € (UoV)
w{{x,y) 332 € X, 3be X sedemikien sehingga
(x;,2) € W dan (a,b) ¢V » (b,y) € o]}
- { (x,;7) 1126 X - sedemikian seningge (x,b) € VoW
e ()€ ul P o
= Uo(VvoW) . o |
Jadi terbukts (U o 7) oW = Uo(VYoW), aehiug&a kommosisi
Relaai-relaai berla!-m sifat asosiatii’.

2, (@ o V)1 = v oa“"‘

i

BU'KEI_'.‘I'
C@oaw)! -{(x,y) ) €Uov]
- {(x,:) 13b €X. aedemikian sehingga (y,b) ¢ V dan
) € R} | |
- {(x,y) 13b €X gedemikian sehingga (b,y)&-‘ \ ﬁian
{x,b) € o= 1
= [(x.yJ 19D € % sedemikian sehinggs (x,b) € u~ldan |

(b,y) € ¥}
= 7*1 0_3-1

Jddi terbukti (U o ¥)"1 = v=1 o g=1.
5. U o g U™ o U Udtak U simetris yaitau U = U~?
BURRI -
U o E" = {(z,x), Ja €X - sedemikian sehingga (x,n) € U 1 dan =
(a,y)e:ﬂ} e |
B - {(z,y), —] a8 GI aedemikian sehmgga (x,a) € U dan
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(a..VJ GB“T.}
] U-d ol

4.0 4 awAg i, Di mana A diagénal ateu Relasi Identites,
BURTT |
1 A = {(x,y) t Ja €X sedemikian sehingga (x,a) € O dan
1:,316& ’ maka X =a
= [(xy) s (xx)€A don (x,5) € U}
= ['(x,y) 2 (x,y)e U dén (x,-x)@i.\}
X sebarang dalam X, dae sekarang diambil'y € X

= [ &y (y) €U dan (7)€ A ]
= oA

CIEMMA 21,1 |
Diverikan V Simetrie , meka V § GoVal] (T(x) X V(yl),
(x,y) € H:_] o |
- BURRI |
4= Dimalal dari. -neager‘-iaa v 0 Uo v 'I:erlabih dahulu
Yo U o V - { {ayv) 13 x €X, ay € X sgedemikion sehingga
(u,x) € V » (x,3)€ T dan (y,v) € V }
¥V diambil sime'tria, sehingga V = V-1
Oleh karenanya Jika (4,x) € ¥V, maks (i_:-’-,x) € v=1
Rermdian karema {u,x) € V™! s make (xu) €V,

{xqu) €y, u € ¥(x) dan dari.(y,v) €V, maka ¢ g vb.)' o
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Jadi untuk setian (x,y) < U berlaku U & V(x) dan V € V(y).
Tetert U € V(x) dan v € V(y) Jtka (Uyv) € {¥(x) X V(y)}

sehingga (U,V)E€ { V(x) X V(y)} untuk setien (x,y) € U
Oleh karemanya Vol oV C U (V(x) X V(y)} sessensd)

4= Divertkan (¥,V) € U{V(x) X V(y)] maka
u €& V(x) dem v € V(y)

dari u € v(z) . malca (x,u € Vdan dexl v € V(y), naka
lyyv) € F

Diembil V Simetris nraka V= v » sehingga (u,x) € V dan
(y,¥)€ v _ )
Diverikam (x,y) sebarang delem U, sedemikian sehingga (u,x)€V
v, (x,5)€ U damr (y,v)E ¥
" Oleh karepmanya (u,v) €VolUaeV
Jadt 1 ¥(x) x vcy)} C Vol Vo D e dan )
i 1) daweii)imeke verbikeif U900 V.= U{vx) X 7eyd).
Defimisl 2,1.6 | I o
Suatu Relagl £ yeng mengkawankan hinmuuan A ¥e himnunan B
yang bilasanya dimotasiken £ § A we= B dikatakan mer_unakan TrrEnt
fumgsl, Jjika dar hanya Jika untuk setian & € A memrunyai sae
tu kewan di himmumen B,
Comtoh 2,1,.4 | ,
fs3A t--y.B yang d_itumjukka& dalam diagram di bawsh ini:
o .

b'?-.:),
A

B |
e —
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£ 3 { (ay1)y(0,1),(c,3)]
f ol memﬁékan' fungsi, karena setian anggota A memnunyai satu kawan
di B, Dan selamjutnya untuk defiﬁiai invers, komwosisl fungsi dan
lain-laj.rpﬂ amalog demgam defimisi-defimisi yang ada nada Relasi,

2 .2, HUARG TO0™0LOGI
 Defimisi 2.2.1
Diverikan X . ¢
'Tadall_lh keluarga-himuuan baglan=-himmunan bagian dari X,
3/ mexunakan Tonologl nada X -Jike deanm hanya jika memenuhi
aksioma~aksioma éebagai berikut_:_‘
1. X, # temesuk atrggota )
2a Utrion atau gabungatr dard sejumlah anggota-anggota T tere
masuk - dalam '37' -
3. Irisem tian 2 enggota Jtermesuk dalam 9

Anggota dark ﬁi,cmologi imi adalh wmerurakan himﬂunan-himnurran yang
terbuka. maka énggota-amggota Tonologl ini disebut Oren Set, Dan

untuk selanjutnys ~esangsn terumt (X, T} disebut Ruamg Torologi,

Comtoh 22,1 - | o
1. Diverikan auatu himnunau semesta sebagai berikuta |
X3 {1,2,5.4}
Akan leite selidikd anakah klag=-klas himnunan di bawah ;Lni me -

runakan suatu Tonologi nada X,

T {# X, {1,2], { 1n2o'3}]
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Penyelesainms: |

2 .

3

9 = [ g %, (1,9 , [1-2v3”

‘:T;' mexunakan Tonologi nada X, sebab semua aksioma Torologl di-

~enuhi olen I

- {5" Xy {1} & (243] & (2s3-4]}
‘1‘ bukan merunakan Tonologi wada X, sebab { 1} U {2,3,4) =
{' 1,2,3} §é T Jadi salah satu sksioma dari Tcrnologi tidak

,ternemhi.

Diberikam R himwn'aaf bilangan Riil,
rﬂ, adalah keluarga sema himﬂunarr bagian-hit;nunan bagian dari
R yang terbuka, |

L ini memnenthi aksioma~gksioma dari Tonologi, makal merumakag —

- Tonologi mada R dan/ll disedut Wbl Tonologd nada R,

Diberiken himmuman X yamg tidak kosong,

Y adalh ka}iz:_arga semua himmunan-bagien-himmupen bagiae dardi X,
D ini merunakar Tonologi vwada X karems memenuhi akeioma=ake
sioma dari Tonologi, Dan D ini dfsebut Diserit Tonologi mada X,

Tasangan berurutan (X,D ) disebut Ruang Tomologi Discrit,

4, Diberikan himmunar X ¥ # dan g - [X,¢ ]

~den termyata Jika dieelidiki G = {X,#} memenuhi aksiona-aksi-

oma dari Tomologl, Jadi 5 mexunakan T-Onologi nada X, 9’ yang
berenggotakamn @ dan X send-ir.j. ini disebut Indiserit Towologi
w~ada X, :

“asangan berurutam (X-,i ) disebut Ruamg Indiserit Torologi,
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Defininl 2,2,.2

Diverikam (X, J) adalszh Buang Tonologi danm A ¢ X :
A dikatakem olosed (tertutun) jika dan hanya §ika A® (komnle

men dari A) adalah merunaksm himnunéu terbuka,

Comtoh 2.2,2 _ ) _

1. Diberikah N {ﬁ, X, {1,2}, {1,2,5}} » T merunakan Tonologi
“adaK:X-{1,2,5,4}_ U
Himnunam baglep-himmunan bagien di atas adalah onen, makq hime

;urrarr baglamp~him~uranr begian yasnmg tertutun adalah:
L5 0 (3] 5 (4]
X danr # merunakan himmunan .bagian:'-yang texrtutur dan ‘sekaligus

terbuka,

- 2 4 Diverikan { I, Buaug Tmalagi Discrete, yaug anggotanya
 sema himnunan bagian dari X9 mem-nakan Tmolog.i, naka
amggota-aqggotaaya onen, S_elamjutrrya karerra arrggota £ adalsh
semza himmuman bagian dard X maka kommlemen dari anggota-ang-- "

gota tersebut juge merumakamr anggota D.

Kom~lemen dari himmuman terbuka adalah himmunan. tertutun, oleh

karehanya amggota-anggota $) juga derduiie,

Definisi 2.,2.5%

Diberikan (x, 97) adelan Ruang Tomologi dem A C X, Closure
dari A yang- dinotasikaa o adalah irisan dari semua himmunan
bagian ~ himmuman ‘bagian‘ yang tertutun dan memuat A.

Ltau dengan kata lain 1

v Jiks { Fi | 1"'61} - adalah keluarga ‘da¥{ him~urdn’ bagian"-‘i""
himnunarr bagian dari X yawg tert:utuﬂ, maka Closure A (K) -
{Nr, 1€l

- ’3”1“: -ﬁ::?"" -
Har e
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Theorema 2.2.1

Bukti :

Titik x

(X,9) adalah ltuang .'i'on-dlqgi o
ACX o | = -
x €k ., jika dag hamya jika x€GET = G f14a # ¢

Biverikam x € X dam x € G € g.

f'.n‘daiké—'ln“ G D A & ,GS s, maka A X - G darr X - G adalah

Lo rfutun; beaak x€ X -G maka teraadl kontradiksi. .
Jadi yawg vemar adalah x € GE Er =>» G flA # ;ﬁ |
Urrtulk sebalivpya andaikan xfé Iy maka terdanat himnunan -
tLertutun F'sedemikia& sehimgga F> A dan x ¢ I,

Sejak x € X ~¥  dan (X -F)[la=408

meka timbul konmtradiksi,

'§'ng benar adalah . x € K , X Ge 9-..;. G A ;é /d
Sehingga Lerbul(tl & K Zika dam hamya glka T L
x€ 6T =»ca ;égﬁ, - T
meda K disebut ADMMEENL POINI dsri 4. -

Dari defirisi 2';2'.3 disebutkam bahwa & merunakan irisan

deri himnuman - himnunam tertltun , maka X mek@nakam himnunan

. tértu;'twn ~la . Dam demat diambil kesimmularn ila bahwa & adalah

him~umar tertutun terkecil yamwg memeat A, Atau AC K C ¥ sehing ...

ga dimat dikatakaw A tertuwtun jika dam hanya jike A = K |

~f

Defirisi 2.2.4

 Diverikaw ( X ,F") adalah Ruang Tonologi.
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xE A g‘x
x merunakan titik'ipterior deri A jika x termasuk dalam hime
~uman terbuka G C 4 _
Atau dengen kata lainm x interior dari A jika x € ¢ C A,
Bo~unen titiketitik ioterior dari 4 dinotasikan iat (4), R atau ACe
.Sifat-sifat yang ada wada imterior A.-

1 A° adalah terbuka.
2, 49 meruﬂakan himmunen begian deri A yang terbesar.
3, A terbuka jika dan han;va jika A = 8

.Kéterangana .
Te A° merunakan gabungan (uuiou) dari semua himwunan bagian
| dari A yaug terbuka, maka A% Juga terbuka. |

2 g " {Gj_ ’, G1 C A} ~adalah klas himﬁunan bagian =~ himvsunan

bagien dari A yang terbuka.,

E =[] gt
Rarena £ Undion dari himmunan bagilan -~ him~unman bagiasn dari
A yeng terbuka, maks £ meruwsken him~unan bagian terbesar
dari A yang terbuka.,
%, Dari £ merunakam,bagian yeng terbesar dari A yang terbuka, mae

ka 4 terbuka jika dan hanya jiks 4 = £,

Comboh 2,2.4
1. Diberiken X 3 [1;2,3.4} dan
,8" =¥, X, {1,2} 5 {1y 2,3}}
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Penyelesalam:

Kite selidiki satu ner satu dari aﬁggdzj;a X,
Untuk 1 € X, himmunan terbuka C L yang memua$ {1 edelah f1,2]

danm [ 1,2,3‘ sehingge denat di‘bemukan. himrunan terbuke A yang
memuat 1 atau 1 € 1,2 < 1,2,3 |

Jadi 1 titik interior dari A,

Untuk 2 € X, 2 € {1,2} ¢*{1,2,3} , aten 2 € (1,2] C A

Sehimgga 2 titik interior dari 4, \

Untuk 3€ X, 3 €{1, 2,5} C 4, sehingge 3 titik interior dari A,

Dan terakhir uatuk 4 €X tidak ada himnunan terbuka ¢ A yang me-
muat 4 aten , 4 € @ CA, Jadi 4 buken titik interior dari A, Oleh
karenanys AC = {'1,2,3} .

 Dari sifst-sifet yeng berlaku nada interior, ternyata di sini da-
nat ditunjukken behwa {1,2,5 ] merunakean himmunen bagian A yeng
terbesar dan karens A = R maka 4 terbuka, hal ini jelag karena A€ . ..

2, Viberikan R edalah himmunamr bilamgan Ri1l, dam Q C R o
di mana Q =2 {x '/.x -‘bilan‘gan,Rasion‘al} p maka Q ini tidek mem-
nunyad mteﬂor. Sebab setisn G C R, yang terbuka, meka ia ——
akan menmuat bilarrgan Basioual dan Irasional Sehingga Q tidak
_memkunyai ti‘bik interior. ,

Ateu danet ditunjukken sebagei berikut:

G

i . ‘ -
3 1 r

X
'@ adalah himmaman terbuka C R, deh G Jelas wemat bilangen
Resiomal maurun. Irasional, Sehinggs x € @ ¢ Q -
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Jadi Q tidak memmunyai titik imterior, 7

2.5 Neighborhood dan Neighborhoed Sistim

Defimisi 2,341
Diverikan (X, J ) adalah Ruang Tomologi.
x€ X t}&n li“'-ada‘lah suatu himmunen bagisn daxri X,
o N merunakan Neighborhood derd titik x jike dan hanye jika

N memuat himmunan terbuke ¢ yang memuat x,

Atau dehganm kata 1ain, X lleigh‘borhood dari x jika dan hanys Jika
xE€GCN,

- Den selanjutnye keluarge semua Neighborhood deri X disebut Neigh-
borhood Sistim ateu’ Sistim nersekitaran yong dinotasi.kan (x).

Coaton 2 2.5
1e Dib_erikan-— X [1,2,3‘,4}' dan _ :
T=1{8x (1,2} (15233} 5 maka A/ (1) adalan sbb:

Tenyelesaiamns ,
Ambil N = {1,2} C X, maks aken terdesat ¢ € I sedemikian
sehingga 1 € {1,2} < {1,2} . Sehinggs f1,2} Neighborhood
dari 1, Selamjutnya 1 € {1,2} C{1,2,3} dam 1 € {1,2}¢X
Jddi [1 2,5}, 1 Jugs Nelghborhood dari ' 'S
‘Atau dengsn ka-ba 1aj.n~ -/l/h) ¢ {{1 2] » {1,2,3} , x}

2 Dibvexrikan (x )"Ruamg ‘Tmalbgi.f{ndiscrete, maka Neighborhood
‘. - T

dard titik x € X adalah sebagai berikut:

o ”ensrelesaian 3

X ’bukan himnunaa kosong, XA g
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g =X,J adalah Topologl pada X dan ( X 57) Ruang Topologl Ine
diskrite, maka himpunan terbuka. yang merupakan himpunan bagian

dayril X edalah @ dan X sendiri ., Ban selanjutnya himpunan ter-

yang memuat X hanyalah X aendiri, sehingga x € X C X, jJadi X

merupakan

Neighborhood dari X dan y'e ¢x) = [X],

Theorema 2 2.1

 Diberikan (%, 5 ; adilah Ruang ‘J.‘Opelogi.

Jlf (x¥) edalah Neighbourhood Sistim deri x untuk x € x,maka

Jf(x) akan memenuhi sifat-sifat sebagai berikut t

1.
2,
B
4

Jika N E.Jlf(x) y make x € N

Jika N%e,f(x) dan N, e.ﬂf(x), make berlaku N, I 1%’2 &J‘f(x)
Jika Ny € Jf(x) den N, C N, maka N, le(x)

Jika N1€.Af(x) Jmaka terdapat Nzéff(x) aedemikian Bow~

.demikian sehingega N, C N.',‘ dimana N2 marupakan Nelgh

‘, Bukti 13
te

Za

bourhood dari setiap titiknya, ateu N, € J1/(x) untuk
setiap x € N, ‘

sika ¥ €M(x), maka x € N

N € Jl[(x) , maka N merupakan Heighbourho‘od darl x,

Dari defimisi 2,3,1 , N merupakan Neighbourhood dari x
maka térdapat ¢ € § sedemikian sehingga x € G CN ,
Karena G ¢ N, maka jelas x €N,

Sehingpga Theorema 2,3,1 saifat yang pertama terpenuhi,
Diberiksen ¥, € Jf(x) s maka N, Neighbourhood darixx
Dari definisi 2,3.1 maka terxdapat Gy & J sedenikien

- sehingpa x € G1C N1o ) _
Selandutnya NZ = Jf(x) mka N2 Neilghbourhood dari xy




N 1 ﬂNz - merupakan Neighbourhood darl x, Atau dengan kata lain

3
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0leh karenanya terdapat G, ¢ J sedewmikian sehingga

x € G2CN2. Dari x € G1 C N1dan x & G, C szaka terdapat

X € Gy N &, C N, n N, » Dari keterangan diates bahwa @€ g
dan G, € J, maka dari definisl 2,2,1 aksioma ke 3 dipero-
leh @, N G"z.‘E S’.. Dan oleh karenenya G1 M 62 adalah him-
punan terbuka yang memuat X,

Jadi x € 6,1 6, C Ny [ Ny , ddmana G, (6, terbuka,maka

lain N, N N, EJ{(.::) o sehingga Theorema 2,3,1 sifat ke 2
terpenuhi, ykibu Jika N1 < ./l/(x) ’ NZE .ﬂ/(x), maka

N, [ 3, €N,

Jika N, eﬂ/lx) dan N, C Hg, maka N, € J\/(x),

Kita ambil dari sifat pertama,yaitu jike H,e.‘flf (x) ,meka

x € N,y Pada ketentuan lain H1 C Ny sehingga x & I\IiCEf2
Kemudian x € N, maka dari definisi 2,3.1 terdapat G, € I
sademikian sehingga x € G, C N1 .

Karana N1 C Nz, maka x € G1 C Ny C Ny, dan selanjutnya

x€& G, C Ny Jadd N, menuat himpunan terbuka yang memuat x

1
gehingga N2 merupakan Nelghbourhood darxi x , atan Hasif{x}..-.

' Jadi Theorema 2,%,1 sifet yang ke 3 terpenuhi,

Diberikan N‘I c Jf (xj , akan ditunjukan terda'.pz_a.t N, € Mx)
sedemikian sehingga N, C N1 dan N, merupakan Nelghbour
hood dari setiap titiknya, '
N1€./ff(x), maka deri definisi 2,3%,1 terdapatlah Gy € 9

~ sedemikian sehingga x € @y C Ny N, € (x) maka terdapat

#,€ T sedemikian sehingga x € Gy C N, o N, adalah terbuka

.. maka ketiap titik dalam N, termuat didalam himpunan terw _
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terbuka yang termuat dalan NZ seghlugga x € (}2 C N2 '
sehingga rir1 memuat Nz dan N2 mexrupakan Nelghhourhood
dari setiap titiknya, Jadi ﬁerbulcti untuk Theorema 2,3%,1
gifat yang ke 4,

244 BASIS DAN SUB BASIS PADA RUANG TOLOLOGI

Definisl 2,4,1 )

Dibrikan (X T) adalah Ruang Topologi

Jb adalah keluarga himpunan bagian ~ himpunan bagien
dari X o$HC T disebut sebagal basis dari Topologi T
jika den hanya jika untuk sebarang x X yang termasuk
hipunan terbuka G€ J ,mala himpunan B € § dengan x € BC G
Atau dengan kata lain i
‘2)(;31 > merupekan basis dart topologi J§ jika dan hanya
jika aetiap himpunan terbuka G € J me marupakan gabungan
anggote ~anggota E) .

Contoh 2,4,1

1¢ Diberikan (X,9 ) adalah Ruang Topologi,
X = {a,byoedee }
T - [stn{&] (a3, {dye], (c,a3, (a,d], {ayd,e], [alcid}l[dic.e]}c
D=9, x 1[a]s(als [dre}s (cat})
Akan ditunjukan bahwa Sb merupakan basis darl Topologi T
Penyelesalan
Darl definisi 2,4,1 gabungan dari anggota - anggota 5 adalan
anggota J . Hal ini dapat kita lihat secara langsung dari ang
'sﬁ*haw anguota bile kita mnggabungken beberapa anggoia S maka

- aitan menghasilkan himpunan terbuka anggota dari Topologi 3“’ oo
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- 2, Diverikah .T adeleh Bual Tonologi nada R, meka interval ter-

buka - .trrjt‘.erval terbuka akan membemtuk basis dari 3"‘

Tenyelepalan

At

Untuk setian 'h'i.m“u__nair texrbuka ¢ € T , dengen x € G tenta
davat di‘bamukan'_ interval tertuka (a,b) € O sedemikisn se-

himgga x € (a,b)} € G , sehimgga
H 2 { (ap) ) a,b€R, 2 ¢ b adelan basis dari Usaal
Tonologl ¥ N

Defimisi 2.4,2

(X, T) adalah Ruamg Tonologi

J' adalah sud keluarga him~uman bagisam - himrunsn baglan
deri X yang terbakas = -

Jc I merunakan Bab 'i_n_égigj dari Tovologi I vada X, jika
dan hanya jika iriean dsrd sgjﬁmi‘ah ‘terhingga anggota-anggois

J !ﬁemﬁakan au*ggota; dari bapia ﬁ‘.énologi J

Con»toh 2442
1a Di‘nerikan X3 {a,b,a} dar (X, J° ) Rueng Tonologt

(fa} 4 (b] 4 {apd}, £, X]
= ({a + () 5 (a0} , )

Tum;jukkau 'bahwa qf memnakan sub basie dari Tcmologi 3/

: Denyelesaiam g

.= f(a} » fb] * [‘hb} ’. X}
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maka irisanm dari sejumlah,a&ggota-amggota Y adalah
Doa{tx,a}, v}, {ap},x]}
darr Unlon dari anggota~-amggoa ) adalah sebagai berikut:

T o= {8 %, 1a) (0}, (2,0)]

Jadi‘__s-(._ meru_na-kan .Bub..haﬂis._.dari.ﬂ}ondlggi...j__'. ‘

2. Diberikan (X, 3‘/ ). Ruang Tonologi Biasa
f adeleh Tonologd nada X dbilamgan Riil, meka
o = { (ay01)y -0y b) | ~abER, 8 Cb adalah wﬁ.ba-
sie dari Zonologl biasa |
" Hal ini devat di‘hm;lukk_an sebagel berikut @

[@udy g vy | aperyacn}

e
a b
Irisam dari 2 imterval tak hinggs (a, @) dam (-4b) yaitu

(8 0) N (-0,b) edalah interval-interval terbuka (a,b) nade
garis bilamgan R, Sehiugga = { {a,b) I a,b €R , 8< b]
merunakar bagis dari Tcmologi biasa T (sesuai eontoh 2.4,1
2o, 2)

Kavenma irisam dari Be;}umlah terhingga anggota~anggota J meme
beutuk basis dari &‘onologi fmaka Jmemnakan Bub basis dari
Tonologi 3:' . |
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2,5 FUNGSI KONTINU “MDARUANG TG QLOGI

Definisl 2.5.1

" Dibertkam (X,'.T) dar (y, 34) masing~nasing meru—akan R
ang fomologi,. Van fungaii f memetakan X ke Y, atesu memetaknn
Ruang To-rsologi (X, 9_) ke (y, T1

- Hngget £ diketoken kon«tiau terhadan tomologi T dan g1
Jika dan hanya Jiks bayangan invers fungsi f dari setian
himmunan bagian Y yeng terbuke merunakan him-unan bagian

dari X yang terbuka,

Abau de::gan kata lain, f kontinu 'I:erhadaﬂ tonologi J dan 5’ 1
- ;Jika dan hsaya Jiks

¢ €TV wp () €T

Comtoh 2,5,1

1+ Diberikan tonologi=tomologi nada X dan Y masingemasing sbb:
X = {a,b,0,d]}
Y o« {1,235}

3'/ adelah tonoclogi neda X,- .
T - {{92 ’ f_b} s [b,c} ’ {alblc] ﬂ' 'X}
T'= [0} (215 (142) 4 #, R

dan fungel £ ¢ X =~ed ¥ dinyatakan delam diegram di bawah iai:

£ N - B - N
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akan kita selidiki emaksh £ komtimu terhadan 3 dem 9!

" "-’enyelesaiam'
f kontimn terhadsw tomologli J den T 1 Jika dan henya jika
c€ I et (@)e T

-~

_'nm?unan-himﬂun*an Iltghka yeog ada nada 3" 1 _edalah
- {1} » {2 [13‘2} sy » #,Y, maks
ma{ﬂeg'1,maka £ (1Y )= (a)e T
(2} e g neke £ ((2] )m [beled
{152}€ T, meka 27 ( 1,2]) = [asbe} € T
X Gfr’.'maka t”(K) -{a,bc,d}uxei"

Karena bayangan invers dari setian auggota 5" 1 merunakan agge

80153 dari J , make £ adaleh komtinu terhadan tanologi J dan 3’1"‘_'__ o

2. Di‘berikan 'ho-solog:l 3‘ d.anfr" yang pama den.,ah eontoh 2,5,.1
8o, 1 dan fungsi g yeng memetakan (X, 3" ke (X, § 1) dinyata-
kap da'l.am disgram di bawah imit

X%
——-&-—O
- B |
| .
\ 2
>
d - 3
Himruran terbuks - himmunan terbuka anggotawanggote tomologi
3’1 adalah [1] ’ (2] : [1p2] v ﬂ Ly maka

Jike [1} € g7, maka | (1) ) - [a} eJ
{142} .,ef!.,mka_ _f'” C{1421) = (a,0,4} & J




26

Karema sda anggota 3’ 1 Jang mnenyebabkan bayang inversaya bukan
anggota J , maka fungsi g dikatekan tidak kontinu terhadan
to~ologi J danm 3'1.

Theorema 2.,5.1

Divertkam funged £ 4 X e=emy ¥
£ komtinu jika dan henya Jike invers image (bayasngan lnvers)—
dari setian himmunan bagian tertutun dari Y mérunakan himrine -
ar tertutun dari X,
Atau dengen kata lain: ,
£ 1 XemsY komtimi Jika dam henya jika
FCY tertatun =3 £°! () tertutun

BUKD I
=nd Diberikan fungsl £ ¢ X «-» ¥ adalah kontinu,

Anbil Fhimwunan bagian I yang tertutun » maka F® adalan teore
baka, - |
Dari defimiel 2,5.1 kite neroleh jike F® terbuks, maka -
2™ (#°) adalah tertuka dan selemjutaya ”
f"1 (F°) = (f""(?)f, oleh karena (75“1_ (F)) © adelsh ter~
buka, meka dari definisi 2,2,2 dineroleh £71F) tertutum.

Jadi terbukti jika £ kontinu, maka berlaku
P CY tertutun =3 {~1(F) tertutun

l..l'l"t.l.‘i)

e Untuk sehaliknya Diverilkan ¥ himnunan bag,ian dari Y yang
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Ambil Ghimnunan bagien dari ¥ yang terbuka maka a® adaiah
himmuran bagism dari Yyang tertutu~ dan §™1(G%) tertutun.

Oleh karema £51(6%) = |£=1(8)] ® tertutun, maka [£~1(¢) ]
adalah terbuka,
Dan selanjutnya kita ~eroleh
. Jike @CY terbuka, maks f 1(6) terbuke, |
Dari definisi 2*5,1 waka adalah kontinu eetescrnye 11)

Dari 1) dan 11) maka terbukti f 1 X eup ¥ koot im jika den
‘hanya jika  FC Y tertutun =3 {7 (F) tertutun,

Definisl 2,5,2 S _ o o S

Diberikan fungsl §8 X == ¥ S

Fungsy § dikatakoﬁ komtinmu nada titik x € X jiks dan hanys
Jika bayangen invers § deri setier him~unan terbuka H € ¥

‘memiat § (x) adalsh merunaken sunerset. dari suétu himunap terw

buka 6 C X yamg memuat x,

Aton dengen kata laims
Fungsi § kootimu mada x € X jika dan hanys jika bayangan
invers dari setisw Neighborhood f£{x) meru-akan Neighborhood
x ¢ disingkat

Bel @) =y 5 (8) €N @)

Comtoh 2,5,2 _
Ve Diberiken X = {:a‘b'9i9};?fdaﬁ_._L;m;ﬁ_m_mfn;f“m";nf_L[__ﬂMHLffm“[m_
Y5 (1,23] |
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T tomologi nada X, T2 {8} o (¥) 4 (vee] , (asbye) , &, X}

Jtonologi mada ¥, I3 {[1} , (2} » (1,2} , ¥, 1}
Pupgsl £ 3 £ ~~a Y dinyatakan delam diagram di bawah ini:
- SN
a —n
g —
d — 3

Tumjukkanmlah behwa £ komtinu nada titik a € X

Penyelesaiant
Dari defimisi 2,5.,2 £ komtinu ~ade 8 € X jike dan hamye jike
Be Mz) = ' WeNfa)

M) = A1) = SURNISIET
‘A/ia) | ({a} & [a,h.c] ) .K}

Kita selidiki satu wer satu amggota Mf(a )) -
{13 e:~fb/7f(a)) = V(1)) = e} € V)
(1,2} € Nif(a)) = §~1 ({1) = [a,p,0) € Na)
Y & NMf@! = 1 (@)= [{a,b0,d) = x €M(a)

Earena bayanganinvers dari setien Neighborhood dari P(a) ada-
lek merunakan Neighborhood dari & maka dari definisi 2.5.2
f merunakan fungsi komtimu vada titik a e X,

2, Dari comtoh soal 2,542 ao. § akan kita selidiRi aﬂakah
:f.’ 1 X - I kon’binu a4 tit.tk' B E-.' X
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“enyelesaians
T kontlou nada titik b € X jJika dan hanya Jika

N &€ A (§(b)) am f"’ (H) eAf(b)

£(b) = (2]
/(/Hib) (2} , {12 ,' }_
Ve ({h .{b.cJ.(a.’b c]: XJ

[2) € X (28)) = §7V ([2}) ={bso} € N (b)
[1:2] € A (20)) me £V ([1,2]) = {a,bye} € A ()
Y € H120) = V(X)) mfa,b,e,d] =X e ()

Karena setian Neighborhoo# dari f£(b) danat ditemukan anggota
deri /f/(‘b) sebagal bayangen inverseye, maks dari definisi
255.2 f merunakan fungsi kontinu nadetitik b € X

Theorema 2,5.2
Dibveriken (X, §°) dan (Y, 3’1) adaleh Ruang To~ologi,
dan fungel £ i X «=gp Y, _ _ .
Zungel £ kontimu Jika dam hanya jike £ komtinu unmtuk setian
titik x € X, '

BUEZX | | |
= Diberikem fungei f kontinmu, dan himmunan terbuka H € Y yang
meumét £(x), ‘a.*bau H 6“'Jl/(f(z)_)
Karema £ kontimu, dan Hn terbuka maka dari definisi 2.5.1 o
_dineroleh £™'(E) tertuka.,

X & fﬂ (H) dar £~V (H) terbuka, mala £ kot i di titik -—

x € X,
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&= EBemudian umtuk sebali‘énya diberikanr £ kontinu rada setian
t4tik x € X , diberiken yga H €Y yang terbuka. Untuk se-
tian titik x € £71(H) , eda himmunsn terbuke Gx ¢ X sedemi-
kian sehimgga x € Gx C £~1 (K)

Dari fx C £™1(H) , maka .daﬁat dinyatakan sebagai berikut:
@ - U (x| xe @)}

Gx terbuka , maka Hddon himmunan terbuka ateu |J Gx adalah
terbuka, Sehinzge £™' (H) adalsh terbuka, |
dadt H terbuka sy £7V(H) , deri definisi 2,5,1 meka f kon-
timu, | ' |

2,6 BUANG TOPOLOGI TERFISNA

- ‘Definisi 2.6,1

Diberikam (X, J°) adalsh Ruag Tomologi.

(X, I ) dikatakam ternisah ateu ‘Hausdrof jika untuk setian
x dan y dalam X, di mamaixd y terdanat himmunen terbuka

G dab H sedemiklerr sehingge x €G, y €H dan GNHa@

Di‘be_rikén' X om [152,3,4] L
J” adelah tomologi nade X y T = (ﬁn L(1) 4 (31, fﬁﬂ ’

(253441 5 {254 75 {1,2,4])}
Akarr ditunjukkan behwa (X, T) imi adalsh ternisah,

Tenyelesalams L
B |
Untuk 1,2 € X , himmunen terbuke yeng memuat {1 adalah
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[ 1] » [1 »3) » X, Dan himmunan telrbuka yang memuat 2 adalah
(25304} 0 X [2,4) , (1,204]
Ambil G himmunmer terbuka yaog memuat 1 = {1} den H himunan tere
buka yanmg memuat 2 = {2,5,4] , maka GNH = [1] [2,3,4) =p

Untuk 3,4 € X , mzﬁka himmunan terbuka yang memuat 3. adalah

[ 31, [ 1,3] [2,3,4] s £ dan hirnnunan te:cbukayang memuat 4 adalah ,
(243,540 4 1244) 5 [1,204] 5, X

Untuk x £y , yaitu 3 ¥ 4 danat ditemukan [3] N (2.,4] = g

Karenma setian X7 € X , X # y davat ditemukan himmunen terbae
ka yang memuat x misalnys G den himmuman terbuks yang memuet y
wisaloya H sedemikian sehingga berlaku G NH = g,

riﬂheorema 246,41

(J{, ) Ruang tomologi snarsted ,jika dan heaya jike A
tertutun nada X x X,
Q = {(xzx), r X € X}
BUKTIs |
=3 Diberikan (X, §°) Rueng tonologi enerated .
dan  {x,y) ﬁ N g meke x Ay,
Sehimgga terdarat ¢ € 7-/1/-(::) dan K & '/f(y) T
sédemikian sehingga G N H = (sesuai definisi 2,7,4)
Remdien ($XH) N A = 4§

¢XH~ {(x,y) | XxX€e€l,ye H}, Behingga
exE € A (xy)
_ --O]_eh karenanya (x,v) ¢ |
Karema (xpy) diembil sebarang maks £\ = 785
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Dan terbukti A tertutur wada X x X,

Untuk sebalikmya diberiken x f y dan 4 tertutun wada
XxX , make & ° adalah terbuka,

Sehingga terdamat G &€ M(:J dam H € N (y)
Sedemikisn sehingge G X H € A°,

Andaiken @M H # § , maks terdamet x € 6 XH sedemikion

sehingga (x,x) € G X H , yaggberarti (G X H) N A ¥ ¢
Timbul kontradiksi , karena GX H C A ®, Jadi ~engandaian

palah, yang betul Gl H = ¢,

Earena x,y sebarags dan ::‘;‘ ¥ » terdevat Himeunsn terbuka

¢ yeng memuat X, den Himwamsn terbuka H yang memuat y S0
hingga GNH = § . make dari definisi 2,7,1 terbuikti (X, 3 )
adalah Ruamg Tonologl Terniszh,






