BAB 11
MATERI DASAR

2.1. Derivatif Biasa dan Parsiil

Difiniei 3
Fungsl f(x) relatif maximum pada titik x = xj ,ji=
ka £(x,) 2-#(x) , dan relatif mimimum pada titik

X =X, , Jika f(xo)gg f(x) .
D:i. finisi 4

Fungei f£(x) di ferentiabel padg x jika :

Limit  f(x+ax) - f(x) ada dan merupakan,f pada x
Ax->0 - Ax dirivatif

A(X) - pi(x)

ax -

Difindkisi 5

Fungsi f(x,y) diferentiabel pada x jika :

Limit f(x+axyy) - £(x,y) ada dan =Df
Ax~=0 AX X

Juga diferentiabel di y Jjika :

Timit  f(x,y+ay) - £(x,y) ada dan = 2f .,
AYF=30 AT - o

g

Theorema 1
Fungsi f(x)pada interval a ¢ X £ b mempunyai re~
latif minimum atau maximum pada titik x, dalam in-
terval a £ x < b .Jika f(x) diferentiabel pada x,
maka f'(xo)= 0 .

Bukti:

| Misal f£(x) mempunyai tdtik minimum pada X =X, ma = °

ke dari difinisi 3 diperoleh £(x_) & £(%) vers(1)
Untuk semua X dalam persekitaraﬁ X, maka

f(Xo)\éf(Xo-}g{) o-..oo-.oo-l“coo'-o._:‘(a)



Dari persamaan. (1) dan. (2) dan untuk semua AxX~-9 ,

dan menurut difinisil diperoleh '

£1(x) = Limit  f(xq+Ax) - f£(x0) ada dan terba -
AX=30 AX tas .

Jika #Ax cukup kecil maka :

f(xo+tAx) - f(xg) y , jika ax > 0O
Ax

£(xotax) - £(xg) ¢ O s Jika px & O
Ax

sehingga untuk A4x > 0 dan AX-30

£'¢x4) = Limit f(x +Ax)- f(x,)
Rt 0) AXT')O 2 AX ( e 2/ a oo..--‘})
dan untuk Ax 4 0 , Ax=30

f'(xo) = Limit f(xO+Ax) - f(xo)

-{.\ s e sa g
AX=-30 AX 0 (4)

coognd £'(x,) €0 (dari persamaan-3 dan 4-)
" maka teorema 1 terbukti i'(xb) =0
Theorema 1 ini disebut sebagai syarat perlu dari titik -

ekstrim ,

2.2. DUALITAS
Dualitas adalah suatu konsep dasar yang penting -~
| dalam optimasi program matematika .
Theori dual menunjukan bahwa suatu tingkat tertentu untuk
masalah meminimumkan berhubungan dengan suatu tingkat daw=
ri masalah memaximumkan .
Difinisl 6
Titik (Xg,¥o) dinemskan titik sadle (sadle point)
dari suatu fungsi f(x,y) ,Jjika ada e > O , dan un-
.tuk semua X dan y dalam persekitaran dari x,,¥,

denéan [=xol £ e dan[y-yd4: e ,berlaku



f(xoiy) 4, fcxojyo f(xl'yo .

Theorema 2
Suatu fungsi dengan titik sadle (xq,¥o)

K(Xo’y) & K(xgy¥0) .QKf(x,.yo)

dapat ditulis menjadi
m?x K(xo,y) = K(xo,xag = m%n K(x,yo) .
Bukti:
¢ K(xg,5,) & K(x,5,)
K(x0,¥) € K(x0,¥0)
K(%g5¥) & m'K(xo,th(xo,yo) P N ) )

K(%gs¥o) K(xs Yo)

) = m;-{n K(X:yo) & K(X’yo)' oooc-aoon-o(:rs)}
maka dari persamaan (5) dan (6) diperoleh

M?x K(xg,¥) = K(Xq,¥5) = m%n K(X,¥q):

terbukti theorema 2 «

Dari bentuk m?x K(%o,¥) =K(%p55¥,) = m%n K(x5¥4)

Jika masalah max K(X,,y) dianggap masalah primal , maka -
g
dualnya adalah me-m%n K(x,¥0) , atan sebaliknya .

Masalah dual dari masalah program geometri posino-
mial didapatkan‘dari perkembangan pertidaksamaan Aritmati
ka Geometri ,

Theorema 3
Jika V9 4Voye..,Vp adalah variabel riel positif ,
V1 =Vp=e s o=V ,danc01,a>,...,wT variabel riel posi-

tif dengan &y 2+..,4a% =1 maka berlaku :
l]'l
R R AT

Bukti :



Pandang masalzh progranm dg._nﬁxgik

: T
Max p = m Y4
51
T’
dengan syarat Z v =49

Ve ey 0, i=1,2,.00,T7
Untuk menentukan sub bagian optimal dari q , yang
mana akan memaximalkan T bagian , ditandai :
0$,xi&q sy 121 42,000,T , maka
Xy = vl’e‘ ——— fl(x1)= max vy
Xy = Vq+V, = fZ(x2)= max vy V,=max vaflr(xl)

= max v, fa_l(xa-va)

Xz SV V475 -— f3(x3)=max V) VoV =lax v3f2(x2)
| =max v3f3_1(x3~v3)

XT=V1+72+, - .+VT-? fT(XT)‘::maX V‘lva. . OVT':maX i-,_ii_ Vi
=max vaT_l(xT—vT)

Atan bisa ditulis

f1(xy)=max vy ,i=l
vlle

fi(xi)r. max vifi_l(xi--vi) g 121,25 000,T
04 V& Xy

Menurut theorema 1 syarat perlu suatu titik menca=
pai harga optimal derifatif pertama=0 . Maka
fi(xi) mencapal maximal pada titik \A y Jika

BLi(xy) _
CAL]

o)

L ]

1
Maka untuk i=1 ,fl(X1)=Xl .._.}';C%] 9 Vlle



2

fo(x.) : -
??%Vaa = Xp=2Vp =0 , Vo= ..2}2
2
f = %2 Xp=1%> L2
2(xp)= 22 727 22]" [z“]z
untuk i=3
2
XZem
B350 8 (x5 vg)=vs Ly (ip)= vy |20
_ x§v3-2v§x3+v%
- L
PL3(x3)
"D'\FB —i—x ~%2v3x3+§v3_0
W5=X.'5 atau v3= %2 _
X=Vz] € Xz = - X 2
£(%s)= v [_3__.1]_*5 35 I s
353 1T 3 > 3
.
3. ] = - ....5 == .-.g_.
BRI R 3 %3
Vo= _}_{_é = % -2- Xz= _}Ez
23 375 3
2 X X
Vo SXq =Xy Vo= o Xp= 2 = 23
17172 "2 3 3 3 E
1
Jadi vo= XL = X3 w1 (x)=[ ¥
adl 7= - 35 | 265 ['1 ]
2
=X = %3 51 =[ %2
e R= D2 -md f0n) [:2_..]3
V:B: Ezw- f(X)"—"[Ez]
3. 3 z 9 13(ZX3 L3
D o
V= Il ===} £5 (%)= [ _:::_:!-_]
_ X X T ,._T Vs 1T
maka vlzv =¢o.=?vT— —vh fT(XT)=[—'— =[55 l, |
T T - 3
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T T
fp(xp)=max TV w; D T v
ThaT p=1 i 4 j=1 i
T T T
i? Vi ] y i i
™
T ' T 1/t
. Ly [ TT v-]
Rl A P
Ly, +Ly 1 , o, 1/T _ 1/T 1/T_.
= VLt m V2 teeet 7 VT 7 vy Vo T ee vy Tmvy

jadi 1/T + 1/T +...+1/T =1 ,dan karena

Wy +6h+, 0o +olp=1 ,maka terbukti theorema 3
1
LV +HIpVote o o #H6dnVin 3 vg) v‘é)‘?‘ cese v‘fgr dengan

V)=V =e s e=Vp,dan 6-71+l532+. oe +GJT=1

Theorema 3 ini disebut dengan Pertidaksamaan Aritmatika -

Geometri .



2.3. Penylesaian Persamaan Simultan

23,1 Matrik dan Determlnan

Difinisi 7
Matrik(adalah tabel bilangan berbentuk empat per =-
segl panjang , disusun menurut baris-bgris dan kow
lom .

Maka secara umum dapat ditulis
" 3
all ala .toaln
8p1 Fpp eefpn
A=y ¢
fml o+ Fpp
” . - .o
Untuk matrik H=(aij) ’i=l,2’.oo,m ; j=1,2,o.<nn

banyaknya baris =m
banyak nya kolom=n

m=n disebut matrik bujur sangkar

Difinisei 8
Matriks diagonal adalah matrik bujur sangkar yang -
_ semua elemen diluar diagonal utama sama dengan nul-
Difinisi 9
Matrik satuvan I, adalah matrik diagonal dengan e~
lemen ~elemen diagonal ulamanya = sgtu (1)
pifinisi 10
Matrik skalar adglah matrik diagonal dengan semua
elemen diagidnal utamanya = k .
Matrik satuan I, adalah bentuk khusus dari matrik

skalar , dengan k=l

misal :

1




kK 0 0
@€ k O adaglah matrik skalar ordo 3 |,
6 0 k
dapat ditulis pula sebagai berikut :
kiz =k (1 0 0
O 1 D
o @& 1
Difinisi 11
Jika A matrikS berukuran mxn , dan Bmatrik beruku. =
ran gxp ,maka perkalian matrik AB ,dapat dilékuknn
jika dan hanya jika n=q .

Pandang matrik A dan B: dibawah ini

. 4 N
a]] 812 <+ a1p) By b1p ees by
a a ceeas & b b ess D
ge| % e = | ot 22 2p
a P * b. T b. sse b.
\éml ne amfy ol “n2 ngJ
4 S ( \‘
rall 12 »=+ 83p bll bijs eee blp
&21 3.22 LN S aan hal haa s en bap
A B = . . « . . N
%m ama am%) bnl bna bng)
= Moy

{0 1o \ : \
allb]fl+a12h21+ e “|‘a]nbn1 sen allblp+a12b2p+ . +alnbnp .
Dp1e e8P ptassl o

821P11+ 8000 +e e ety 2p***32nPnp

I

%1 ll*a boyteretay bhl"' mlfp +ain2b2p+’+amngp
y

o



-

n n n N
T a1 & azgbiz ... I &y by
=1 j=1 j=1 J7ap
n n n

s a_b. b.. ees - oa,,b,
Z %a'n = %5t Z %255
J=1 J=1 J=1

n n n

Z a . T a.b, 5 a_.b.
- mi j1 mj .2 m

321 33 4ol J o1 3 Jp
™

A
Tampak bahwa hasil perkalian AB dapat ditentukan -

jika baris A dan kolom B sama panjang . Unsur pa -
da baris ke-i dan kolom ke-j dari AB adalah adalah
produk baris ke-i dgri gﬁan kolom ke~=j dari B .,

Difinisi 12

| Determinan adalah tabel bilangan. yang berbentuk bu

jur - sangkar , disusun menurut baris-baris dan ko
lom = koldm dan mémpunyai harga numerik .

Difinisi 13
Determinan Miner {My 4| dari elemen a;j adalah de -
terminan mula-mula , yahg dihilangkan baris ke-i =~
dan kolom ke-j .

i+
Kofaktor Aii dari elemen aj j adalab (-lij IMijI

Difinisi 14

Harga determinan dari matrik; bujur sangkar A ada =

lah :
n
det. A =|&]| =iz='1 a;y &y 5 J=tetap
; { 1%+j ' j=tet
= s 5 oW~ o Mk =tetap
Z 13 50 »
atau
n
|4]=

j:laij Aij si=tetap

i3




b4

n

i=j
|2|= ajj (-1)
1

. .IMijl s 1.= tetap

J=
Difinisi 15
Matrik Ah(aij)*berukuran mxn .
Tranqua? matrik A adalah ﬂ? = (aji) berukuran -
nxm .
Difinisi 16
Matrik A = (aij)
Transport dari matrik kofaktor Aij disebut matrik
ajoin A ,
Difiniei 17
Matrik bujur sangkar A4 berordo n .
Jika ada matrik B demgan AB = BA =I, .
Maka B disebut matrik invers dari A ditulis A™F
merupakan matrik bujur sangkér berordo n .
Theorema 4
| Jika A adglah matrik bujur sangkar dengan |m1¢ 0,

sebagal determinannya , maka matrik invers :
1

& - aloina
&
Bukti :

Padang matrik A dan (ajoin A )
4 A /ﬁ o - N
211 312 ***31n Ay1 Aoy eee Bpy
a a ....a .A: A e s e

p |2 %22 ctfn) gy 12 022 T
a : ‘QCiia:. A'“ E- ees K :
{nl o DE’ § I3 “zZm nn |

. . - Fe ) - ’-\‘ “ . N
Lk . {(ajoina®d = aLL'ala eee 3y WA, Azl ooy
a‘.al aaa see aan A:lz A'éa .o .Anz

. anl anz Ese ann Aln Aan .ooAn
A

e



Menurut difinisi 11
/ . ' .
={ay14))+ay oA p¥e o8 pArpe +81 1801 +27 25020 « 81 pAnn )

asy By qtagohy ptectas Ay pesas Ay tasshyseeds Ay

- *
. '

. + L N J \‘ *w [ )
! lAll an2A12 a'nAl ahlAhl anaAna nnAnEJ

Menurut difinisi 14

n
= Z 215 My, j=tetap
n
Al = 5 oajj Aij yiz=tetap
=1 |
dan karena
m v -
z a4 § Akj =0 y 1 ¢k ;3 Jj=tetap
i=1
n ' )
FZ aij Aik =0 sy J %k ; i=tetap
j=1
. A ~
Maka A (ajo:Lﬂ'A ) = 1'.&‘ Ooono 0
0 JAlees O
LO 0 b Al
Pe
menurut difinisi 10 maka
- N
E’ (ajOin A ;\-‘) =EAI 1 O LN L 0
0 1 eeeeaOf
o O 1
~ s

jadi & (ajoin AY) = [A] I,
Dengan c¢ara yang sama diperoleh
(ajoin 4 ) . A=l I, , maka

A . (ajoin A) = (ajoin A) . A
Ly &1
menurut difinisi 17 terbukti teorema 4 yaitu

i% alolna s lajE O
1Al (AL

15



2a 3.2« Aturan Cramer

Aturan Cramer adalah salah satu cara untuk menyele
saikan persamaan simultan . Yang di kerjakan menurut me -
tode determinan .

Pandang persamaan simultan , n persamaan linier ‘w
dan n variabel yéhg tidak diketahui , nz=l,2,...,8

8y ¥1*ay 5 Epteeatdq, Xp= bl

b

851 Xptapy Epteedtas, Xp= Doy

] . 0w L]
a +a X, + + X b
nl XiFne oFeeeToy Xn° %

Dengan perkalidn matrik bisg ditilis A X = B

unut

dimana :
'y \
A1 2 *** M
A= aEl 3.22 sse aan
a se e ;
\an.l n2 am‘y
X2 bo
*n . Pn
Theorema 5
Jika AX = B maka x, = DK
e D
D=det A = [A]

D = det A dengan mengganti elemen kolom ke-K dengan
harga persamaan {(bjyboyecasbp)

Xp= variabel dengan urutan ke-k

Bukti :
AXX=EB
2~y = alg



menurut difinisi 17 & A =I, , maka
InX = NG
i1 pmaiit e
menurut theorema 4 A = (ajoin 4 7 ymaka
} |A]
My , . . \ v N
1 0 0.ve 0% (331 E21 eer En1) [
D 10Oyl 18,8 cer bnp) | B
Pl sle | W0 :
O 0 Oeer Al % By Apy oo Aney | Pk
\‘min Aon *** Aan °p
o~ \ £
r* \ f, A N
% Allbl +A21b2+"'+Anlbn
%g| | %12% MAa2Pate et Hnofn
;Ck_ |4} Ky by -;-Aakb'a?l'.. .'Fﬁn]:.;:bw
' . .
/ ~ |

k = l,2,...,n

menurut difinisi 14 . iAl:alkAlk-t-aakA“ teeota, Ko

2k nk

Maka (blAlk"'bZAak"’""_"bnAnk) =iAl dengan mengganti

elemen kolom ke-k (8q}s@n)cssesap))dengan miftrik »

B yaitu (by,boseeesby) ,dan diberi simbul D

bl o-oaln

aal &22 ooobé oooaan
3 ; . 4 ]

%= anl ana ¢o‘bg_b-cagg-

all ala oochlk .ooaln

817 B9p vee

aal a22 .Olazk .l.aan'

a£1 a;E oou&ﬁk oooaén
X = _Iz_k_
&

s Lervukti teorema 5

11



Theorema 5 ini disebut dengan Aturan: Cramer .,

Contoh soal

Selesaikan dengan aturan cramer

X1=1
X1+x2=0
Penyelesaian menurut aturan cramer pada teorema 5
x, = 2% , Al%0
1 1
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2.4, Metode Regula. Falsi

Salah satu cara untuk menentukan akar riel suatu -
fungsi adalah dengan metode regula falsi .
Metode tersebut addlah sebagal berikut :
Kurva f(x0 kontinyu dari X=Xy sampal X=Xy
Jika f(x;) dan f(x,) berlawanan tanda , maka paling sedi
kit £(x) mempunyal satu titik potong diantara x; dam X, -

dengan sumbu X , sehingga paling sedikit ada satu akar .

J
& L
:"""ﬁﬁli'"' -
1
]
1
!
1
|
1
1
1
4 -, qgé N . X
0 * / L Ky,
=y
-

Perhatikan gambar
Harga yang dicari adalah absis titik T
Titik Tdidekati titik sl,saﬂ;.., .

Mencari pendekatan I (absis sy )

M =Xl RP :xanxl
ON =x, MQ mlf(xlﬂ
MS =h NP =If(x2M

Segi tiga QMS sebangun dengan segi tiga QRP

MS_ = RB maka_ll_=_}:_21-x1
MQ RQ ' lf(xli F(xlﬂ + [£(x)f
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S %emxy ey
R R

X =Xl+h

X = X + (xp &%) 'f(XLlL , merupakan rumus =
[£(x, 0] + leCx,) |

pendekatan I . Pendekatan ke-=I1 dengan cara yang -
sama |

Misal haepga pendekatan I

o Fam ) [20xy)]

Xt =X
[2Gel + [z

pendekatan ke-IT

(x5 - x*) le(xn))|
tt o= x¥ o+
” Tg%x')[+[f(xaﬂ

pendekatan: ke-I1T
xt1t= it 4 Lzas;;X")lf(x"ﬁ
lecxr )|+ Je(xy)

dan seterusnya sampal didapatkan harga yang sama
< =Xn~1
contoh sozl
Pentukan akar riel positif dari f(x)= x e*-2 »
dengan metode Regula Falsi .
Penyelesainnya |
misal x1=0,8 -=3 £(0,8)=«0,2196
X550,9 ==3 £(0,9)=0,2136

Rumus pendekatan

X = x + (x> - x1) _]fgx] )

lf(xl)[+]f(x2ﬂ

xt = 0,8 + $0:920,8) (0,2196) _ ; g5
(0,2196) +(0,2136)



f(0,851)=-0 00697. 7

£(0,9) =0, 2136

X' = 0,851 + j;hjtglh_zz) _(0,00697)
0,00697 + 0,2136 = -

:‘0,8526
£(0, 8526 )=~0, 00002396
£(0,9) =0,213%6

X' = 0,8526 +(Q¢9m£4§5§§11949999352§l“

0,213 + 0,00002396
=0,8526
karena x''! = x't =0,8526

maka X= 0,8526 .

Al





