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ANJIL DAN FUNGSI GENAP

ngsi f{t) disebut fungsi g%njil jika berlaku:
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NST URATAN FOURIER
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maks fungsi 1(t) tersebut harus memenuh

S f(t) berha
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dengan menggunakan
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n f.cos e + m)t dt =

29 T
T sin 2W(RT- njt ] + auT sin 2T (k + n)fl
Wik - n) .0 §i(k +m) Ty 0
a_ T o ol
o { sin 2f(k - n) - sin 2f(k - n.) } +
r(k - n) " o T
anT 7 )lsin 2T (k +m) - sim 20k + n) } =
47(k + n) | T
agT (0) + 3nt (0) = 0
Lir(k - n) LTk + m) '
Jika k = m
T T
anf cos 2krt cos 2unft 4t = ay f c;@sa 2aft dt
o T T ° T
a [T > 9
n—fcos; a2nri dt = iﬁlam . (1 + cos 4afit ) dt
o T o T
o T a T |
_ el dt + “n_ f cos injit dt
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. . .
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sim Alcos B = -,3; {sin (A - B) +isin (A + B) }
jika: k # n ‘diperoleh i

ol , : b L .
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= (1-1)y - 2__C(1-1)
4 (k=n) | Lir(k+n)
= OO u.ntuk kgn = ]’2"3’0{...‘0¢c.¢..l
jika k = n maka diperoleh :
B ,fT"'crs 2kt 2nTt dt = b EJT in oWt dt
h o © .1_ sin '%r"' = 2oy sin nT
T L T
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anif 2
el nmtnulke ni = 1.72.3. ... - a
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o [ 1 - cos 'T‘t)"-d';; = b chlt - b fT Lnft dt
?no i LN Enusn'
~%bt\T_ i Tf
C Sy T 8n 4t N
T b E
-2 - B (sin kF- sin 0 )
2 8n T
=El_i__ o (0 )
2 8nt
) bnT
2
jadi = é
e | i,
b fsin 2kt sin 2ngt dt = B
T = iad 5
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Se]i]limgga

flf(t) sim ket dt
O

hanya memp um

ff(:tj} sin ki
0

maka didapat

jadi dapat di
: a
£(t) = -3

{
sin 2kt cos
T

i

a, E)f

sin 2nit dt

it dt + b, f51n2th

n=!

vai harga pada k = m satu sEuIs:u yakni =
T - -
Jt dt = b bfs:m 2kt sin 2ufit dt
' T T
BT |
= untuk ni= 1,233,0.....0-0
2
. !
By = - ¥ £(8) sim kot dt
umtuk ni= 1,2”3"“00'.0"
simpulkan :
1 %]
+2 (a, cos ntdo:_t + b, sin net)
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2 ey | 2 ;

a_0 = “T'}(f(t) it e, = o:f(t) cas nu%t dt.
2 N ]

m. = J'f(t) 31nrna%t 4t a%; =20/ T

n = 1,.2,3;..-.00.0:0--

3.5. DBERET FOUREER EKSPONENSIAL
‘ Dari definisi 6 dapét'diturunkan suatu deret Fourier
eksponemsial jika sinus dan cosinus dinyatakan sebagai fung

si eksponensial.

7 i
f(t) = %o |+ 2 ( an’cos nJt + b isim nadt }

| n
a, =4 {T £(t) dt
a, = %— 0frf(t) coé gt dt
b, = & {Tf(t) sin ngt dt

= 1 2 35.--.0..-

dengan memggunakan idemtltas Euler yaknl e
: - £

: ;
i . X -— f -
eie- = C08 © +151n o e 1® _cos e - i sin e

dimana i :\f:? sehinggé dapat diturunkan suatu definisi
yakni ¢ |
DEFINISI = 7

Gos mu%t = einﬂ& + e

o . 21

;nw$ Siim ndbt = einni-e%inwﬁ

dengan menggunakan defiﬁisi ? deret Fbuyier trigonometri
i E :
berubah menjadi

]
o

(/) - -- . _. !
£(t) o * 2 (a, e;nw& s omiDML YL _ o 1nw¢,)
h=| _ 2 ' o

2 e s T ) A ,
=a, 42 g SIBBE ¢ Bn_ E’__I} ) 4+ emiRAE (B, ;r}_ )}
: ] 5 - =t

. 2
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< {91 nat (M )} + e inwt (Mﬁ )} . 3.
: 21 & *

=

-
e

R R ; L
- a +2 {et™ (Bt Py 4 o7IORE (o lbn)\-}
L= 2 - 2 '

-

-

L

=
=ap T2
=

2 2

{ein%t (Pn - Puly o+ e_jg;m’t (®n_+ 'fbn_)’g |

ambil sebuah konstanta kompleks Cp !

cn = %.: (an - ibn) n = 1,2,3,01-0»--0.--.-:
n=-n maka :
a_ . =g ~f}(t) cos (-ﬁ}&)t at = 2_fjf(t) cos ng_ t dt
-n ST, | S = T 3 ' 0
T : T
=2 t ) n t = e : in m
b, =7 J £(t) sin (-m)wt at = & J £(t) sin mut at

i
[
nc.r’

sehihgga untul

n’

c.fm = % ( a,, + bni ) ( adalah komyugat kompleks c

juga umtuk n = 0

- T
2 1l . 1 v = '
o =% (§/eeyat -0y =4 Jewyat = a

sehingga f(t) dapat dimyatakan s

: w 1 La i . - il :
f(t)) = ao + 2 {elmﬁat ( n - le ) + e inWt ( an + lbn)}
iy _' 2 2
V) " ¢ .
Ingt < ~inet
= G, + 2 c_e e + Zuc_ e A
n:y N~y
[ 2] ; A
S . elnét 2 -ingt
=2 ¢ t2 €, e e
n=o s
. *)
*} subtitusi m = -n maka n =1 m = -1

cobineera f(+Y harnhah mendiaddi =
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_ _ _ . 0
f(t) = f% C. elnq$.+ Z C elnqut
n=p : -

Ll L% |

[% . e

2

Ca

w2

koefisien Cy dicari deﬂgan memnasukan koefisien &n dan bn

didapat :

%

%(an—ibn)

Q_.:\.

i 3 T'LT RPN T L0 -
= 3% ﬁ,g}(?) cos nu%t,dt - 1_@ f(t)-&in nabt

L=

at )

S . i
3 F}!{f(t’}; cgs n.(oot gt - %-L;o?i-‘(t) sin nwo,t gt

subtitusi dengan menggunmakan definisi 7| diperoleh ¢

1 1y olBAL, _=dindt L. i fleey JinaE ~indt .
L = = 4n€(t) o ; e dt - T‘Jf(t) e ;'e dt
: L ’

[¢]
]

M it

H

jadi deret eksponensial dapat ditarik kesimpulan atau defi-
nisi yakni :
DEFINISI : 8

2
@

g
]
o

B

o]

i

“? A T .

3,6. IDENTITAS PARSEVAL:
Tborema 1 |

Bila f(t) memenuhi:syarat - syaratiderichlet maké

| v 2 w2 2
2 f(f(t)i}a dt = iao + Z ( %n + bn )
T'-"” ? nz

dimena a, » 2, » dan bnikoefisien - koefisien Fourier dari
£(t).
Bulsti v

£(t) = % + Z ( a, cos nwt + b sin nyyt )

n
2. n:= : F




fecen® < :o f_(té}@ a2 Ca f(t

021 n

T
.,/{f(tﬁ 2Z|'|‘ :
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¥ cos ngt + b f(t)

sim nw t 3}

subtitusi dengan koefisien Fourier yakni p

‘ T
a T =dff(t) dt

T : “
a :
o(.)ff(t)); dt +%f( a ff(t)) COS nw t at +

b ff(t) sin nwt at )

2
N T :
anT .—:ff(t)" cos ntoot at
2 o
o, T z\f}(t) sim n t dt
2 ¢ 0
didapat
T - Z)
_ﬂ;(t)\sa at = %0'%° + 2 (agal g b.bT)
¢ 2 2 =1 - =
{i“.,‘ s a = 2 2
= =2~ K % +Z2(aS |+ B2 i
2 - | 5 el n n
T : L2 v
2 ‘;f(t) =%+ 2 Cal + BB
| 2 S Y

‘ ; terbukti,

3,7+ FUNGSI IMPULS DAN KONVOLUSE

S 7 1. Fumgsi Tmpuls Satuan

suatu fumg51 sebarang u(t) dengan

sepértl dltungukkan dalam gambar :

o

7 i ,
—l a o 't
\ e Gambar 1

suatu deret impuls

A\Mm!-J Atk -no)

11

uiny

L "

. ,
—08 —f




Penjelasan gambar :

a)e. Deretan

- cari suatu luasan untuk fumgsi u(t).

b). /% (t) ad

19

impuls puléa dengan banyakﬁya pulsa'n ,akan di

alah pulsa yang tingginya éatu dan lebarnya A
: ]

¢)., pulsa yamg tergeser sejauh ntxdam‘ﬁesarnya pulsa yang

tergeser adalah u(na)/Z (t -nsl.

Hampiram untuk memcari luasan bagli u(t}

u(t) E’Eu('m}/g,(ﬁ - na)

= Su@) §(t -0} de

13

v :
z‘ limit 2 u(na}Z (¢ - na)
Ao n-w
limit 2
Asg N7
o :

]

adalah :

u(ns) {3&&(1: - BA)'?f.A

maka =@ -
& (t~C) = limit J_/i(t - nA) dengan = na
D20 A E
atau setara dengan : :
§(¢) |= limit 1 2(t) dimena T=0
A-> 0D F
Proses [pengambilan limit dari §(t) secara skematis di
tunjukkan dalam gambaf #
A
3
A .
1
. 1 i |
7 ; "%
RS 4o a7
1 z
Gambar : 2
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Penjelasan,gambar :
a}s Suatu pulsa dari luas satu satuan untuk §(t),t = % dan

t = -3 '
b). suatu pulsa daéi lu%s satu-satuan untuk §(t) makin ke~

¢il diambil umtukrtlz %+ dam t = - 4

¢}, suatu pulsa satu satuan diambil umtul t mendekati 0, t

diambil A dan - %.danjf(t) bermilai
2

dari gambar diatas dapat dltarmk:kesimpulan atau definsi

1
A

bahwa fumgsi impuls § (t) yakni =
DEFINISI = 9 |

aYe 5(t) = O untulk t =7 atan t £ 0

b). §(t) tak;terdefiﬁisikan untule t = O

c)ﬁiz(t) | 1
maksud dari definisi dlatas yaitu bila t diambil cukup be-
sar dan t #Z O maka 1uasan umtuk b(t) = 0, tetapi bila t
diambil t = O maka ﬁ(t) tak terdejlnlslkam, tetapi blla di

ambil untuk suyatu luasan dengan batas - batas‘dari.msampai

v maka integran dari &(t)'akan tetap bermilai satu (satu

satuan luas).

Fungsi dmpuls atau delta § (t), secara kasar dapat dika

takan merupakan suatu pulsa yang mempunyai amplitudo ..kak

terbatas dan |lamanya (dﬁration} nol.

Beflole Komvolusi

Konvelusi adalah suétu cara khusus yang aagmhh;auﬁxuk

mencirikan hubumgan masukan - keluaran aari sistem linier

yang tak ubah waktu. Timaau tanggapan 1mpuls h(t) diberi-

kan sebagal keluaran yamg dihasilkan oleh masukan S(t)
F

h(t)
“————T~_?

S(tJ

yakni
S

SISTEM.LIHIER




Jika kita gw

-
-

kan sifat linier darl 81stem adalah

o § (E)

L
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pakan suatu impuls dengan luas 'k maka berdasar

sisTEM LIviER & B¢V
, ? — >
karena sistem tak ubah waktu maka
kg(t - to)}l k h(t - to)
! 3| SESTEM LINIER |

Mtk mencari tanggapamjsistemAterhada;

barang u(t),| maka kita myatakan u(t) se

si impuls ¢ ( dengan“meﬁgguﬁakan hampirz

sub bab 3.7.1 )} yakni

seperti pada 3

u(t) = limit -4 u(mé)

by Mt

subtitusi 1 g(t - ma)

-
limdt

| Z u(na) & (t - na). A

A=y D0

limit 2 su(na) §(t - na)

b‘_, o LR Ve

§(t - ma)

u{t)

untuls memcari tanggapan;terhadap sistem

an dan keluaram yakni

g (t)

.
]

lt]_&/g@t -n )[}A

suatu masukan sem-
bagai rentetan fung

an luasan bagi u{t}

maka

impuls dari masuk-

h(t)

STSTEM LINIER

A ult,) € (¢) 4

N .
7

u(to} h(t)

————| SISTEM LINIER

karema sistem talk ubah walktu maka :

) B(t=t_)
SISTEM LINIER

Au(to

~y O

¥
L
b
|

b

E
f}.u)(t ) h(t - t_)

7
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ambil t = Al didapat

pula) §(t -8y _ au(A)h(t «a)
3,{ SISTEM LINIER! y

diambil secara umum umtuk.to = nA maka

s uloa) §(t -m) | 8 w(18)(t- ) = ¥ (%)
| SISTEM LINIER > |

tanggapan keseluruh&n‘y(t) merupakan jumlahan dari tanggap-

an masing - masing yakni :

y(t) = E‘Agu(mﬂa)!h(t'- ma Y

Rr -1

v |
= 2- u(:n&)}h(t - ]IJIA)IA
Mg

bila dfambil A~ O dam jumlah impulsnya bertambah n -+« se -

hingga (ma) memjadi variabel lkontinu T
L

y(t) = limit Z u(2)h(t - 2).A

Ao Nt

= /“ulTm(t - 2y gz

-ty

sehingga didapat suatu defimisi

DEFINISI : 10

Konvolusi dari.duaéfumgsi u(t) dam k(%) adalah :

¥t = @t -z) az
atau ;
y(t) = u(t) * n(t)

__tanda " x @ artinya "di@omvalusi dengan!
3.8, TRANSFORMASI FOURIER
Teorema : 2 z

; Suatﬁ fungsi f(t»_éamg tak periodik dapat dinyatakan

dengam suatu tramsformaéi Fourier yakni: :

¢ E
Faw) = Je(t) e70% gy

dimana




It

demgan mengan
terhingga.
Bukti

.
+

- Tinjaund

£(

dimana
Co

dan R

ambil T = 1

fl‘(:tw)) et 44
211 -

)

ggap fumgsi f(t) periodik dengan periode'

efinisi 8 deret eksponemsi:

n:-w?

T/z.: .
= % Se(e) e-indtyy
5 &
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talke

maka untuk limit %E‘ = Wgyr W, akam bernfilai sangat kecil
> ; |

TTU7

atakan dengan A Q) o

sehimgga diny

E
sehimgga limit ]

=AWo
on

[

S e

akhirnya , frekuemsi sebarang harmonils na% haruslah menun-

jukan wvariabe

lontinu, Demg

i frekuen31 umum yang memggambarkam spektrum

an kata laim,n barus memgadl tak berhingga uw

tuk CJO mendekati mol sehlngga perkaliannya terbatas dida-
pat :
m0y = W
maka v )
¢, =/ £(t) &7y
" . .
Ruas kanan imi adalak fumgsi dari (bukan dari t ) ke-

%

akan demgan F(iw) sehingga

. £
f@f(t)f’ o 10
iy

s memcari f(t) H

mudiamn dimyat

F(iw) =

demikianm umtu

elnaf

_ 2] L ingt
rt) =2 € T = 2 CTe 1
ﬂ'.---oq Ti n':‘b, T:




Subtitusi
(%T = F(if) mw0=uJ ,
didapatu
¢ : - ,
£(8) = 7 Fw) % aw
he-v1 2T
N3 1wt
= rpyee— 2- F(i‘({)) e : AW
o "=
1 " it
£ft) = §ﬁr-ﬂqE(MU) e dw
terbukti, v
~ Selamjutnya digumakam simbol untuk

sedamgkam untulk
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F(iw) deugan}:& 7}

£t} denganf 5 }sebagau. transformasi ba

llk. Enbumgan pasamgan tramsf@rmasm FourLer adalah umtuk

f(t) yamg di

yaﬁg diketak
3.9, SIFAT -
349.1 Simetr
::3
Suatu f

Te@mema

trmsformasi

Euktml'

lketahui terdapat satu F(lw
ui terdapat suatu f£(t).
SIFAT TRANSFORMASI FOURIE

is

ungsi dengam variabel t, f

»”
-

F{(iw) berlaku
2F £(~®) memiliki hubum
F(it) B

demgan meunggumakan teorema £ diambil f

digamdakan d

2

==

=]

£0E) f Fliw) ot

mra

engan 2k dam subtitusi t

£f(=t) = _f Pl ) e—liﬂ}t

=10t

C () = -ﬁ F(it) e dt

D, dan untuk F(iw)

(t) demgan hubumgan

gan tramsformasi.

-
-

(t) yakni
e

»
-

-t diperoleh

1]

=F {ree)]




terbukti.

3.9.2. Kelinieran

aﬂf'f(\-w) ¢ = F{it)

Suatu tramsformasi fourier adalah

fungsi f1Ct) dan-fa(t) memilik¥® . hubungan
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operasi linier jika

trangformasi

F1(im) daﬂ.Fb(iKﬁ maka untuk a, b sebarang berlaku :

Buksti
Demggm m

transf@masﬁ

ambil fI(t}

af1(t) + bfz(t)

terbukti,

2.,9.5. Konverlusi

af.i(t)) + bféﬁtl‘* é---> aF,

f(t) adalaksF(in) yakni =

(iw)y + bFZ(ﬂDD

snggunmakan teorema 2 diketahui bahwa pasangam

2(t) gmmmy F(E0)

£}

2.9.3.1 Komvolusi Wakiu

: 5

Teorema

] .
a S 1 (1) e~ W
U e

a F (id) + Db Fliw)

dan fa(tB @am sebarang kométanta a,b maka .

g -iwt
dt + b/ £,(t) e

dt.

Jika suatu fungsi dengan variabel t yakni x(t) dan h(t}

memiliki hubungan transformasi masimg - masimg X(iw) dam

H(i®)) maka berlaku =
x(L*B(t).
H(iw ).

B@Eti )

memiliki hibungan tramsformasi. V(i) =X(i®).

. Dengamn menggumakanidefinisi1o yakni integral konvolu-

si kemudian

nakan teorema 2

V(tﬁ = X(

\ R .
£) * h(t) = x(Ih(t -7 d

dikenakan transformasi fourier dengan menggu-

[




misal a = t

{y(e)}

Y(iw )
terbukti,
3¢93+2 Konv
Teorema & 6

Jika su
miliki hubum
tuk fCt).g(t

Bukti :
" Dengan me

maka £(t) da

_ e

=t

by
e T gp f k(a) e

X(iw) . H(iw)

Y
= {x(z)

olusi Frekuemsi

atu fumgsi demgam; variabel

) memiliki hubumgan traxmsfc

enggunakan Eteor'ema 2 yakni
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et A

WE fx(0m(e -2 ) dejat

= [x0] [Tuce ~2yeT at]ay

- sehingga da = dt, t = a +7
noor o )

=fo(t)=}' :Ch(ia)) e l(a +z) cla] dz

a4,

ty, £(t) dam g(t) me

garn; transformam yakni F(:l.w)\ dan G(iw) malsa un

rmasi F(iw) * G(lw))
2T

bila F(iw) diketahui

pat dltemtulﬁan demikian sebaliknya,

T‘i'm'ﬁjfam tramsf:ormasi da_r:L F(iw) * G(iw) didapat :
2T
- I AP Y
F* {F('j;uJ) * G(:m))}} .-.g(—"aa [ et [ Biuye(un - tu) dudw
j 2 LY A 0t
:;(.-%Ts f F(in) [16Gw - tuy e HMhaw
AT P -\ '
= du
misal x =W-|uw , dx = dw dan W= X + u dipéroleh. :
F(Iw) * G.(':Eif))}} = E‘T)Z fF(i’u)) [laixz) ¢T3 gxay
Pt 5 -tn ~t
' = - " Faw) eMtay [ataxyet=
= ar-w viU du . 2”..(,,
dx
= F(tY.e(t)




3.9.k4, Perge
v 7
Jika sua

Teoremsa

sangam tramns
miliki hubun
bukti

Dengap m

W)

kan untuk f(
F(i
karema f(t)

hinnga tram

F et

migsal x = t

; F lece

terbukti.
fungsi f(t -
34%.5¢ Perge
Pergeser
perasi . pemti
dikenal seba

: 8

Jika sua

Teorema

seran Waltu
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tu fumgsi demgam variabel t, f£(t) memiliki pa--

formasi F(ﬂv) malka berlalku

. - 1)
gan transformasi F{w) e

untuk f£(t - t@) me-
2

enggunakan teorema 2 bagi f(t) dapat _diturum
t B to) 6 - e
= L2ty e g4

bergeser wgktu tc.maka menjadi f£(t - t@) 2E BB

!

i
|
4
i

sformasinya :

0
i ~iwt

-t )} =::Cf(t - t,) e dt

- to s dx = dt t = to + x didapat.
0 . ‘

- to}} = [1(x) eI (Tet %) 4y

S

i}

“ . ' |
JE(x)y em X et ax

=t

St J"

e

E
9 A
f(x) e‘mwk

i
t
;
!
f

~dx

oWt j

I
i

F(iw)

|

t ) adalah fumgsi f£(t) yang tertunda t_'detik
seran Frekuenmsi -~ Modulasi|
[

an frekueasi atau translasi merupakan suatu o-
!

N . ;| o .
ng dalam sistem komunikasi, Proses inli sering

gai Modulasi,

|
[
|
I
|
!
|
|
i

t,

tu fungsi demgan variabel 1 £(t) memiliki hu-

L

bungan transformasi F(iW) maka berlakutumtuk fungsi ¥

3
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Dot memiliki hubumganm transformasi F(iw - iwe),

£(E) er
Bulchi

Dengan menggunakan teorema 2 yakni

1]

Flece)s

T |

1wt

b .
F(iw) = Secey ¥ E g

karena f(t) digandakan dengan e mala transfofmasiﬁxg :

h
F feo) S Je(t) 71 W0t gy
=Y

= P(EAW - idd)
terbukti.-‘
Pernyataan teorema 8 ini merupakan dasar matematis un-

tuk: memahami modulasi.






