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BAB 1II
THEORT PENUNJANG

IT.1. PENGERTIAN RUANG TOPCLOGI

Pandanglah : X suatu himpunan yang tidak kosong. Sug
tu keluarga § dari subset-subset padas X, disebut : topolo
gi dari X, bhb § memenuhi axioma-axioma berikut ini :

i. X dan @ anggota T .

ii. Union (gabungen) dari sembarang himpunan-himpunan da-

lam T snggota T . |

iii. Irissn dari sembarang dua himpunan dalam J anggota
Anggota-anggota dari § dinamskan : open set (himpunan ter
buka). Himpunan X bersama dengan topologi T , yang dinots
sikan sebegai i (X, J ) dinamakan : ruang topologi. |
Contoh 1 : '

Pandanglah : U notasi keluarga dari semua himpunan =~
himpunan terbuka dalam R, maka U merupakan suatu topologi
pada R, yang dinamakan : usual Hopologi pada R
Secara analogi, keluarga U dari semua himpunan-himpunan
terbuka pada R2 adalaﬁ : suatu topologi dan dinamakan :
usual topologi pada RE.

Contoh 2 :
Pandanglah : X =.{a,b,c,d,e'} . Keluargs dari subset

subset pada X adalah :

§a=0 %8 {2} {ed} s f2re0d], {b"“}}
T2 = {08 515 {0}y fee}s [oreal]



]
3y adalah suatu topologt pada X, sebab memenuhi axIoms-axi

ema (i) ,;C‘i'f) »(I31) , teét‘arpi‘ '3'2 bukan suatu tepologi pada X,
sebab union dari ¢ ka:,ic,,,,ct’} U i Bead) = { atiend ) tidai
ﬁeraﬁazdaﬂamFSE, yaitu tidak memenuhi axioma (Ef).. bemikiaﬁ
rula 5'3 Eﬂk&p.suatu ﬁopalqgi pada X, sebab Interseksi dari
dux anggote dalam J 3 ixari‘f;ut S {az-,ct& 3 0 ka.,fbr,.df,ek = \a ,d‘}
tidak berada dalam 5, berart: tidak memenuhi axioma (11i).
Contoh 3+ | | ‘

Sepertf yang terlihat pada axiama (i), suatu tapologt
harus memuat Aimpunss X dan .. Keluarea "} = \X,fﬂ, yang ter
&ict atas X dan q‘f sajay. merupakam suatu topologi pada X
yang dinamakan ¢ Indlskrlt tapologlrdan himpunam X dengan
indiskrit;-ﬁopologl pada~X, _ang~&1notaazkanfsebagai (X% )
dinamakan: + ruang:in&iskrlt ‘.
Contoh § :
| Suato singgle set X —{a} . Topologi pada X adalizh: @
{x,gi} , yaitu sustu 1ndiakr11.. topoTogis.
da X. Jika £ memenuhiisemua axiomz (3),(if) dan (ili);,mae
ka topnlbgi int, dinamakan dlskrlt topologiy,”
Contoh 5 = :

Diketgﬁx_ﬁ' X ={ a,i.qﬁ',:cz; . Diskrit tepologi . pada X
adalah {x,qﬁ",.. {_&3 {b} {c:} » {a‘,ﬁf} {E‘,c‘} : {a,c‘}}
dimana $ merupskan sua"t'u' keluargs dari semua subset-subset

'pada X, yang memenuhi axioma-axiona suatw topologl..



IT,2. BASIS UNTUK SUATU TOPOLOGI.

Deffnisi ¥ «

Jika X suatu Wimpumnar, maka basis untuk suatu-

topologt pada X adalah kelvarga p dari subset- -

subset pada X, sedemikism hinggar +

I...‘

Z'e

Definist 2

Untuk setiap x & X, paling sedikitnya ada: -

' satu elemen basis B€ ¥ yang memuat x.

Jika x ajmggot@ irisanr dua elemen hasis sem~
barang* Bl dan B'Z_. - Maka ¢ ada suatu basis ele
men: 153’3 Srang- memugt x,‘,.. sedemikianm hingge @

X E BBC By 0 B, atau equivalen d'en'.g_an_ per-
nyat‘afan'.fberiknf' v Jikas sembarang B1 ,Ba‘é: b

maka ¢ HIﬂ B‘Z merupakan union dari anggolfa-

anggota fr .

Reluarga E‘) merupakan: basis untuk suatu topologi .

gpaﬂa ﬁi’mptfma\n X, B setiap open set G& T me-

rupslian gabungan angeota-anggota dari P..

Contoh 6 ¢

Diketzhui

v X = {a,b,c} -

Kelurga subset-subset dari X adalah ¢

br {45

e} ,{agb} ,{a,c} IS x,¢} .

&3 —__-{X , Q’, {a“} s{a mb}: > {b7‘:}}‘

Diantara F’l s [52 ﬂ_-(},B y‘arflg merupakan basis untuk suatu 1:’01:}019



g3 § pada X, adalah b 1» Hall ini dapat diselidiki sbb: :

Berdasarkan definisi 1, akarr diselidiki Yahwa setiap elemen

dari X, minimaY ada satu elemew basis B & (51 yang memuat. -

elemen: tersebut,. |

aeX, 3 a5} € { y» sedemikiam hinges a e Tab} .

B E X _'—,1 {av,b} danr {b'} » sedemikian hingsa b e {_a',l;ft

ataw b e {W®} .

ceX,d {ac € bil"’" sedemikiam ingga ¢ € {a,c}

Jadi untuk definisi T.(%) terpenuhi,. o
Selanjutnya wntuk definisi T, (ii) akan diselidiki bahws un.
tuk sembarang By , B, € E"I’ maka By O\ B, merupakan ga -~
bunpgar dart afnggot‘a - axizggotr‘a"' Q; T ,

{a’,b} P {a‘.,c} & %1 ':? '{a"’.-b-}' n {a‘,:(;} = {a'} LR di’maa : '
na {2} = [a} U ¢. J"adl [ap} merupakan: unfon anggota» |
anggota PaI. : :

{ &, b-} {b,c} € %l ‘-_--"3’ -[a,b} 0 {E c]_( :{b} y. dimana o

{b} = {5}V ¢, Jaar -[b} merupakan union anggota-anggota by

X dan f € Eal = X 0.¢ =%, dimana X = {a,5} U {z,¢}
Jodi X merupakan union anggota ~ anggota: Q) 1+ Dengan demi-
kiam terbuktilal babwa ?’I merupakan: ﬁas:t‘s- antuk topologi
pads: Himpunam X. ' _

Untuk mengecek keﬁe}naran pemyelidikan tersebut, dapat
digunakan defimist 2, yaltu apakal setiap opem set Ge § pa
da ¥, merupakan union d’a;ri anggata - anggota .

Diketahui X = -{a,b‘,c} .;'I’upalc:gi' pada X adalah : J. = {X9¢s



Tal ., I5,et ., faud . $c¥) . Selanjutnya, akan dise
Tidiki baliwa: setiap open set dalaw I adalah union anggota—
anggots & T - |

X=X U @, ﬁimal’ra}(daﬂ?j 3 @?1.

1

¢ =0 V¢, aimana ¢ 6%1‘
fay = {at U | . &imanae {ay dm ¢ € %1...
{6,6% = {8} U {c} , aimana {6} daw fcy € bj.
et = YV ¢, dimana {c¥ dan ¢ e Eal
JadY definisi I daw 2, &}emuan:raﬂ. terpenulii sehingga benar QBI’ :
merupakanm liaia:ifaf unt‘uk*-t‘cfspﬂug:t‘ T pads himpunanm X, Sedangkanm
(b 5o BuKarr meyupakzm Baéis‘,- sebab: ¢ |
-[az,rh} e % P {a,s} € % ==y -[acs,ﬁ"} 0 {ai,_c._lf = {a}
chmana {a:} Bukzn mempakan grabunganr dari a’nggata % e De-
mikian pula dengam ?a 3 ;hukan» merupakanf basis mmtuk topalogi
pada X, sebab : {a,b} , {b,c} € 9’3’ = &, 0 5,0} =
{5} , dimama {b} Eukénfe merupakan gabungan dari anggota -
anggota PaB |
I1T,%, SUBBASIS UNTUK S‘ITAT[I TUPOLOG].
Definisi T |
Sulibgsis § untuk suatw t‘apa:logi pada X, adalal -
suatu Iﬁelual%g:en dari subset-subset pada X yang
gabunganya Sama eI‘énrgant X.. TopoYogi yang diturun
Kan aleh. auﬁtﬁasisr S adalzh ¢ semua union: dari -
irisen: berhihgga " finite intersection ) elemen

eXemen dari S



Definisi IT:
Pandanng'siatulkeluarga subset-subset dari X.
S merupakaﬁ;suﬁhasiSiunEuk-tqpalogiff pada X,
BHL finite intersection dari anggota-anggota 5
ﬁerhenﬁuk.sﬁatn:ﬁasig'untuk tapatogi paﬂQJX.
Contok 7 1 f
ﬁiketa}iui = X ::{a;.ﬁ.,c:} .
Kelnarga S :—{-X,ﬂi o f2,BY o {T;ir:'-,,c}}, dimanz umion dari subset
subget tersebut sama dengam X ¢ Berdasarkan definisi T ) .
Untuk:menxelidiki’apakaﬁ"ﬁenar'S“menupakantsuﬁhasia'unfu&
topologt pads X,digpnaﬁanxdefihisi Ir,.
s ={ X8, fx} » {Bac] . {a,c}} .
Finite interseksy &arl anggotawanggcta S adalah o
Ib {a,ﬁb} {b,c'}[ Ta,c} ) g {C} =% » Xr¢3
Selanjutnys diselidiky apakaﬁ betul |} merupakan suatu basis
untuk topologt § pada X.
() 2 e X =3 ia,b}e. b, y: seliinge= a €. {a,h} .
BeX =¥3 "Lb.,q_c]"’ b » sehingga Be B,cy
C',“VG X =3 {aﬁ;‘cﬂ} e b %,,._seh:‘fn'ggar ce {,a,c}
(33) J a8} » , ey e b ==7 (a0 iBel = (oY, dimana -
fe} = {c} u ¢, -
el 5 fasble b =3 l;_a, Y0 Lasel = {a}, dinana {a)-
{?} v g. |
{b,.(.} . {a,.c:}eea '—“—‘H_h,cﬂ 0 {_a,_c} = {c} dimans [ey= {cjuﬂ
lsby, ¢ b ::}{‘ah}ﬂ¢ ¢, dinma @ =0 V§,

Jadi terbuktiy finite IIIPGI’SSGKS‘.L dar? anggota-anggota S ada
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ish bentuk suatu basié untuk topologi ¥ péda X. Topologi
veng diturunkan oleh sub-basis 8, meﬁurut definisi, adalah
semua union dari finite.interseksi (irisan berhingga) ele-
men-elemen S, yaitu :. |

55{ {asp} 4 fasc} ’{bﬁ} ’{ﬂ"{ﬁ '{& $Xﬂ&
IT.4. METRIK DAN RUANG METRIK.

Pandanglah : X sﬁatu himpunan yzng tidak kosong. Pa-
sangan berurutan dariéelemenmelemen pada X%, dikatakan sua
tu " metrik ", jika mémenuhi axioma-axioma berikut
(i). d(a,b) » O dan d(a,b) = O.
(ii). d(a,b) = d(a,b).

(iii). d(a,c) £ d(a,b) + dlb,c).
(iv). Jika a 4 b = d_.(_a,b) > O.

dimana a,b,c € X dan d(a,b) disebut jarak antara a dan b.

Pada exdioma-axioma diatas, d didefinisikan terhesdap bidang
RQ, seperti yang digaﬁbarkan,disamping kanan.

Axioma (i) menyebutkan bahwa jarak dari suatu titik ke £i-
tik yang lain tidak pérnah negatip, dan jarak dari suatu
titik ke titik itu seﬁdiri adalah. : nol.

Axioma (ii) menyebutkén bahwa : jarak antara a dan b sama
dengan ja:ak antara b dan a. |

Axioma (iii) disebut : pertidaksemaan segitiga, karena ji-

2, maka axioma (iii) me-

ka a,b,c bitik-titik pada bidang R
nyebutkan bahwa : panjang d(a,c) lebih kecil atau sama de~
ngan jumlah:d(a,b) + dxb,c).

Axioma (iv) menyebutkan bahwa : Jarak antara dua titik yang
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berbeda adalah positip;
Contoh: 8 : | .

Fungsi d didefinisikan oleh d(a,b) =|a - b |, dima-
na a.dén b ‘adalah bilaﬁgan real R, merupaken suatu metrik.
Bukti : | N
Akan dibuktikan bahwa { fungsi tewrsebut memenuhi aﬁioma -
axioma metrik sbb : .

(i)» Jika a = b => d(a,b) =ja - b[ =0

| a(a,b) 2 0
Jika a # b == d(a,b) ={a ~Db| >0 & d(a,a) =0
Jadi memnuhi. axioma (i,
(11). ala,0) =42 -1 = d(s,0) = alb,a).

d(bya) =fb -aj=ta=-">l
Memenuhi axioma (ii).

(1ii). Jika 3 sembarané elemen, misal ¢ dalam R, naka méng
rut definisi dfa,c) = l? - ¢ | dan d(b,e) = |b = ¢ | . Sehing
gaja - ¢ }.$'| a - b I§+ b -~ c| = d(a,c) & aa,b) + d(b,
'é); Memenuhi axioma (iii). )
{iv). Jika é:#Tb = d(a;b) ={a - bl >0, memenuhi axioma
(iv). :

Jadi terbukti d(a,b) = fa ~ bladalah suatu metrik dalam R
- Metrik ini, dinamakan :éusual metrik ( metrik biasa ) dalam
R.
Contoh 9 :

Fungsi d didefinisikan oleh. :

d(p,qa) =tv (aﬂ - bqlg + (a8, - bE)E.‘



dimsma P = Cay » ap) dam q = (By , by) adalal titik-titik
dalem Bi'd&rrg; Ra., Fongsi d mémxpakaan‘. sugtu metrik,

Bukti : 5

AKarr dibuktikm bahwa fungs:’c d memenuhl axioma-axiong sbh ¢
(D). ate,a) = (Cay - 52 + (ay ~ 021 7 0, aan

- j . | o ¥
o,p) = (lay - ap? + (ay - a)2]) =

Jadi memenuhi axiomz ( iff .-
(31).. atp‘,q) = Gy - 5133‘ * (ap - b)) ¥ [(bl - a‘:r:)
¢y -a)?)F = d(% , B). Judf a(p,q) = dfq,p)

memenuii axioms ( 11)
(iii), Jika 3§ elemen » clalam 1?2 dimana r = (cI . ca), -

Ka d(p,r) = [(al é-- c:I) . (5 - ca)al ¥ . Sehfngegs :
i:(a*l cop? ¢ Gy - 6?4 [Cay - 52 ¢ <a2..b2)2} ¢

+ Y_("li* - oy N (‘b-— ¢ .)E} .. Jadi d(p,r) £ d(b,q)

+ d(q,r) memenu‘ﬁi axiona (Iii)..
( 3.v)._ Jika ¥ % T 5 malkar ! a:l 1.— b dan a5 4 By Seliingga dida~
patkan df("p,q) = [(a[ - By) 2 4 (@, - 2)2] ¥ ‘7 0 .

rﬁémenulii’ axiomg (ﬁv) e Jadi terﬁukti‘ fangsi 4 merupa-
karr suatu metrik,
Metrik tersebut diatas dinamakan : usual metrik (metrik bia
sa) dalam B®, |
Contoli 10 : Pandanglah X sembarang himpunan yang tidgk -
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kosong daxr d adalah suaf:u tungsi yang didefinisiken oleh =
o jlka a =W
d‘(’ a-,b‘ ) = )
' : I , jikmat b
Fungsi d adalah suatu metrik pada X..
Bulkti ¢ :

Akan dibuktikan bahwa : fungsi d memenuhi axiomaz - axi

omge dibawah ini ¢ . _
(1). Untuk Y a,b & X, menurut definisi d(a,b) = O atau d(a,
T&)’ = T dengan d’emiﬁ’kian ti(‘;a--,,ﬁ) 7 O.. |
a(a,b) = 0, jika a = B , selingga d(a,b) = d(z,z) = 0.
Jadi memenubi axioma ("'i‘) . |
(i ). Pandang a,b & X..
Jike & ¢ b =% b 4: x . Sefiinggaa cﬁa,h) = I danr d(%,a)
= Y. Dengamr demikian ac a,k) = d(B,a).. . _
Fika & = B =} b .= a, sehingegx d‘(a“,b) = d(bya) = 0 .
Memenuhi zxioma (:Li) .
(i31) . a,b,c & X adalzh titik-titik yang berbeda, yaituw o
at+ b+, seﬁiﬁggar = dla,e) = T , dla,b) = I ,, d(b,
¢) = I. Dengan pertldc&:mmavan segitiga
dCa,c) & d(z,b) + d(b,e) =L + I. Jzdi d(a,c) = 1 &
1 +I. Memeruhii axicma (iil).
(ivh Fandang &,b € X. Uni:uk a$ b=d d(z,b) = I , dengan
kata Yain d(a,B) 7 0. Memenuhi axioma (iv).. |
Jadi terbukti d merupsiam suatu metrilk,
Wetrik inf, dinamakan : metrik trivial pada X.
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1154.1 DAERAH TERBUKA;( BOLA TERBUKA )

'Sebelum dibahas tééntang ruang met:gik, perlu dipelajs
ri lebih dulu me-ng;enaiE bola terbuka ( daerah terbuka ).

Pandanglah : d s@atu metrik péda himpunan X. Untuk
sembarang titik p &€ X ;dan sembarang bilangan real 5?0,
ada suatu bola terbuké ( daerah terbuka ) : Sd(p,éi)5 di
mana Sd(p, 5) merupaka?n notasi himpunan titik~titik yang
jarsknya dari p lebih kecil B .

By, 8) ={x: A(p,x) 43

' Dalam pemakaisanya, kadzang—ka'dang cukup ditulis dengan :
S(p, & ). Jika digambari, bolé terbuks S(p, p ) merupsksn -
bola terbuka dengan pusat p dan jari-jari .
Contoh 11 : |

Titik P = (0,0) dibideng R®

dan bilangan real & =
Tika d merupakan usual metrik pada Rg, maka bola terbuka
S(p, ) adalah : : |
S(p, 5) =={ Xt d(p,x) <38}
8(p, & ) ={x 't 4(0,x) £ 17
dapat digambarkan sbb :

Pl
R
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Dari goambar diatas, f:am‘ipaﬁ: S(p, %) merupaﬁan' open unit, ya
ita cféemh' terbulka yangé dibatasi oleh elemen~eclemen unit .,'
Contoh 12 « '

Pandang ¢ snatu nsuzl metrik pada B, yang didefinisikam

sebagai d(a,b) =|a - b | dimanz a,b € R, Bola terbuka (apen
aphere) S(p,§) adalak }.»-. §(py8) =% r d(p,%) =|p - x| 4 8y
dengzan kata Iain S(p, N ) = E‘x; vop- § L x Lp+%7Y
Jadi bola terbuka S(p,ép) didalam R, merupakan Interval ter
buks ( B-§y p#6)
Theorema 2.1
Pandang & enatu bolaterbuka dengan pusat p
dan Jari-jari © . Untuk setiap titik g e S,
ada sua;ﬁufji_b’c‘;l;a=it_é'x:buka53” T dengan pusat qy .
sadémiki‘aﬂi:t hingga T t‘e_rmua_ﬁ' dzlam 5. Pernyx -

taxan ini dapat digambarkan sbb

Bukfi -

fkan dibuktikan batwa : setiap q € S,. terdapatlali bola
terbuka T dengam pusat q yang termuazt didalam S..
q,é S =85(pe8) = d:(’izf,_-p') L% , seperti yang tergambar diba




wah int o

Pl

/ TR/ EANN
g/ s Z\I \
!/ Noh N
\ b //
o

NS

Pada gambar, terlihat € = § - dlq,p).
Dengar demikiam , dibuE}:ﬁ:‘tkanf bola terbuka T=S5(q, 8 ) dengan
pusat q damr jariejari e adglah subset dari S.
Mical + X € T = 5(qy8 ) ==Y d(x,0)L € = & — d(q.p)..
Dengan pertidaksamasn s}eg:Etfiga- didapatkan -
dCx,p) & dlx,q) + dlgp) = ( § - dla,p) ) + alag,p) = 6 .
Jadf dlx,p) L © 7=='?' xes = S(p,% ). Karens x € T = 5(q,8)
maka x € S = S(p, %) , terbulctilah bahwa bola t_érb'uka?f:‘\}?:-; ‘adalgh
subset dzri S, |
Theorema 2,2 - :
Pzndang Si”l. dan sz_ suztn bola t,ég‘;’rffbﬁ‘ka,. Setiap ti
tik pé S;"I- 0\ S,, terdapatlah bolsa t’éi‘bﬁk&f.:s 5 de
ngan pusat p, sedemikiaw hingea p € S’Pc.si. 41 5.
Burty = _ '
Pandang v € 530 SE = p e S; dam p € S,.

re S”I dimane S; bole terbuka,menurut: theorema: 2,1, adea sna-

: . : . * )
tu holae terbuka E‘, ,ldhrtgah: pusat. p, sedemikian hiingga p € S‘IC. St
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Demikianm juga, Jike P € 'S,, maka terdapat bola terbuka. = S
dengan: pusat p, sedemikian lingge p € S, C s:,_,_{;w- dapat digam

barkan sbb e T ~—

Menurat Su-&tﬁ- daiil = jikaf. S dan T merupakanw bola terbuka dg
rear pusat yaug sams,. mc';ka-, satu diantaranya merupakan subset
dari yang Iain,. |

Bukti = ' 5

Misal r & = 5(¥,:%) d'a:n'l* =g (p, 8,) » Dengan demikiam S dan
T, sams-samy mempaorysi pus:at .]p- dengan jari~jari 81 danr. Sq,
J’-:E‘F:av' by & §p » maka : S’ CT. Jika 82\ & SI , maka T C 8,
B"erc’t‘asarkan#— d"aI:i‘lf te rsef&nfz‘ ’- K*ecszenar S;. d‘a:xr-’ S’; mempun&a:i pU
sat sama, yaitu di titik p, mke : S C 53 atau Sy C Sy .
Jadi p & s; c Si g 1 e S C s; C Sy

Sehinggs dapat disimpulkan : p € S5 € Sy (0 S,. Jika Sy=5

make terbukti Bghwa o p E S’p c Sl N Sae

Theorema 2.3
Pandang d suatu m&ﬁri];— pada: himpunamn X .
Keluarga dari bols terbuka S;(p,8) didalam X

dengan p 6 X dam © 7 0, merupskan. bzsis -
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tuk. ﬁopol’ogipada- X.
Bukti |
Menurut definisi, Jjika X sma't‘ﬁ' hiimpunam,. maka: basis untuk -—7
topologi pada: X adalali : keluarga § dari subset-subset. himpu
nanm X yang memenuhi :
(i) Untuk setiap x € X, paling sedikit ada satw basis elemen
Terig memuat X. '
(if) Jike x elemen dari irisan dua basis elemem By dan B, ,
ma*ker adz suatu basis elemen B3 yarg memuat x, sedemiki
an Hingga:; X € E}* -t Blﬂ Bs, seperti yang d’:i’ganrbarkén‘ -

dibawah ini’ -

/// k\\"’f S
/ N A
/ £\ AN
/ AR\ \
{ o) |
, LA /
BN N /%y,
3 \\ ’){/\ ///

Definis¥ basis teraebutl,é sesugi dengan theoremz 2Z,L danm tlieg |
remg 2.2, sehingga terbuktilalh bahwa : keluarga bola: terbuka
dari himpunan X,. merupak%m sustu basis untuk topologi pada X |
IT . 5,2, RUANE METRIK.
Definis® i
Pandang : & sugtu metrik pada himpunan X | yang ti-
dak kosong.. Tapcﬂ‘.‘ogﬁ: pada X yang diturunkan. oleh
keluarga.bqlaftgrbukaiaidslam‘X-dinamakan;:ﬁ‘mg

trik topologi ' atau " topologi yamg disebabkam -
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olehk metrik @ '. .
Selanjutnya,. ﬁimpanan‘x bergama dengan topologi yaung dise-
baﬁkan‘oleﬁ.metrik d;_dinaﬁakanﬂr " nuangfmetrik:"-&an:di#'
wctasikau*sebagai-r'GX;GJM ‘
Jadi swatuw roang metrik adaltah. suafn;ruang=fopa103i yang
topﬂIoginya’diS@baﬁkanjale&.seﬁu&ﬁjmefrik; Oleh. sebab itu,
senua Konsep yang“didefinisik&n:pada:zugng'ﬁoporagif'juga--
didefinisikan pada ruang metrik,.
Uhtuk penggunasy prakt:ii‘.‘snyaz, ruang metrik (X,d) cukup di -
tulis: X saja.. |
Cbntoﬁ I% «

Jike d uaual metrik pada garis real R, yaitu d(a,b) =

  £35‘ Blﬁy=maﬁafb§léﬁt@fhﬁké;ididalam:R‘adaiah interval ter:

ﬁuka:berﬁinggab'sehingga.usual?metrik pada H; MEHXEBaBkanTL
usual topologi pada R.. Secara analog, demikiam pula demgam
usual metrik pada R° r menyebabltan. usual topologi pada R .
TT.5. METRIK EQUIVALEN.

Definisi -
Dua,metriﬁ-d'ﬁanhdf pada suatu himpunam X,. dika -
takanzequivalén:jikaﬂdanzﬁgnya Jika keduanya me -
nyebaﬁkan;tophlagi'zang-sama pada'X,,yaitu'jikaf«
dan“ﬁanya-jikas d¥b91ajterbukafdéﬁidfwbqlafterbuké
didalan X adalah basis untuk topologi yang samaz =

. pada X. ‘

Contoh If :: |

Usual metrik d dan metrik dy & 4, yang didefinisikam :
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a1 (p,q) = iax { lay = By [ » l'az ~ B ‘l‘ll .
&2(?}:‘1‘) =U ay — Yy | * l‘EE - by ]}"

Metril c'{'I
ﬁa)' sembarang titik pad’af:,,

darr 6{"2 d’i’ﬁglamf rZ d’enggn= p=( BysBs ) dam g = (b‘i},,
2.— Mefrik uwsugl 4 dan dl & &2 % RIE

nyebabkan usuzl topolegi pada Ra, sebab keluarga apem sphere
dari tiap-tizp metrik ﬁér&eﬁutﬁ merupakan basis untuk usuzl -

topoTogi pada R, yang dapat ditlustrasikaw sbb :

& SR

54 (p B) : 54, (> B) ' G4, (9 8

¥T.¢, PENGERTIAN : TITIK INTERIOR , OPEN SET , TITIK LIMIT
HIMPUNAN TERTUTUP , CLOSHR.. |

IT.6,.Y, TITIK INTERIOR,.

'Fa:nd'a:ng' + X suatu Himpunsr vang tidak Kosong dari Y -
Tangan real. Suatu titik p & X, disebut ¢ titik interior
jiks: terdapat suatu s:eIi::i.;‘teexr ¢ sebutlzh ¥ ) dari p, Bingga ¥
 merupakiam himpunaw bagizw dari X, yaitw rpe ¥ C X.

SeBelum diberikan ejunﬁoﬁ--ccntcﬁ dari titik interitor, =~
akan dipelajari leBih dtil"ﬂ m'ér;genae:f - pergekitaraw: titik p
(neighborticod dari titlk: 7).

Pergekitaram ¢ nee-fglﬂicrl’l?aa'd"-;"-') suaty titik p, didefinisikam
sebagad '{_ x: ‘ a(x,v) l'. r } dan ditulis: . N (p) dimana
= j&ﬁ’--jfar".w‘i‘ damw p = m;ﬂt pusat,. | o
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Tntuk ddmensdi T ¢« : ( r ) r }

b
Persekitaran untuk diménsi’ I, merupaKan interval terbuka .

Untuk dimensi 2 ¢

Tntuk dimensi 3 -

Contoh IS » ,
Dmﬁﬁﬁxz{ﬂzéxéa},ﬁﬁkp=u%.
Apazeh p merupakam fi‘tiﬁ- intericr dalaw metrik usual d 7.
Penyelesaiam = .

—
i '1,94%

KEan d"iipif[iﬁ.. yang lebih kecil diantara 4(Y, 1,94) dan d(2,
. I,08) . |

aCL , I,9) =T - 1,9 ] = 0,9k
a2 , I,95) =]z - 1,94] = 0,06.

Jadi dipilih &(2 , 1,94)

Misal diamBil r = 1/2 d(2 , 1,9%) = I/2 ( 0,06 ) = 0,03 .
Dengan demikiam N, (p) = N, ,03 (1,9%) & X. Terbuktilah -

v = 1,95 adalzh titik interior.
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Cbntch 16 -

Seperti terlihat pada*cantoh 15, apakah. titik =k
marupakan,titikrlnteriqr'?m
Penyelesatam f _
Embil = 1/2 d(1,2) =.0,5.
Persekitaram dari titik.p adelahi ¥ (1) =W, o @) & X.
Jadi persekitaran darizﬁ‘&damxang;beradaudiluamwhlmpunan:X,
-Dengan demmkian'titik:y l,tmkanwtltik Jnterior,

- Bile X sunatu ruang f:apelag;-;dm. AeX, mkap € K @i
sebuttﬁ titik interior dari X,. jika p elemen. suatu open set
(hlmynnau terbuka) G, yang termugt didalam &, sedemikianm -
hzi“ng'gar Tp € G C K.

Contoh 17 - -

Diketzlui XV = {a,ﬁh;ic':‘ :df,g} ,_.:...
Topulogi pada'ﬁlmpunan X adaIah v
T={x .0, {a . {20} {a, 20y Sim,edl . {a,b, e}.}
Tiap-tiap awggota § dinamakaﬂ : opern set (" himpunan terbu-
ka ). Himpunan X bersama: topalogi untuk hlmpuna'n X, merupa=
kan ruang topologi,. yaibn (x,9).
AmBEIT « K = {@,_.b,.c} snatn subset, pada ruang topologi X ..
Titik*a-éan.ﬁﬁadaIaﬁ'tifik_interiorfﬁari A, sebgl &

abe 1 a::aili‘;:]g ¢ &= {a,be) .

dimanar {ayb} open setfe.ﬂ'w Sedangkan titik c bukan titik
Interior,. seﬁab.tidaﬁ“a¢a>open‘set:e,ﬁ'>yang'memuaf Cc, Sub~

get dari 2.



TT.6.2. HIMPUNAN TERBUKN ( OPEN SET ).
De f:’;‘ni‘;si‘ & _
Sugtu Himpunanm ¥ disebut : terbuka (opem), Jika
setiap titik dari X adalgh titik interior..
Contol I8 :
Diketahul X = {x| 3‘ Lx 4 EY .
Akam dibuktikamr batiwe X adalah himpunan terbuks..

B'uktl o
. L s
\ . }~
52 K

Ambil sembarang titik ye X.

Ditentukanr Tebik dulu,. mana yang: Tebik kecil antara a(3,y)
dan a(h,y) .. | | '
Tika a(3,3) = a(f,¥) . maka amBil r = I/2 d(3,y) atau r = |
I/2 &(,y). Sehingga N (ne X ' '

Jika &(3,y) = a4,y . makar i i yang terkecil, misal yang
diambil d(3,y), sehinggx T = 1/2 d(3,y) = a( 3/2 , 3/2) «
Denganm demiKiazm N, (y) C X. Jadi x"adalaﬁltit'ik" interior .
Karena y ti¥ik sembarang, ‘mali;:er X himpunan terbuka .. |

. Contok T9 = -

Bimpunan kosong § éa:ctaxl'aﬁ: himpunan terbuka (open set)
sebab : himpuman ¢ t‘i’ctafré mempmnyad titik yang bukamr Bitik
fnterior. V o ,

PerIu diperﬁa:t’iﬁanﬁz babiwa T suastl‘u' himpunan tidak tertuka
Jika dan hamya Jika a&aé suaty titik: @idzYam Himpunam terses:

but yang bBuksm titik interfor.
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Contioh 20 o
Diketatiui X = x/|3& x & ).
Himpunaw X adalali tidak terbuka.. Hal ini dapat dibuktikam

seliagai berikut

Bukti =
L v Y
t >
3 Ly

Titik x = 3 dawr x = § Eukan titik interior, sebab: : jika -
ditugt F. (3),. maka akan memuat titik-titik diluar Nimpunan
X. Dengam kata Taim N, (3) £ X.
Demikian pula dengan H}: (4) zamr memugt titik-titik diluar
X,. seiingga N‘r_', (8) ¢ X. Jadi himpunaw X tidak terbuka .
¥T.6.3. TITIK LIMIT ( TITIK AKUMULASI ).
Definisi 1 « 4 . o
Pandang + X swatu 'sﬁb-himpunafx dari R..
TItiR p e R’ disebut : titik Iimit (EItik skumu-
Yasi) pada éﬁ:“z‘mpma‘an; X,. BhE tiap persékitaran da
rip menma--ﬁ titik q & 5(, yang Berlainam demgan -
Pitik p. | |
Definisi 2 »
Pandang : X suatu ruang topoYogi dan § € X .
Suatu t“itik: p € X disebmt : titik Iimi%t dari-
-A?,rﬁhb:'sefia;fg oper_i set @ yang memuat p, memuat &
pula titik %yamg" berlainan: dengan p dalam £ .

Jadi G open, p ¢ & =) 2 N (@ - {F}) + 0



25

Himpunen bitik-titik limit dari A, dinotasiken sebagai A'
dan disebut : " derived set dari A . |
Contoh 21 :
Pandang : X =u{1,1/2,4/5,1/4,.....} |
= 1/n} untuk n = 1,2,3,....
Buktikan bahwa =0 adalah titik limit deri X.

Bukti :

e

O T v esen :I‘/,'6 :---o :I/Ll' :’/é

Ambil : r ) O, misal r # 10~1000

Akan diselidiki apskah ditemukan titik lain, sebutlah q
= 1/n untuk 1/n { v . | ‘
,V,io-’IOOO - ,IO’IOOO

"

1/nd{ » = n »1/r. Siehing;ga n Yy

1000 1000 | ,

Jadi n 3 10 ’ dengan:demikian n =10 . Ternya=-
ta dapat ditemukan titik g = 1/n = 1/(ﬂ01000 + 1)
Sehingga dapat disimpulkan bahwa : persekitaran dari x = O
meﬁuat titik q # O, yané berada dalam X, dengan kata lain
x=0 adalah titik limit dari X. Kerena x=0 satu-satunya ti
tik 1imit deri X, meka A' =[07% .
Contoh 22 : | .

Diketahui : X =f x]0¢x¢27%

! ! Y

A - 7
0 2

Titik x=0 adalah titik limit dari X, sebab Jjika dibuat -
persekitaran dari x=0 akan memuat titik-titik lain yang
berada dalam X yang berﬁeda,dengan titik O. Demikian pula

titik x=2 adalah titik limit dari X, sebab persekitarannya
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memuat titik-titik lain yang berada dalam X, yang berbeda

o

[y ]

de'agan titik x
Contoﬁ 23

Diketshui : X ={a,b,c,d,e}'
Topologi 5~ pada X adalé.ah : JP‘"={X; g, La}, {c,d} » I,
a,i} , fb,c,d,ely . | N |
(X,3 ) adalah ruang to;pologi.-Ambil : A = {a,b,c} _suatu
sub=-himpunan dari ruanfg topdl-ogi X. Titik b € X, merupa=
kan titik limit dari A, hal ini dapat dibuktikan sbb
Bukti : |
Himpunan terbuka yang Ememuat b sdalah : {b,c,d,e ¥ dan X
b e fbye,de} => ([ byo,de} - IbY ) =Jec,a,elnfa,b,
| c} ={c} # @. Jedi himpunan terbuks yang memuat b juga
mervat titik laine€ A yang berbeda dengan b, Terbukti bah
wa b titik limi‘t dari A., Sec’[éngkan a € X bukan titik 1li -
mit dari A,sebab : himpunan terbuks yeng memuat a adalah
{a} , tidak memuat titfik; iain didalam A yang berbeda de=-
ngem a , yéitu :ae Jay = (fLap =Ta} DO A = 4.
d € X adsleh titik limit deri A, sebab : himpunan terbuka
yarg memuat 4, yaitu {c,d} memuat titik lain didalam A
yang berbeda dengan d.,; dapat dituliskan sbb :

e {c,d} = (f{c,d}'-- §4% ) 0 fa,p,c} = fet # 8
Jadi 4 titik limit dal‘i A,
e € X adalah titik limit dari A, sebab : himpunan terbuka
yang memuat e, yaitu {éb,c,d,e}' dan X memuat titik lain

dalam A, yeng berbeda dengan e, dapat-ditulisksn sbb ;
e€ fbyc,d,e} = (Ib,c,d,e} ~Ie} )0 A ={b,c};!l,95
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¢ bukan titik limit dari A,sebab : terdapat himpunan ter
buka yang memuat c, yéifu {:c,d} tidak memuat titik lain
dzlam A yang berbeda dengan c. Sehingga dapat disimpula.y
ken bahwa : derived s:iet dari A adalah A' = [ b,d,é} .
IT.6.4, HIMPUNAN TERT?TUP
Definisi : i
Pandang X sgatu'sub-himpunan dari bilangan re-
al R. Sub-himpunan X dikatakan«tertutup,ljika
setiap titik limit dari‘X adslah anggots X.
Contoh 24 .

(2]

Diketahui : X =J 1/n} untuk n = 1,2,3,.e..

Seperti psda contoh sebelumnya, titil O telah dibuktikan
merupakan bitik limitédaii‘X, tetapi O & X. Jadi himpunan
X tidak tertutup. |

Contoh 25 : \
Diketehui : X =fx | 3¢ x ¢ 4}

Hiﬁpunan X adalah terﬁutup, sebab semua titik 1imit'dari
' X berada didalam X. :

Disamping definiSi diatas, Jika komplemen dari him-
punan X yaitu : x© merupakan himpunan terbuka, maka hime
punan X dikatakan terﬁutup. |
Contoh 26 : | |
Himpunan kosong @ adaiah tértutup, sebab komplemennya ads
lah R, dimsna himpunaﬁ bilangan real R adalah terbika.

Hal ini dapat dibuktiken sbb :
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Ambill : suatu Titik p elemen dari interval terbuks Sp, se -
hingga : p € Spc R. Jadi R terbuka.

Demikian pula jika X suatu ruang topologi dan AC X
maka A merupakan himptinan tertutup bhb komplemen dari A
yaitu A® adalah himpunan terbuka.
Contoh 27 :

. Diketshui : X =§ a,b,c,d,6}

Topologi pada X ad.alal’.i. 2 § =L X,8, [a}, {c,é} ’ {a,c,d} .
{is,c,d,e}} . Tiap-tiﬁp anggota § merupakan himpunsn ter
buka, sehingga (y.c '-.=Ji§x,¢, Ibycyd,e} {a,b,e} . {b,e}',
{ a} } merupaken himpunan tertutup. Perlu diperhatiksn
bahwa : X, {b,c,d,e} , )‘La}' , @ adaleah subset dari X yang
terbuka dan tertutup.
I1.6.5. CLOSURE DARI SfUATU HIMPUNAN

Pandang : X suz—:t.tui :r:uang topologi dan A subset";'dari X
Closure dari A, diﬁotasikan : A yaitu irissn semua subset
subset tertutup dalam A
Karena A merupakan iriésan déri himpunaxi-—himpunan tertutup
maka & “tertutup. Dengan demikien’ A tertutup bhb A = A .
Contoh 28 :

Diketahui : X ={fa,b,c,,d,e}
Topologi;‘.l”'pada X adalah : 1 x,9, {a} , {c,d}., {a,lc,d} ,
{bgc,d,e}} dimana tiap?-—tiap anggotaJ adalah himpunan ter
buka dari X. Sehingga isubset tertutup dari X adalah :
g-c‘z{x,szs, §b,0,d,¢} , {e,b,e} , ib,e} ,La}}. Jadi da-

pat dicari closurenya sbb : b = {b,e} ; )"‘a,c} = X
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Pandanglab ¢ X sﬂéﬁuisubset'dari_nuang‘topqibgi X .
K disebunt ¢ " dense " &a&am.x atan dense subset dari X
bilg dam Hamys Wiz K = X .
Conmtoh 29

Seperti yang terl:ﬁia-t’ pada conteh 28, yaitu {&";?:"3 = X
Gz {_ ’;;i} =1 E:-,;:f,ﬁi,;e} y. Aimana X = {_at,lir_c',d'f,n.e"k o Dalam: -
hal ini, himpunan { 2,0} dense subset dari X. Sedamgkan —
Himpunan { 6,4} bukan merupskam dense subset dari X ..
Contol 30 » f |

Pandanglah : @ sustu Bimpunsn bilamgan. rasional ..
Setiap bilangan veal a € R adalal titik limit dari @, se -
hingga closur dari @'aéalaﬁ::_seluruﬁ himpunan bilangan re
al R, yaitw : § = R. Dengan demikiem, Nimpunam bilangan ra
sional dense dalam . |
TT.7. PENGERTIAN : BARISAN, SUB:BARISAN, BARISAN KONVERGEN.
IT.7.T. BARISAN ( SEQUENCE ).

Pandang + S‘semﬁafangjﬁimpunan, Sugtu barisan didalam
g cfi'nét'asika:n; sebagai -— C 83 55 Sz 50 ee Yy » C S .:- ne F, )
adalali suatu fungsi yamg domainya ¥ =[1,2,3,.... } dan ra
. ngenya didalam S, o
Contoh 31 «

(5) = € 1,5,5500n ) 5 (6) = ( =1/2 , 1/k 5 =1/8 5.0)

o

-t

vang dapat dirumusken sbb:

() =20 =T 5 (x) = (D20,

(3]

Sugtu barisan (&, . ne N) dikatakan " terbatas ", Jika ra
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nge dari Barisam {_ &, n € M‘} adalali himpunan terbatas .
Contoh 32 ¢

Fada contoh 3I, range dari (s,) adalsh 11.3,5000.
seliingga (&) Bukanw baﬁsan terbatas. Sedangkan range dard
(t ) adalsh { -I/2 5 1/ 5 ~I/8 yee.sy adalali terbatas, se
hingen Eé:risram (t,) terbatas..
TY.7.2, SUB-BARISAN ( SUBSEQUENCE ).

. Pandang: © sustw barisan (ap,a »&zee )

Tika (a ) sustu barisan dari Gilangan tulat positip, se-
denikign hingga Iy L I, 4 i‘5 L ennee o Moz o (a‘il’ . a-,iz N

- S ) dinamskan .,"" sub-barisany dari (an) .

NN

Contol 3% « . |
Shatu barisanr (m,) = ( L, /2, I/3 /5 5 vee )
Sub-barisam dari ("‘ah) adalah ¢ I , I/2, I/, ee ') .. Sedang
kan ( 3/2 ,. 1 , 1/4 . 1/3 ; I/6 4 1/5 ,... ) bukan merapa~
karr sub-barisan dari h&riﬁam can_) y. Sebab didzlzm barigam -
(a,) ;- 1 terletsk didepan 1/2 .
TT.7.3. BARISAN KONVERGEN ( CONVERGENT SEQUENCE ).

Definisf v
Suatu bar:isan Cael ,;;152_,3.'@. ) dari ruang topologl X‘
Tikatakan konvergen ke B & X atem b adalah 1imit

dari Bariszr (a:n P we N), dinotasikan oleh :

Tim e, =B 5 Hwa, =b ataw a,—¥b
Jiksz dan Banya jiks untuk setiap open set & yang

memmat W, texfd&patl“ah. I, € IIF, sé&emikian hingga +
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untuk By n, =¥ a €6 .
ContoR 3k | |
Pondang: v ('"a:I s ,.gérs yoee) Suatw barisanm titik-titik dg
Tam: ruaug indiscrete topoYogi ( X, ¥ ). Karena didalam ru-
- ang indiscreie t"cpolﬁog:ié.’ hHanyzx zda apen set X dan §f, make :
X saxﬁp'-satunyaw aper. aet;‘.' yang memuat sembarang titik b & X
dan X Juga memust suku-sukte dari barisam (a). Dengan demi-
kEian dapat disfmpulkan El'w.e’l-ll‘t‘wzaf .:' Barisam (’észﬁ) konvergehl ke -
setiap titik B € X, dimana X agdalah ruang indiscrete topo-
Togi. :
Jika Barissm ('avn) ?mempa;kan. barisan bilangan real, mg
ka diberikan definmisi sj'b.'ﬁir' -
Definisi r |
Suatu ﬁaﬂrisan?’ (él-,auz,, coe ) dari Bilangan real, =
konvergen ke b € R atauw b adalah Iimit dari bari
san (z, : n & N), dinotasikenm :

Tim . = b s Tim a, = B ataw an.-—-'i b
B : T 77 S :

jika dear hanys jika untuk setiap £ 7 O, terdapat
Talt n € N, sf:ed’emi‘b:iarr hingga untuk w7y ng
d(a, ,B) =|a, -b | LE -
Contch 35 :
| Pandang @ ( a,) suatu barisanm dalam R, dimana (a,)= 1/n
Buktikan bahwa barisanm tersebut Ronvergem ke titik O, yaitu



Bakti =«

EmBil = € 70, maka terdapatlah n e N, sedemikiam Hingga ¥

5 =7 %, =0 | =M & /A L8,
Karena & 7 0 sembarsmg, maka terbuktilah behwa : Idim (1/m)=0

LE.Untak M7 0

dengan kata If&izr {‘“an:) ke:irrv:ergent Ke tTitik O.
Contok 36 : |
Pandamg : a 7 0 dan barisam X = ¢ I/(T + na) dalam B
Akan diperlibiatken bahiwa : Iim X =
Penyslesaian -
Untuﬁ:a70&an'ﬂrreﬁ, 0 L I/NT + ma) { I/nz .

.....

g l;’ﬁc { =& ataw I/itcar 4 ¢ . Untuk semua m Y m, berlg
Ru «|L/(L + na) =0 | = I/C1 + nw) & I/na 4 T/nga
Kurena £ 70 sembarang, maka terbuktilgh bahwe : lim X =
dengan kata Iain bari'san'gx konvergem ke titik O .
Lerma 2.5 +

Suvatu barisamr ( k) konvergem ke suatu titik x di

dalam R, maks Barisan tersetut terbatas .
Bukts - |

Pandang v X = Iim Xn danE = I.

Dari definisi barisan km}verrgen-,,_.. malkka terdapatlaft bilangan
Bulat positip n,» sedemikian hingge untuk n 7 n, , berlakn
[ X, - X [ {£ 1. Uangan pertidaksamaanr segitiga, untuk u)n,
didapatkan | x, -x [ &£ 1 af-’*“ x| -1 &z, | & [xl-!* 1.
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M adalali Batas atas daxi-i“ X, dan -M batas bawagl dari x de

n ¥
rrgén demikiam - W £ :xn" & W o Jadi terbukif bBaliwa : ba-
risay (ic—n_) ferbatas.

TT.8. HIMPUNAN EKOMPAK.

- Pengertiam selimut (icover ).

Pandang + A = {Gl} _sustu kelusrgs dari subset-subset
dalam X, sedemikian Hingga ¢ Uy G; , untuk & C X.
A={6]) dinemakanm : " cover " ataw selfmit dari K. Jike -
tigp-tiap G’i open,. makaﬁ- J& = {‘ G’_;{j di‘se]ﬁuf‘ : open cover da
ri &. SeYarjutnya,. ﬁke:r mb—-kelua:rga bBerhingega dari \A juga
merupskan cover (‘ selm'af:) yaitu jika +

3 G‘ I - G“ia - ...;,.. » G‘F_E : , sedenikiawr Bingga |
I - m

£ Gy Uy eeee UG maka i dikatakan memuat suatu fi

nite swhcover ( s&b—seiimuﬁ- Berhiingga ).

Definist = |
Pandangiab ¢ A\ subset dari ruang topologi X .
§ dikgtakan ls;cmpak , Jike setiap openm cover (zeli
mut terbuks) dar:i: X memuat suatu finite subicover.

Derigan kKata lailn, Jikea A kompak dan K & Ui Gs o dimanaz G

adzlzh open set, maks * terdapatlalti berhingga banyak open-

subget G;il . G:.Lg y .,....f. » Gy o gedemikian hinggm + A Gil
: m

£ Giz U cene UG
d Jiid
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Comtol 36 =

Diketatui r & =§0,1,1/2,1/3,....% didalam R dengan:
usuaY topoTogi adalal Eompak. Hal ini dapat dibuktikan sbb:
Bukti r : |

AmBiI : suatw open cover {G‘:} aembarang' mtuk & , mi
salnyx diambil A ={G;} {wamw , a2, Q5,15
...-..} sedemiiiar hingea & = Us G,
Titik 0 € & ,. hingge tam'aepaﬁtmﬁ,, indeks: A sedemikian .-
hingga O€ G . Karens O titik limit dari A, meke terda-
patlak r < O,sehingga 0 € (“r,r) C Gy, . Jadi Gq, me -
muat; tak ﬁerﬁi‘ngga Yanyak titik-titik anggota 4.
Untuk {1/n rnme N | , terdapatlah n & N, sedemikian liing
ga 1/n o £ r. Dengan demikiam O dan 1/m . untuk Y o v My o
adalah anggote Gy, » Ambil satu Himpunan yang memuat titik
titik int, yaitu © 6 o?, Gty » Gy seees » Gy, » Jadi £C
Ga, U G;L& U GoL g.... UG‘;, , mntuk 0 4 m 4 m . Himpu-
nar ‘_ G}v 044 m} ‘merupakan sub-cover ( sub-selimut )
bertiingss yang menyelxmut,.r_ . Menurut definisi, & kompak .

Menurut. definisi, hnnprman 5 kompak Jjika untuk setzap
open. cover dart X, memuzt suztu finite sub-cover, sehingga
untuk memﬁukﬁika:n K Eidz¥ kompak, cukup diperIilatkan ada—
nyz satu operr cover yang tidak memuat sub-cover berhingga.

Contoh 37 : |

Sugtu opem interval =0 O I ) pada garis real R de-

ngarn usual topologi, adalal. tidakK Eompak.



Bulets _
AmBIT = suatu c:pen: cover wntuk A, yaitw r % {_Gm} =
Lamsy . amie , s , (/6,14 e §s
sekhingea X = U S - d:gmama\- G, = € I/ (n+2) , Y/ ) yang &I

ilustrasikan sbbh: =

Pl

I

1 1

y |

.L._i——1
3 bl i -

]

I
—————

I : H
o Yo fs - Ya Y Ya 3

Pandamg v G = L (ay,by) 0 (8055) s ees s (ap,Bp) Y ada
lal suate sub-kelvarga yang berliingga dari .
Jika dtambi¥ £ = min ( B s8py seee »Bp ) == €70 dan -
CapsBy) U (in'z.,;ﬁz) U osne UGm,,b) & (&, TI). Jadi -
amtara Itik O daw € , ada titik-titik yang bukam € o,
sebat (0,.€) Jm'mf ("€ s 1) terpissh. Dengan demikian
bukan sub-cover: ﬁerhinggar dari 5, terbuktilalt & tidak Eom- -
pak.. -
Theorems 2.5 =
| Pandang S K = [_av,,h.] sugtu interval tez:tui:up
dan terbatas,. { (?i':} adalat suatu keluarga hig
punan terbuka ,, sedemikian hinggs 5 :C- i{._q:f}
makar dapaiﬁ di’pi‘I'i:ﬁ suatu himpungn terbuks: ber

Lingga, sebutlsh @ 2 G, o eeee 5 G5 5 SE-
; ' l 12 m



hiﬂgga‘ - g A Gi U . QQO-O-é L’ Grj -
I m

Dengan demiltian the orems tersebut dapat dinyatakan bahwa
" Setiap open cover daﬁ suatn interval tertutup dam ferﬁg
tas £ =:[az,_=_‘ti] memua-fﬁz engtu subcover berhingga V..
Tleoremna: diatas diaeﬁuf. ¢+ ' tHeorema Heine-Borel- ", Jadi
Berdasarkan theorema mi, setiap Interval fertutup dan ter
batas [a;,}i:} adalali kompak, - -
‘TI,8.1. SIFAT INTERS‘EKSI BERHINGZA ( FINITE INTERSECTION
PROPERTY ) |
Definisi - _
Suatu I:eluasrga: himﬁunan—ﬁi'mpunam {A’i} dikatakan
mempunyzsi - sifat interseksi verhingga, Jika seti
ap snb-kelua?ga*- bertiingea {A‘il . ﬁ.‘-‘i.a y seeey By }
. e
- mempunyal in-terseksi" yang tidsk kosong, yaitu :

A‘i.lﬂ ﬁiaﬁ eeee ) A-'i.m_ $ ¢.
Contoh 37 s |
Diketahui - SUafE':'lt; kelusrga open interval :
A =1 00,2),00,1/2),(0,1/3) ,(0,1/8) yevrrnvuinr
- Bulttikanw bohwa \.A mempﬁnya‘i" sifat interseksi berhingga .
Bukti o :

Misal diambil sub-keluarge berhingga dari (A , yaitu
(0,a9)5:(0,85) 500 '.\...-:,-(O,am) mafar interseksi dari himpw
naw ini adalah : (0,a4) 0 (O,,era) 0 ('O,a;-) 1 TP § | (05a,)
= (0,5), dimana B = m:z.n (2ys85500eesdy) 7 O o Jadi terbuk
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ti 'Bahwwﬁ\ mempunyai sifat interseksi berliingge.
Theorens: 2.6 &
Suatu zr_ua*fngg ’Eb-pol‘og:i‘ X adalah kompak, Jjika -
darr Ranya _ji!{as setiap keluargs { Fi} closed
subset dari X, memenuhi sifat interseksi hers
hingga dengan (g rs $ @.
Bukti o
Misal (i). X kKompak.
(ii). { " 3 cIosedr sutiset dari X, yang memenuhi si-
fat 1n’tersek51 berhingex, ini berarti baliwa @

n F.Eﬂ veeeere N Fo 4 @, untuk semua i,
1 m

iz 8 - .—...*v,;lmi delzga?ﬂ— n F—i = G\.,

Pernyataan EéinWax » Fj iﬂ :E'l (1 ceves ('\ F'i. + @, untuk se-
! ' m

mua 11,12,..».,1 cfengem NF; :;Hb', mempunyai kontraposisi
gebagad bBerikut : N Fﬁ = . {:erdanpa;tlah 1] sipsevesyly SE-
demikian hingga F,; N ’Fi' N eeeee NF; = ;25._
' r -2 ™

fkan Gibuktikem : (1) & (i1). |
L. X Kompak =¥{F_} closed subset dari X demgam (F; = ¢

terdapatlah 11,‘12.,‘..3.. ol sgd’emiki’an' hingga Fil N F;izﬂ

‘ 'of--or-o-o»nFi = gw

nNr, = 95‘, tiengeun: daIlI de Morgam g : X = ¢.c = ( "ﬂ' F- N

u E.'i"’ . denganr demikiam {_ F’ic} adzxlah suatu open cover (se
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1imut terbuka) dard X, sebab tiap-tiap Fy closed.

Diketahuf : X kompak, sehingga terdapat F;° , ..., F;% ¢
: I m
{F_i.c’} , sedemikianr hingga X = Ei“"‘ U eeee UF:'[G- .
- j T i3

Dangan menggunakan ci&l’i‘i’ de Hargaxr:' s diperoleh :

F =% = CFZ 0 oo UF 5B 0000 cneens SlCABES

[éil

Izh :i.'1 ,Ai'a., corenyl

sedemiltian hingea Fp NV oeeeeee AF; = i
‘ 1 ™
Denpgan demikian , jika F‘._,_ O . ...‘.,.,.'ﬁF“i # ¢, untuk semua

I m

Tysisse ..,,;ifin; maka ) F; + O.
2. (11) =y (1). : |
Pandang :“{G’i} sugty o?en cover dari X, yaitu X = Gl .
Dengan menggunakan dalil de Morgan &+ ¢ = X€ = ¢V G5 )
= (46; <. Karenar -t:fap-t':t%p ¢; 6})‘&11,, maka Iils“i.c"} xgempaﬁan

suatu EeTuzrga ‘ﬁ:fmpunané tertutup dan menurut ketentuam di-

atan, mempunyai interseksi kKosong, yaitw : () ({ic = ff. Sehing

ga terdapat s.*f; roosener Gi-: c FLgi"} sedemikian hingga :

. G.c n V. PO n G‘c = ¢’
1]: im .

ben*g;an_ dglil de Mbrganré' X = ¢c’" = ( Gi; ' P g Gic"‘ )c
: . -

= G.%C U ceeee UGSC : B, U voe. UG o Jadi X =6, U
ty v I 1 1o Iy°

€ U eees UG, , dengan kata laim : opem caver: dari X me
2 : m ;
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mugt finite smb-cover, Terbukti X kompak.
Theorema 2,7.. _
Bayangan (Image) kontinyus dari Himpunan. koms
pak adaleh. kompak.
Bultts : - |
Akanr dibuktikan Baliwe - matu'-bayéngan' kontinyn : dari ﬁfmpa}'
naly kompak adalah kompak, Yxitu = jika fungsi £ » X —a¥ kom
tinyu: dax & suatw knmpak# subiset. dari X, maka Bayangannys -
- yang dinotasikaw £ [ﬁ]; adalat: suatu kompak subset dari Y .
Pandanglah « c}! ={ G‘i} | suate cpefr cover dari [ﬂi-] s Beliing
gz - (Ml c U G;. ﬁengan- demiEiam = ¥ c £1[ £(8] ] C
= (Ue ] = yet [ 6, . seninggx £ &)=Y ada-
Yah suatu cover ( ‘seI;mqﬁ) dari . Karena £ kontinyu ' damw tf
ap-~tiap @, open set, mef(ka‘ menurvt suatu theorema, £ IE G'i]
japx opem .. J-'*adi“- X ad'eérl‘ah' suatu open cover dari &. Dilketg-
Bui & Kompakt subiset dari X, sehingga crmgan sendirinys me

muat suate finite sub-cover, misaluye :
- -;*1 : ) - .
A c' f [: G}i} U e e lJ g Lgiml

Selhinges dapat d{igi”mpuiﬂkan' » (8] C f'[_ -1 [G“.: '_\ U ....

e Uf'II:G' ] &enga:n kata lain fu] C €5 U eeee Y By
Bt

Tertuktilal bahwa i [ A‘j kompak,.
II BJ_’ HIMPUN AN BA‘RISAN KOMPAK ( SEQUENTIALLY COMPACT SETS )

Definisi + :
Pondanglah » A‘ suztu subset dari ruang topologi X..
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lﬁ‘ dikatakan T bYarisan. Rompak ( sequentially com-
pact ) bhb setisp barisan didalam A memuat suatu
suﬁ—baris‘"an yang I‘:_on-vergen-. ke suatw €titik dida -
lam K. . '

Contoh 38 + _

Suatu interval terbuka § = (0,1) pada garis real R de
n‘ganf usual ftopologi ad'aiﬁaﬁ bukan barisan kompak. Hal ind -
davat dibuktikan sbh - - )

AnbiY + suatw seguence ( barisen ) C"irﬁ) = ( Y/2,Y/3,Y/k,..)
didalam A. | . | |
Di?.‘&a&‘tika:!r Yebih dulu, bBahwa ('""szh) konvergen ke O.

(s,) = I/(a%1) ==3 Iimws, = Hw 1/(m) = 0

1 LU & 5

AmbiY suatuw ¢ v O, t“erda;’pa:tlai&. n, € N, sedemikian Hingga -
If(hb-ﬂ-l) L &, UntukE & Y n == d'(’aﬁ,:o) = [.I'/'C‘n*l') - 0[

H

¥/Co+T) { X/ 0;,,_1«) [ 5 -~ Jadi terbukti (s,) I’:amrérgen- ke -

Eitik 0. Tetapt titik O & A, dengam demikfsm barisan (s )
didslam & tidsk memuat suatu sub-barissm yang Konvergen ke
Eitik O d“alafn. K. T‘erhukff:!:’ L § bﬁka‘n‘; Barisan kompak.
" Contoh 39 r :

Pandang - A suatw interval tertutup 10,I]1 padz garis
real R dengsw ustal top&l’o—g’,’c adalalt Barisan: kKompak,
Bukti ¢ |

A"m‘Ei:EI + sugtu Bari's}am:: Ci:u)' ‘didalam A, yaitu @ (‘xn) =
(0 ,...I,I/_'Z',‘_I/E,‘....._) . BariSan' in¥, Eonvergen ke 0, dapat di-



buktikan sbh r

KmBiI € 70, terdapatlah n_ € N, sedemikiam hingga 1/n £ E
Untuk my my ==¥ d0x;0) =] /m -0 | = I/n L T/, £ €.

Terbukti EaﬁWa (_'kn,) koﬁvengen ke titik O, Dengan demikiam

setiap sub-barisan d‘ar:‘{i‘ Ci{n_) Jugsa konvergenm ke 0, dimana -
titik O € £, Jadi Bari'éan Ckn) didalam &, memuat suztu sub. -
barisan yang kKonvergen ke suatu titik didalam K. Terbukti
bahwa & adalah barisan kumpak |

II. 8,5IKDH¥WMN‘KOMPAK TERHITUNG ( COUNTABLY COMPACT SET )

Definisi &
Pandang : A subset dari ruang topologi X.
.4 dikzz-:fa:ka# kompak terhitung BhbL setiap infini
te subset c{axf'-i' £ mempunyai suagte Titik limit di=
dalam &.
Contoh 40 |
Suztu open i“ni:‘erwzfcl: & = (0,Y) Yukan kompé&t_ terhitung
dapat dibuktikan sbb ;- -
AT : suatu infinite subset dari &, yaitu B =§ 1/2,1/3,
I/ lh:...'._} . Himpunam B”ifn:t‘, hanys mempunysl gatw titik Q€
mit, ysitu titik O,. d“i“n;tanaa 0 & K, Jadi infinite subsel dari
K niempunyai titik Iimit tidalt bersda didzlaw A. Dengan demi |
kisnm & buka:r Kompak terhitung,.
Contol 4L & |
Suatu. interval tertutup & ={0,17] adalsh kompak %erhi
tung,. Ha;]‘_ ini dapat difmktikan shb.
EmbiT r suatu infinite subset dari g misal B = {1/2;1/3,
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1/6,1/Speee. § mekia B mempunyai satw titik Iimit, yaita O
dimena titik O berads didafam A. Dengam demikian § = [ 0,1]
adalal kompak terhitung.

Jika 4 suatu subset dari ruang metrik X, maka pernys-
taarn:. dibawal In¥ . equ:[va:] en =
A kompale —=; X kompak tea:l&:ttmrg- ;. K -Kompalk: terhitung ——=
& Berisan kompak: ; A bam:fsam Kompak —3. & kamk
Hal iri dituktikam se:cas;au.‘ lenpkap pada sub«bab: ITI.4.
- Thecrems 2.8 ¢ .

Pandang X guatn subset dari ruang: metrik -
(X 4d) .. Jika X Kompsk, maka & terbatas.
Bukti & |
Akare dibwktikan bahwa © A tarbatss, yaitw ade bilangan po
‘sitip M, sedemikian hinégaz*.. &G‘.{'I,;’%) L& M.
Dﬂ’:&ztahui" + & kompak m’] setiap open cover dari &, memuat
suate finite mﬁ»cover. |
Untulk semuar ¥ e K, dil‘xeﬁt‘uli* pinrs:ekrlta'ran 3‘!’1(’:{) ,. dengan pu—
sat x dam fari-jari X. Kelgmr;g_a. [L Hl(x) T WE A“'k merupalian
oper: cover dari A. Kafeﬂaz- A Eompak, maka terdapat xy 93X e oce
eeeesXy € &, Sedomikimr Kinggx : KC Wp(xp) U eeeun UNpGry)
Pandang ¢+ M - I = max fl'_:d'ﬁzl ":’ciE) - d?Cx-I ,xé__') 5 veooy d‘fxl,xm) ];
AmBIT : sembarvamg % & X, maka terdapatlak x demgam I4pém
geliingrs © € NI( "xp) .
Seﬁﬁngg&f dengan part’i*dﬁmmaa*nr se'gi:figaf diperclel
d(xl,x) L d(xl,x) | d“(’x 3X) =M = T & I

Jadi d”(xl,x} L M. Terhukti K terb&taﬂr,
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Theorema 2.9 :

Pandangiah : X suatu himpunan kompak.

Jika A subset tertutup dari X, mska A kompsk
Bukti : :
Akan dibuktiksn bahwa : A kompak, yeitu open cover (seli~
mut terbuka).dari A memuwat finite subcover .
Pandangleh : %'={(%:}5suatu open cover dari A, sehingga
AC U G;. Dengan demikian i = ( U Gy YU 4%, yaitu :

%’%:"{Gi } L { Ac} aaalah cover dari X. Karena A° open

¥ .
( ¢iketahui A closed ) maka : %, merupakan suatu open co-
ver deri X. Diketahui X kompak, maka % dengan sendirinya

meruat suvuatu finite subcover, misal : Gj . Gi s eeey Gi
] 2 m

+ . . " . - C .
sedemikian hingga : X = quU seee U GimtJ A ; Gikéi %/

A dan AS terpisah, sehingga : AQC Gi J oeees U Gi .
: 1 m

Jadi, open cover dari A memuat finite subcover, dengan ka

ta lain A kompak.

IT.9. FUNGSI KONTINYU |

I1.9.17. Kekontinyusan dalsm Ruang lMetrik.

Definisi : :
Pandang : (X,d) dan (Y,d*) adalah suatu ruahg
metrik. Suatg fungsi £ : X —> Y kontinyus pada
p e X, jika ﬁntuk Setiép € > 0, terdspatlah su
atu § 7 0, sedemikian hingga

d(p,x)2 8 == a'( £(p),L(x))< £ .





