BAB II
 MATERI DASAR

2.1. SISTIM BILANGAN KOMPLEKS
2.1.1. Bilangan Kompleks
DEFINISI : 2
Suatn bilangan kompleks =z adalah suatu pasangdan
berurutan dari bilangan riil yang ditulis dengan ( X,y )
atau dengan bentuk x + iy dimana x adalah bagian riil dan y
acdalah bagian imaginair.
DEFINISI : 3
Dua bilaagan kompleks z, dan z; sama yaitn
( %1,V > = ( Xg.¥3 ) atau xq + ivy = Xo + iyg
jika dan hanya'jika'xl = Xz dan vy = Vg
DEFINISI : 4 |
Penjumlahan dan perkalian antarsa dua bilangan
kompleks |
Zq1 t 25 = (x1 +iy1) + (xz + iyz) atau
(x1,¥10+(X5,¥2) = ( %3+ Xg,73+ Vo ).
Zy. 29 = (x1+iy1)(x2+iy2) atau
(x1,712(x5,¥9) = (X1X5-¥V 1V, X1VotXoV )
Maka i.i = ( -1,0 ) |
= -1
DEFINIST : &
Harga mutlak dafi'bilangan kompleks z = ( %X,y ) atau

z = ( x + iy ) adalah bilangan riil non negatifi yaitu

V x2+y2 maka dapat ditulis | z { = V x2+y2




THEOREMA : 1
Untuk sembarang bilangan kompleks =z dan z; berlakn
lzq.29 1 = 1 29 1.1 29 |
Bukti |
Misalkan 24 :(xl,yl) dan zs =(X5,¥5)

Menurut definisi 4 diperoleh

| (KlXZ—Y1Y2,X1Y2+}{2Y1) { 2
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(2
| z1.29 |

2
= xlzxz“—2x1x2Y2+Y12V22

2+x22y12+2x1x2y1y2

24y, 2y, 24x,2y 2

2y

+x %y
= xy x4y %y
= (X12+Y12)(X22+V2
1212, 12512

| zy.2p 12

Jadi

I Zq.Z9 | =V §21!‘5§22§5

tzql.izgl
DEFIﬁISI b
Bilangan kompieks sekawan dari bilangan kowmpleks
z = x + iy dinyatakan dengan 2 yaita =z = x - 1iy.
Untuk bilangan riil x dan y dalam bilangan kompleks
z = x + iy, maka x = Re (2) dan y = Im (z) yaitu sebagai
komponen riil dan komponen imaginair dari bilangan
kompleks =. |
THEOREMA : 2

Untuk sewbarangan bilangah kompleks z4 dan zo berlaku

kitidaksamaan segitiga lzq + 251 ¢ lzql + tasl



Bukti
{zq+z512 = (z1tzg)(zitag) = (21+25)(Zq+2g)
= le-l + 2252 + Zl_é-z + zz_z'l
= ‘lez + 122‘2 + 2Re{2122}
lzl+zzlz < !zllz + lzzlz + 2lz Zg1
< 12,12 4+ 2lagllagl+ lagl? = (lagl+lagl)?
Jadi

fzq + 251 £ izll + lzol
2.2.2.BIDANG KOMLEKS
DEFINISI :7

Bilangan komplgks menggunaksan bidang Xgy dalam

menyajikan bilangan kdmpleks dengan x sebagail sumbu

riil dan y sebagai sumbu imsginair.

Dglam hal ini pasaﬁgan bilangan riil diéajikan
sébagai suatu titik déngan koordinat cartesius temgall dalam
bidang xey. Titik pangkal O menyajikan bilangan kompleks
z = o , sehingga setiap bilangan kompleks disajikan dengan
tepat satu titik, sedangkan setiap titik tepat bersesuailan
dengan satu bilangan kompleks. Dengan demikian ada
korespondensi satu-satu antara himpunan bilangan-bilangan
kompleks dan himpunan.titik—titik dibidang xpy.

Kecuali sebagai suatu titik (x,y) bilangan kompleks
dapat dipikirkan sebagi suatu vektor, dari titik pangkal O
sampal ke titik ( X,y Y dan juga sebagai vektor yang
diperocleh dengan mengadakan éeﬁggeseran atan translasi

vektor tersebut dalam bidang kompleks.-
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Dalam gambar diperlihatkén
bilangan kompleks z;+z,
disajikan sebagai vektor
jumlah dari vektor z4, dan

dan vektor Zo.

Hemperlihatkan bilangan kompleks

21 7 22




2.2. KONSEP TOPOLOGI DALAM RUANG METRIK

2.2.1.DEFINIST RUARG METRIK
% DEFINISI : %
Jika X adalah suatn himpunan yang tidak kosong dan d
adalah fungsi jarak suatu metrik dari X dimana
fungsi d = XxX ---> R , dengan sifat untuk sebarang
| x, v, z B X berlaku

ay. d{x,y) =~ 0

d(x,y) > O untuk x ¥ vy

d{x,y)

b). d(x,y)

Q untuk x = ¥

d{y, x>
)., d{x,z) < d(x,y)+d(y.,z)
dimana nilai d (x,v) dinamakan Jjarak dari x ke v,

sehingga pasangan (X,d) disebut ruang metrik.




DEFINISI : 9
Jika (X,d) adalah ruang metrik dan G himpunan bagian
dari X merupakan ruang metrik vang terbuka, Jika
untuk gsetisp x di dalam G dan &> O sehingga
B(x,¢& )<G, dimana B(x,§ ) adalah bola terbuka dengan
pusat x dan jari—jari'Z

CONTOH : 3

2). Jika (R%,d) adalah snatu ruang metrik, dimana untuk

sebarang x = (xj,Xg) dan v = (v1,vy),uaka didefinisikan

sebagai

d(x,y) = V(xl—y1)2+(x2~y2)2
bJ. Ambii X = ¢ dan didefinisikan d{(x+iy,a+ib)=lx-al+iy-bt,
maka (¢ ,d) adalah sebuah ruang‘metrik.
2.2.2.HIMPUNAN TERTUTUP DAN TERBUEA
Misalkan (X,d) adalah suatu ruang metrik
DEFINISI :10
Untuk sebarang titik a & X dan setiap r > 0, maka berlaku
ad. B [a,r] disebut bola tertutup jika didefinisikan
B [a,r] = {b E X, d(a;b) L£ri
bY. B (a,r) disebut bola terbuka jika didefinisikan
B (a,r) = {bh E X, d(a,b) < r} ldimana a disebut pusat
dan r adalah radius. -

CONTCH : 4

d (x,y) = V(xl—yl)%+(x2—y2)% dengan x = (xl,xz)

dan y = (yl,yzj adalah metrik dalam bidang R%.
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Bila a = (0,0) dan r = 1 maka B {a,1) adalah cakram

satuan yvang terbuka

- RN

/s N
/ \
[ A \

'I'\ (S0 2
' /
N e
~ -

Bisa ditunjukkan B (a,r) = {y E X, d{(a,y) < 1} adalah
cakram satuan yang tebuka.

% Dimana a2 = (0,0) dan y = (Yl:yz)

antuk y = (1,0) ——> d (a,y) = V(O-1)F+(0-0)%
d (a,y) =1
karena d > 0, maka d (a,vy) = r

11 |
untuk v = AT >d (a,y) = V?B—%?% + (D+%ﬁ?
d (a,yy = V&
d (a,y) = + 0,7
karena d > 0, maka d (a,y) = 0,7 <r
y = (-1,1) —=> d (x,7) = V(O+1)B+(0-1)%
d (x,y) =+ 1,4
karena d LIO, maka 4 (a,y) = 1,4 > r

Dengan memeriksa titikwtitik vang lain terlihat bahwa
B ¢ a,r ) adalah cakram satuan ysng terbuka.
DEFINISI : 1T |
Titik x E X disebut titik limit himpunan E subset X
bila setiap pefsekitaran dari titik x memuat suatu

titik dari E yaﬁg berlainan dengan X.
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Dimana ¥ adalah hidpunan baéian dari ruang metrik (X,d},
definisi ini ekuivalen dengan ditunjukkan : titik x E X
disebut titik limit dari E.jika untuk setiap r > O berlaku
B (x,x) n E - {x}F
CONTOH : 5
E = {x ER|O < x < 1}, R adalah himpunan bilangan riil
Semua titik di dalam E termaswvk titik limit
demikian juga titik-titik perbata=zannya.
DEFINISI : 12
Jika X suatn ruang metrlk dan Ed menyatakan himpunan
semua titik liﬁit dari E maka penutup E sdalsh
himpunan E =E U Ed
Jadi E dapat didefinigikan sebagai gabungan E dan gd
CONTOH : B 7
E={x&RlO < x <1}
Ed: {x E R;O £ x <13,
naka E = E U B9 = {x E RIO < x ¢ 11
DEFINIST : 13
Titik x E E disebut titik dalam dari E jika ads bola
terbuka dengan pusat x yang terkandung di E “..
Atau.titik x E E disebut titik dalam dari E
Jika B (x,r) C E untuk suwatu r > 0.
CONTOH : 7 .
Misal (R,d) suatu ruang metrik dengan d (x,y) = | %~y
dan R adalah sistim bilangan riil.

E=(xERI-1¢x <l




Maka B (3,1) = {% ER‘—1<x<1} adalah bola terbuka dari
titik O dengan Jjari-jari 1 pada ruang metrik ( R,d )
sehingga titik-titik terdapat pada bola terbuka
merupakan titik dalam dari E.
Himpunan rsemua titik dalam dari E disebut interior dari E
dan ditulis dengan notasi E°

DIFINISI : 14

Himpunan E disebut terbuka jika setiap titik dari E
adalah titik dalam dari E atau E = E°
DEFINISf : 18
Himpunsn E disebut tertutup jika setiap limit dari E
adalah titik dari E atas ES € E.
2.2.3. HIMPURAN TERHUHUNG
DEFINISI : 16
Dua himpunan A dan B dalam suatu ruang metrik X
disebut terpisah jika An B = § dan A n B = §.
Dalam definisi ini terlihat dua himpunan yang terpisah
pasti saling asing. Tetapi himpuanan yang saling asing
belum tentu terpisah.
CONTOH : 8
a). Bila A = (0,1) dan B = (1,2)
Maka A dan B saling asing tetapl tidak terpisah.
Keterangan : Penutup A ditulis dengan notasi A
A = [0,1] dan B = [1,2]
AnbB = ® berarti dua himpunan A dan B adalah

saling asing.




[
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Sedangkan A n B = 1 dan A n B = ¢ i

Sehingga dua himpunan A dan B tidak terpisah 1

meskipun saling asing. I
b). Bila C = (0,1) dan D = (2,3)

" Maka C dan D terpisah pasti zaling asing.
Keterangan : Penutup (E):[O,l] dan penutup (5) = [2,3]
CnbD=@¢dan Cn D = @ berarti dua himpunan

terpisah,C n D = § berarti 2 himpuan saling asing
DEFINISI : 17
Himpunan E dalam ruang metrik X adalah terhubung Jika
E tidak dapat disajikan sebagai gabungan dua himpunan
yvang terpisah dﬁn tidak kosong.
Dengan kata lain apabila E disajikan sebagai dua himpunan
tidak kosong vang terpisah maka E tidak terhubung.
CONTOH : 9
Bila A = { z E C;lz!l <1 3 dan B = {z E C;l=z-31 <1}
Maka himpunan A dan B tidak koséng;

Keterangan : Penutup A ditulis dengan notasi A

A = {z E C;izl 1} dan B ={z & C;lz-31 <1}

2 |

nB = @ dan A n § = ¢ berarti himpunan A dan
B adalah terpisah sehingga bila E = A U B ada

maka E tidak terhubung.




2.2.4.
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BARISAN KONVERGEN

DEFINISI : 18

CONTOH

Snatu barisan {x,} di dalam ruang metrik (X,d)
dikatakan konvergen ke x B X, ditulis x; — > X ahan

lim %, = X jika untuk setiap & > O terdapat bilangan
n->e :

bulat positip N sedemikian hingga untuk semua n o N
berlaku d ( xn,ﬁ y <€

10
Re!
Barisan {x,}= - ‘honvergen he 1
L

sebab untuk setiap £ > 0 berlaknu ixn - 11

I -1
T I 4 < 5

k1 n+1

1
Untuk n » Wgw - 1 atau n ; N dengan N merapakan
bilangan bulat positip yang menjadi bagian bilangan
1

bulat “gmw - 1:( H bilangan bulat positip terbesar
yvang memenuhi “wgmm“ﬂ—l > N )

THEOREMA : 3

Bukti

Jika {x,% adalah barisan yang konvergen di ruang

metrik, maksa batrisan {xn} adalah terbatas.

Misalkan x_ 3%, maka uvntuk setiap & > 0 terdapatlah

bilangan asli N sehingga berlaku d(xn,ﬁ)<5 antuk n>»N.

Ambil & 1, sehingga d(xn,K)<1
Hisal r = maks {l,d(xl,x},d(xz,x),d(xs,x),...d(xn,x)}
Maka jelas d(xn,x)<r untuk n=1,2,3,...

Jadi terbukti barisan {xn} terbatas.




2.3. FUNGSI PERUBAH KOHMPLEXS DAN ANALITIK

2.3.1. FUNGSI-FUNGSI PERUBAH KOMPLEKS
DEFINISI : 19 |

Suatu fungsi £ vyang didefinisikan pada daerah G
adalah aturan yang mgngkawankan setiap z € G untuk suatu
bilsngan kompleks W ETdan T & ¢

f: &g T
z —>»W = £({=z)

G disebut daerah definisi dari f, sedangkan
f (G) = { f (z2)lz E G} disebut daerah'ﬁasil {range) dari f.
Apabila G ( terbuka dan terhubung Y, maka & disebut domain
dari f. Agar suatu fungsi terdefinisi dengan baik maka baik
aturan dari f maupun daerah definisinya harus jelas. Jika G
sebagai daerah definisi dari f tidak ditentukan, maka &
diasumsikan sebagai semua bilangan kompleks yang memberikan
hargs nntuk f.

2.3.2. LIMIT DAN KONTINUITAS
DEFINISI : 20

Bilangan L disebut 1imit fungsi f£(z) untuk z

mendekatl 2z, dan ditulis 1im F () = L, apabila pada
Z-r 2 ' ‘
o)

setiap £ > 0 terdapat & > 0 sedimikian hingga untuk

semua =z dimana O<lz-2z i <} berlaku |f(z2)-LI<g
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Jadi untuk harga—harga zdisekitar Zq dengan Jjari-jari
§ kecuali di titik =z, itu sendiri,harga F(z) ada di

sekitar L dengan jari-jari €.

CONTOH

DEFINI

kontin

. i >u
= x + iy f{z) = u + iv
11
Z - 1 . z = 1
Lim .mé ....... = IR T e ——
z->»i 2°+i _ z2->1 (z-1i}(z+i)
1 1
- L i m [T, = ...T..m-.m....-.

251 z2+1i 21

ST : 2%

Fungsi f dikatakan kontinu di =z Jika padsa setiap

OS
¢ > 0 yang diberikan,terdapat5>0 sedemikian hinggs
untuk semua z dimans iz—zoi<5 herlakn if(z)—f(zoji<5

Jadi jika f kontinu di =z haruslah dipenuhi syarat

0}
berikut
1. f(zo) ada

2. Lim f(z) ada
2>y

3. Lim £(z)= £(z,)
2=> 2,

Fungsi f dikatakan kontinu pada suatu domsin, jiks f

u di setiap titik dari domain itu.
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Untuk dua fungsi yvang kontinu maka Jjumlah hasii kalinva
juga kontinu, sedangkan hasil baginya juga kontinu kecualil

untuk harga-harga z dimana pembagi menjadi nol.

CONTOH : 12
Buktikan £ (z) = z° kontinu di zg
Penyelesaian
1. £(z} = z2
2

f(zo) = Zg
2. Lim  2z°=z,% (ditunjukkan dengang dan§ ).
ZTOE
Diberikan sebarang &> 0 dapat dicarig ( ysng bergantung

pada ¢ ),sehingga If(z)-f(zo}lzlzz—zozl<5 hila O <!z—zol<§

jika 4 < 1 maka D<lz—zoi<5 mengakibatkan

izz—z 2{=}z—z

Pl
0 ls+z i

o' o
=tz-z ttz-z +2z,1
< § iz-z,+22,]
< 5§ (l+2iz, 1 2
122—202! < 4 {1}2§zol ),

padahal l22—3021;<5

maka
£ = § ( 1+2iz 0 )
. S
1+2iz,l
Ambillah § sebesar 1 atau M“émwmm, vang mana saja

1}2[201
diantaranya yang 1ebiH kecil.
Maka diperoleh | g% - zoil <% bilamana O <iz-z,i< 5

Jadi Lim f{z) ada juga Lim £(z)=£f(z,)

Z"‘“‘)ZO Z'“);O




Juy
e

karena semua syarat kontinu telah dipenuhi maka f(z):z§

kontinu di zZ,.

2.2.3. DERIVATIF DARI FUNGSI-FUNGSI PERUBAH KOMPLEEKS

0

DEFINISI : 22 Ao et et £omd? Al s

L i TR
SLatae s Ay

Jika G ( terbuka ) di dalam ¢ ( bilangan kompleks )

dan f : G — > C?sehingga fungsi f terdifferensialkan
f(z)—f(zo)
di titik z, di dalam G jika Lim ada
Zm> 2, Z=Z,
DEFINISI : 23
f(z)—f(zo}
Harga Lim disebut derivatif dari
2>z, z-z,
{
Fungsi £ di titik z, dan diberi notasi f (zo)
\ f(z)wf(zo)
Jadi f (zo) = Lim
Z5Z Z-Z

Misal az = 2z - Z,,

f(z,+ 4 2)-t(zgy)

maka f£'(z,) = Lim
az>0 _ Az

Dari definisi ini dapat Jjuga dijelaskan : jika f

terdifrensialkan pada_.G makazfl(zo) didefinisikan suatu

fungsi f'

G —> C:juga jika ' adalah kontinu maka f
dikatakan mempunvai differeﬁéial kontinu. |
THEOREMA : 4

Jika £ = G —> C adﬁlah terdifferensialkan parda

titik z, di dalam G maka f kontinu pada titik z,
Bukti

Misal G (terbuka) di dalam C




Jika f terdifferensialkan pada titik Z, di dalam G
vang didefinisikan
l£(z)-£(z,)]

Lim lf(z)—f(zo)ézLim . Limlz—zoi
2> E g . z2m> 2 lz-z 1 z7> 2,

Q Q

Menurut definisi 23 didapatkan

£Cz)-£(zy) .
Lim - = £ ()
2>z 0 A A

G

Lim 1£¢z)-£Cz01=l2" (2,01 . 0O
ZD 20

Lim [{f(z)-f(z 0t = 0
Z_“>ZO '

Jadi Lim f(z) = f(zo) vang berarti bahwa fungsi £
zZ>E
o

kontinu di zg.
Dari hasil theorema 4 maka dapat diperoleh bahwa
Syarat perlu untuk fungsi f agaar mempunyal derivatif
di titik z, adalah f kontinudz,.
Tetapi kontinuitas suatu fungsi tidak menjamin bahwa fungsi
itu mempunysai derivatif. Jadi kontinuitas suatu fungsi di
suatu titik bukanlah syarat vang cukup untuk adanya
derivatif di titik itua.
CONTOH : 13
Tunjukkan bahwa fungsi g(z)zizf%yﬁontinu untuk semus
harga =z tetépi hanya mempunyai derivatif di titik z= O saja
Penyelesaian :
Miéalkan g{z)= x§+y%_$§hingga n{x,y)= x%+y% dan v=0. karens
u dan v adalah fungsi dua perubah riil yang kontinu untuk

gsemua (X,y) maka g Jjuga kontinu untuk semua harga =z.




g(z)-g(o)
Selanjutnya Lim e
250 'z

Sehingga derivatif di titik z=0

AE gl{z+ az}-g(=z)

Az LA

(z+ azii-izl®

a4z

%z!% - 0
Lim
250 Z
Ezi%
Lim oereern s sr o rsammme s
Zr0 2
zZ Z
Lim -———
X0 Zz
Lim =
X220
0]

ada dan gl(o):O untuk z¢ 0.

(2+ a2)(3+ az)-z 2

Az
a ;:_ + Zﬁ;‘%";;dz‘i’ 42 ZE - ;
) AaZ
z ;;i% Z.bztaz az
B Az
. — _ =z
= 7 + AZ"“"ZZ’ ........... -




i}
it

o g
Jika g'(z} ada, maka — harus mempunyai limit vang
4z

tunggal bagaimanapun caranya A 2z mendekati nol.

Khusunya Jjika diambil az riil, jadi az = ax dimana
. C Ry

AZ = AX, makéﬁimit itu sama dengan 2z + =z

Misalkan Az adalah imadinair murnil vaitu az = iay, mzka

AZ = -iay dan 1imitn?a adalah z - =
karena z * O maka z + z + z - z sehingga limit tidak ada.
Jadi g(z) = izl% tidak.mempuﬁyai derivatif untuk z ¥ O.
2.3.4. DERIVATIF PARSIAL
DEFINIST : 24
Fungsi u(x,y) dikatakan mempunyai derivatif parsial
ulx +ax,y) ~ ulx,y)

terhadap x apabila Lim ada
AX™20 AX

Derivatif parsial dari fungssi u(x,y) terhadap x diberi

Zu
notasi -~ atau u,
4%
a1 u{x+ Ax,¥) - ul(x,v)
Jadi = = Lim : :
27X  AXTO ax

Hal ini berlaku juga untuk derivatif parsial dari ux,v)

u
terhadap vy dan diberi notasi —— atau Uy

3V

Demikian juga untuk derivatif pasrsial kedua dari fungsi

b3
_ fu
u¢x,y) terhadap x dan diberi notasi — 3 atau uy, vang
' 3X¢
dinyatakan 2
20 uk(x+ AX,V) - qu,y)
5 = Lim

axT  axro ' Ax




2.3.5. FUNGSI ANALITIK
DEFINSI : 25

Fungsi ﬁ- dikatakan analitik di titik = apabilsa

c 3

terdapat suatu sekitar dari =z sedémikian hingga

e
derivatifnys ada unfuk setiap titik z didalam
sekitar 1itu.

Dari definisi ini dijelaskan daerah sekitar dari titik Zq

dengan radius r > O adaléh.'himpunan titik =z dengan sifat

lz-z | < r

Jadi himpunan Nj(z ) = {z :lz-z ] < r}

o

Dengan demikian Jika f differensiabel di suatu titik,
maka belum tentu f analitik di titik tersebut. Jika G suatu
doﬁain dan f defferensiBbel pada G maka £ analitik pada G.
Kecuali istilah " analitik " kadang-kadang Jjuga dipaka:l

istilah " regular dan " holomorphic “. Untuk istilahk
hdlomorphic akan dipakail simbol H dalam menunjukkan
ke " analitik "
Jika H{(G)adalah kumpulan dari fungsi-fungsi analitik pada G
kita pakai H(G) untuk menunjukkan fungsi-fungsi analitik
pada G adalah lebih baik daripada A{(G) menunjukkan kumpulan
dari fungsi-fungsi kontinu.
DEFINIST : 26 '

Suatu fungsi £:6 ~—>C adalah analitik Jjika £
terdifferensialkan kontinu pada G.

Dari definisi ini ditunijukkan: dua fungsi £ dan G vang

analitik pada G dan Gl akan berlaku




f(z) + g(z) o i

f(z) - g(z) |
£f(=z) . g(z) I masing-masing analitik

!

Flz) >

————-- dimana g(z) ¥ 0 | pada z,

g(z) i

: |

£lg(z>1] _ oo

Maka derivatifnya juga analitik pada Zg -

Karena fungsi tersebut terdifferensialkan di titik Zq maka
masing-masing juga kontinu di zj.
THEOREMA : 5
Fungsi f dan g adalah analitik pada & dan.A.
andaikan f(G) € . sehingga gof adalah analitik pads
G dan (gof) (z) = g'[£¢(z)]1 £'(z) untuk vz E G
Bukti
Dengan mengambil £(z) ¥ £(z,) untuk O <iz-z,l<r
Jika QO <ihl<r sehingga f(zo+h) + f(zo) dan(gof}'(z)
( [gofi(z,+h)-gof(z,)
untuk {(gof) (=) = Lim
h—>»o h
( sesuai definisi 22 ).
[gofl(z,+h) - gof(z,)
Lim :
h—>o h
glfdzy+hy] - glf(z, 7] f(zo+h) - £z,
= Lim .
h—»o h f(zo+h) - f£(z;)
glf(z+h)1 - g8lf{z,)] flzg+th) - £(z,)
= Lim . Lim
h—>o f(zo+h)' - £(z2,2 h—>o h

sesuai dengan definisi 2% maka akan diperoleh

[gof](z +h) - [ofl(zy)
Lim :
h—>0 “h

Jadi : (gof)l (z2) = gl r£(z)y1 . £l (=)

=gl reczy 1. £ (2




CONTOH : 14
Memperlihatkan
dimanspun.

Penyvelessaian

Menurut definisi 2% didapatkan

| af
f (z) = Lim -— = TLim
AZTP0 A E AZTr0
af
Lim o = Lim
AZT>0 A Z AZTP0
af
Lim =
AZP0 A 2
= Linm
AZ"">O

Jika f£'(z) ada, maka

bahwa fungsi f(z) = Z tidak

flz+ a2} - £(2)

limit

tunggal bagaimanapun caranys a4z mendekatl nol.

Jika diambil 1lin

az = ax untuk ay = Q
Sehingga
a f ,
Lim —-— = Lim
AZ-*0 A Z AZPQ
= Lim
OED0

-
et

A

lintasan pada sumbu riil x maka Az =
” — P P

£

analitik

yang




i)
e

- /-‘\
Ny
Jika diambil lintasan sumbu imaginair murni ataw sumbu y

maka 4z = iay dan az = — iay untuk asx = 0, sehingga
diperoleh
a F N2
Lim w2 LA o
ABTP0 A Z A4ETPD o 8
- iavy

Karena harga kedua limit tidak sama atan tidak terdapsat
linit yang tunggal maksa fl(z) tidak ada.

Jadi terbukti F(z) = z tidak mempunyai derivatif di titik

manapun, berarti tidak analitik dimanapun.
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2.4. FUNGSI HARMONIK
THEOREMA : B
Jika fungsi f. :G¢ -—>C adalah analitik dimana

£(z)

riil yang didefinisikan pada daerah G, maka terdapat

derivatif parsiil kontinu u dan v yang memenuhi

u 3V .3 P 9V
- dan - = ——

9% 2V 2V 3 X

Bukti

Mimsalkan diketahui fﬁngsi f mempunyail derivatif di titik

Zg = X%Xq * iyo jika fungsi f(z) = u (x,y)+ iv(x,y) dan
AZ =Tax + iavy.
Maka oFf = £(z, +s2) ~ £(z4)

au = u(Xy +tax , vo +tay) - ulXy, V)

av = V(X *AX , Yo AV - v{(X4,Vg)

Misalkan f'(z ) = a + ib

Jadi Lim  — = Lim eeeee— - a4 + ib
azZT20 Az AZT>0 AXt1l Ay

Dengan demikian maka

Lim ~ R { : -} = a dan
(Aax, ay)—>(0,0) AX + 1avy
- atl + 1 avw
Lim I{ } = b
(o x,ay)>(0,0) AX + 1 a ¥
Jika diambil Ay = 0 dan az = a x, maka kedua limit ini

menjadi 1limit fungsi dari s8tu perubah riil a X, untuk

ax > 0 sehingga diperoleh

u(z)+iv(z) dengan u dan v adalah nilai fungsi




o]
~3

u(x, + ax,¥5) - u(Xg,¥q)

Lim = a
ax >0 A X
24 .
( harga —— di titik (xo,yo) = a ).
2X
dan '

Lim ) =
A5 X0 : ax
v
( harga -— di titik (xo,yo) adalah b )
. 3 x
3 u IV
Berarti bahwa ~—— dan - ada di (xo,yo} dan harganvya
Jx g%
berturut-turut a dan b.
Jadi diperoleh : ux(xogyo) = a dan vx(xo,yo} =b ....... (13
Demikian Juga Jjika diambil ax = 0O dan Az = 1 &av

sehingga diperocleh :

V(X ¥y + 8 V) = V(Xg,¥q)

Lim = a dan
AYTI0 AV

: ul{xy,¥, * 8 ¥) = ulxgy,¥g)

Lim = b
ayT>0 : - Ay

Sehingga derivatif-derivatif parsiil dari u dan v terhadap

v ada di titik (x,,¥o) dan ~i . . i o

vy(xo,yo) =-b ..dan.. ¥y (Ko, %) =& ot (2)

Dari persamaan differensisal (1) dan (2) dapat diambil

2uU gV 20 2V
kesimpulan : — Z — dan - = = —- herlaku di titik
7% (R4 7Y L2 X

(Xg,¥g)-
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Dengan demikian suatu fungsi f pada daerah G analitik Jjika

Re £ = uw dan Im £ = v adalsh fungsi harmonik yang memenuhi

2 Uu 3V 31 v 3?‘{1 -ﬁ'v
= dan B - [T Sel‘lingga =
Ix 2y v 2% ax? ax3v
dan W““Z = o e berlakn untuk semua titik pada
) ol 21XV
daerah G.
DEFINISI : Z7
Fungsi u : G—>R adalah harmonik Jika u mempunyai

derivatif parsiil kedua yang kontinu dan vang

memenihi:

2 2
e ~1U‘
""""" + -4 = 0 dinamakan persamaan differensial
Zz 2 :
P v
Laplace.
Dalam definisi ini G adalah daerah definisi u dimana
G(terbuka) di dalam ¢ (Bidané kompleks) dan R adalaﬁfriil
yvang merupakan daerah hasil dari u. N
THEQREMA : 7~

Jika u : G _W>-Rfadalah fungsi harmonik dan v :G—>R

adalah fungsi harmonik maka £ = u +iv adalah analitik

pada G.
Bukti o
Jugésﬁ;g£vJ£asil dari theorema © diperoleh : suatu
fungsi f vyang analitik pada daerah G jika u = Re{f} dan
v = Im{f} adalah fungsi harmonik. Sedangkan U : G—R

Lo
ditentukan oleh U(x,v) =Logif(x+iy)| :Log[u(x,yf%+iv(x,y§}ﬁ
maka U adalah harmonik. Pemikian pula antuk V adalsh fungsi
harmonik pada G, sehingga g : U + 1V adalah analitik padsa

daerah G.




| )
b

Misal H4H{(z) = exp g£(z) dimana h(z) adalah analitik dan
iz}
et = 1 untuk setisp z B G
hi{z) :
£{z)
Misal ——— = C
hiz>
f(z) = C h(z}
= C exp E{2)
= exp [g(z) + C4]
log £(z) = log exp [g(z) + C4]
log f(z) = g(z) + Cy

Karena U = log f£(z) harmonik maka log f(z) adalah harmonik
dan U adalah fungsi harmonik.

DEFINISI : 28

Jika f : G—>C a dalah fungsi analitik maka u = Re
dan v = Im f disebut fungsi harmonik sekawan (konjugate)
CONTOH : 15 |

Buktikan bahwa fungsi u adalah fungsi harmonik dalam suatu
domain dan tentukan fungsi harmonik sekawannya u Jjika
u=2x ( 1-y J.

Penvelesaian

1 Z2x (1-v)

u 2x - Z2xvy

2 - 2y , u, = -2x

Uy

Uyx = 0 5 1 =0
#u 2tu
Jadi @ e b e -0

axZ gyt

Sehingga u merupakan fungsi hafmonik.
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Syarat-syarat Cauchy-Reamgnn u, = vy dan uy = - vy

2 -2y = vy ">V s (2 - 2y) dy

Uy v =
R e R R e (£
Uy -2x = - vy
Yy 2% = g (%) —> g(x) = § 2x dx
= x% + ¢
Jadi v = 2y - v + g(x)
= 2y—y} + x% + ¢ dimana ¢ = konstanta komplex
F = v + iv
= 2% - 2xy + iC 2y - ¥y& + xP) + ic
Unﬁuk y = 0 maka

2z + iz® + ié




2.5. TRANSFORMASI HMOBIUS
DEFINISI : 29
Snatu fungsi f vang didefinikan pada D < W adalah

aturan vang mengkawankan vzED dengan suatu bilangan

kompleks W = f{z) vyang didefinisikan dengan
az + b

F(z)= ——ommmnmr disebut transformasi mobiunz, Jika
cz + d

bilangan-bilangan kompleks a,b,c dan d memenuhi sifat

ad - bec 3 O
az + b

Karena W = — - akan equivalen dengan cwz - az + dw - b=0
cz + d

Maka W = f(z) disebut juga dengan transformasi bilinier.
DEFINISI : 30
Jika transformasi mobius f mempunysl sifat

f : &

L2 > £ ez

z —>f(z) = ('21,22,23, z4) untuk zg,23,24 g€
dimana titik z, dipetakan ke 1, titik zg dipetakan
ke O dan titik zy4 dipetakan ke - dan dapat ditulis
f(zo) = (29,25,23,24) = 1
0

i

f(ZS)

(z3,22,23,24)

E(zy) = (24,22,23,24) el
Definisi ini akan aquivalen dengan : Jika g suatn
transformasi mobius dan wz,wa;w4 adalah titik sedemikian
hingga g(w,) = 1, 8(wg) = 0, g(Hy) = &=
maka g(z) =(z,Ws,W3,Wq).

Dalam transformasi mobius ini fungsi £ mempunyai
sifat pemetéan adalaﬁ aturan yang menghkawankan vz & Cer
dengan suatu bilangan kompleks [(z) & C.o.

Disini C .o = Cu {w:} dimana C adalah bilangan kompleks

dan C.- adalah perluasan bidang kompleks.




L
Bl

THEOREMA : 8

Bukti

Jika 29,23,24 adalah titik-titik terfentu yang
berlaianan dan f sebarang transformasi mobius maka
berlaku : (z-,25,35,24) = [£(21),£(29),f(z23),E(zg)]

untuk sebarang zi.

Misalkan g(z):(zl,zz,zs,z4) suatu transformasil moblus

Jika h = gof~! maka h [£(zy)]1 = gof 1[f(zp)]

H

g(zz)

h [£(z5)] = 1

Untuk h [f (25 1 = gof 1[f(z3)]

g(zg)
=0
Untuk h [E(zg)] = gog 1[£(z]1 . .,

3(24)

g

Jadi (gof 1)(z) = [z,£(zp),E(zg),f(24)] untuk Vz & C oo

Jika

kita substitusikan z = f(zl) maksa theorema 1ini akan

terbukti.

THEQOREMA : 9

Bukti

Suatu transformasi mobius selalumemetakan lengkaran

menjadi lingkaran lagil.

Misalkasn T adalah sustu lingkaran di bidang Lkompleks
dengan pusat z, dan jari-jari g
T :lz - 241 = @

(z - 2g)(2 - Z,) = @7

ZZ"ZOZ“.ZO G

N}
+
5]




Jika B = - z.dan B = - Z maka persamaannya
menjadi
T : z2+Bz+Bz+BB =~

{212 + B z+ B 2 + IBI?

P% atan iz + Bl =2
lz1Z + B z+BZ+ IBla -~ pP%=0
Substitusi € = IBI® - p?

# = IBI?
»

_.C
= 'IB{?—t_E. merupakan_jari—jari lingkaran
dari | z + B | = g
Maka akan didapat persamaan lingkaran

A

= | =z Iv + g z + B‘E + C = 0 dengan pusat B = - z, dan

jari-jari p = ViBI% - C

Misalkan. z5, 23, Z4 adalah 3 titik vang berlainan pada

persamaan lingkaran T : z 7+ Bz+BzZ+C =0 dan ambil
Wy = f(zj) untuk j = 2, 3, 4
maka Wo,Wgy,Wy menentukan suatu lingkaran

T‘: W E + g w + B w+C=0 untuk sebarang z EC
Menurut theorena berlaku( Zq: Ep,23,34 ), :[f(z),wz,w3,w43

Derigan theorema ini, jika z E T naka kedua ruas persamasan

tersebut adalah riil yaitu £(z) E Tl

Jadi £¢T) = 71
SIMETRI
DIFINISI : 3% "

Jika T suatu lingkarang yang melalui titik 22; Zg.Z4

sedangkan titik z dan z© didalam C,., dikatakan

simetri terhadap.T, jika (z*,zz,33,24) :(zi,zz,z3,24}‘

dimana (z*,zz,z3,z4) sekawan dengan (z;,zz,za,zé).

e



Dalam hal ini tidak hanva tergantung pada lingkaran tetapi

juga pada titik—fitik Zo,2g, 24

~2*

Titik z dan 2z adalaﬁ simetri terhadap T jika garis vyang
menghubungkan 2z dan z* adalah tegak lurus terhsdap T.
Disini =z dan z* mempunyai jarak vang sama dari T dan
berlainan arah. |
THEOREMA : 1@
JIka T : { z:lz - al = E} dimana 0O < R < é=dan ambil
titik-titik =zo,23,24 pada T maks akan mendapatkan

2

K R’

i

(z

Bukti:

- a)(z - &}

Dengsn memggunakan definisi-%i dan theorema _%3, makas untuk

bilangan transformasi mobius diberikan

(z*,zz,za,z4) =(z:}zz,z3,z4) sesuai definisi 72

(z —a,zz—a,z3~a,z4—a) karena T: {z:lz-ail=R]

R? R R? \

:(z“a, 3 3
' ' 22-a Zg-a Zq-8




RZ;
Dengan demikian ¥ = e 4 @
-3’
2
R?
( z¥ -8 ) = e
(Z-a)
(z¥ - a )z -3) = R?

THEOREHA : 11

Jika transformasi mobius T memetakkan lingkaran T, ke
lingkaran To sehingga sebarang'pasangan titik-titik  akan
simetri terhadap lingkaran T, hasil transformasi.
Bukti : "
Misalkan zg9,23,z4 E T |

Jika z dan z* adalah simetri terhadap Ty maka

( Tz*,TzZ,TZS,Tz4} = (z*,22,23,24)

Menurut definisi 3.1 diperoleh {z*,zz,z3,24)

= ( z2,29,23,7% Y artinva sekawan sehingga,

¢ T2%,T2,,T25,Tzy ) = (2°,29,23,24)

( z,29,23,24 )

Sedangkan ( Tz*,Tz,,Tzs,Tzy ) = ( Tz,Tzg,Tzg,Tzy )
Dengan demikian Té* dan Tz adalah simetri terhadap To
CONTOH : 18
Bila diberkan 2 lingkaran Ty :lz! = 1 dan Ty :iwi=l,
maka akan dicari transformasi mobius vang memetakan
Ty ke T5.
PENYELESATIAN
Syarat perlu ( ===> )
Misalkan =z = & ¢ Ty sedemikian hingga Iaki # 1 dipetakan
ke. w = 0. Syarat z dan z¥ simetri terhadap T4 jika garis

vang menghubungkan z dan z* adalah tegak lurus terhadap Tl




o .
]

jika Jjarak z terhadap Tl adalah 1, maka Jjarak z* terhadap

Ty juga sama yaitu 1 tetapi arahnya berlainan sehingga

=3
S
'

Z
7
7’

7,
ra
s i
Dari = . z* = 1 maka titik simetri dari z = =) adalah
K 1 K
z = sedangkan syarat titik w dan w simetri
ak

terhadap T2 jika garis yvang menghubungkan w dan‘w* adalah

tegak lurus terhadap Ts5. Misalkan jarak w terhadap To

adalah 1 dan jarak w' terhadap T, juga 1 sehingga w . wh=1
L
% ,
Maka titik simetri dari w = O adalah w' = —-
0
w* = >
, , 1
Dengan demikian maka titik 2~ = — akan dipetakan ke

Misalkan titik =z = % E Tl dipetakan ke w = r & Tz maka

1 :
titik-titik ( z, ¥ .ay,7 ) dipetakan ke titik ( w,1,0,¢2 )
a.k
‘Menurut ~definisi L~ :maka ditentnkan  transformasi

“qu:~T1~m> T, oleh




a—a Bo-2Z
f( = ) ‘..._..-.,......_.._...:..3... / ............%..'.......3
Z2-2Z4 . 4 Zo—Zy4

oo JEE3 2T
1 2‘24 32-23
1
W = z_ak if - “é‘;;m
. LH —35 ~ Ay
By
_ z—ak : Ekr—i
apz-1 -2y
z-ay g1
= m——— .'ﬁ dimana P = MEW“W
akz—l ) 'X“ak
Z—a
k
W =B . — dengan [apl <1
: Ekz—l

Selanjutnya karena lz! = 1 dipetskan ke lwl = 1 maka

Z—=a1,
fwi = B . — k I

i akz—l
5 z-ay
i = | B i i '
? apz-1
| =1 Bl .1
| wi = | B I
4 W = B =1

Jadi dengan'memngambil B = 1 diperoleh syarat perlu vaitu

transformasi mobius yvang memetakan daerah Tl : izl = 1 ke

daerah T, @ Iwi =1 adalah
i Z—4a
| w = f(zy = B R dengan harga Iak!<1 dan!Bi = 1
| _akz—l' .




L
fas ]

Syvarat cukup ( <=== )

Syarat titik w dan w* simetrl terhadap Tz adalah w.w* = f%
atau lwl® = 1
| lwl® = 1
Iwi?~1 = w & -1
Z-a Z-a
|- k
=B . g .o =1
akz—l . ‘akz—l
_ z-ay E-ay
= BB . .o -1
Ekz—l akz—l
2 2 = --E,z - a E + ak . &
= |Bi” ' k k

—

i : | 8y Z - 1i2

(z z-3) z-8) Z+ap.3; )-(3) a) z z ~ak z-a), 2+1)

Z Z+ 8, .8 -8, . a, zz -1

L3, 2z - 1 13

2 2 2
lz1% 4 laple - tagle lzid - 1

- 2
8, 2z - 1 1=

¢ 1-tapt? y(ial1)

2 -
s | 8,z - 112
i Karena !ak[ # 1 maka dari persamaan tersebut tampak
fwl = 1 <====> [zl =1
Sedangkan f akan memetakan
lzl > 1 —> {wl < 1 jika lapi > 1

121 < 1> iwl < 1 jika lagl < 1







2.6

4%

INTEGRAL KOMPLEKS
2.6.1 THEOREMA CAUCHY GOURGAT

THEOREMA : 12

Bukti

Jika fungsi T analitik dan fl kontinu di dalam dan

pada kontur tertutupCmaka:%‘f(z) dz = 0

Jika R daerah tertutu

_yaitu daerah yang terdiri dari
TSP . S P R R

- e

L A o -,—\— B .
semua titik dalam dari © dan titik-titik pada C

I

Karena fungsi f analitik dimana £(z)= u(x,y)+iy(x,y),

maka pads daerah R, v dan v kontinu vyang memenuhi

3u 3V qu a4

o s - 11] = s

2% 3y Y 3x

Menurut hasil dari theorema 6 didapatkan hasil

derivatif dari f yaitu
fl(z) = ux(x,y)+ivx(x,y} = vy(x,y)~iuy(x,y) kontinu

pada R maka derivatif-derivatif parsiil

gu gu ?'V 'BV

ua A = u R—— N dan -— = Vv
x) y 14 X y
2x 3y : 73X 2y

kontinu juga pada R

Integral kompleks dari fungsi £(z) vaitu

5f(z) dz = 5(u+iv)(dx+idy)

C C

jf(z} dz = S(u dx-vdy)+i g(vdx+udy)‘
C C R &

£u<x,y)dx—vtx,y>dy

+igv(x,y)dx+u(x,y)dy ................. (1)
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o~
W o e —

S ‘ i >x

Persamaan kurva tertutup C dapat disajikan

v = hy(x) (a < x < b) untuk busur bawah ADB
¥ = ho(x) Fa < x £ b)) untuk busur atas AEB atau
x = aq(y) ﬁf;kl v < d) untuk busur kiri DAE
X = qo(y) (c £y < d) untuk busur kanan DBE

Jika fungsi u (x,y) dan v (x,y) beserta derivatif psrsiil
pertama kontinu di seluruh daerah tertutup R yang dibatasi
oleh kontur tertutup C maks dapat dibuktikan

S n dx = — j£.43§W'dx dy

C R 3v

b 1'122{
du Ju
e £ 2
R 3v - a y=hqx 1y
b
E ho(x)
= - 3 [ ulx,y) 1 dx
a hl(x)
b b

= - f u(x,ho(x3)dx + f u(x,hq(x))dx
a : a

- gu(x,v) dx + Eu(x,y) dx = EU(x,Y)dx
"AEB ADB C

Sv dy j gﬁ—-dx dy
c R 7x




§

Bukti dibalik

v

e A dy

R ix

i
(?UJ$

d

- d
{
C

= E V(x,

DBE

= g V(ix,

C
g § mﬁzg.dx dy = SEV dy
R 8x . €

IE

R 2

v
Z— dy dx

¥

I

1l

H

T

- b
- g V{x
a

- £ Vi{x

ABB

S?V(x,

c
E V dx
&

QZ(Y)
v
| —— dx dy
aq(y) ox

-

as(y)y .
[V(x,y¥)] dy
a1(y)

d

V(qo(y),¥) dy - j V(q1{y>,v3dy
c

v) dy - g V{x,y) dy

DAE
vy dy
ho (%)
2 av
............. dy dx
hl(x) g'}]
hz(x-)
Vix,y) 1 dx
hl(x)
b

sho(x)) dx + g V{x,hy{(x>}» dx
a

,¥) dx + f V(x,y) dx
ABB

vy dx



iy
]

; d ap(v?
I u
R 2x c ai(y) 2x
d
S Q2(Y)
= fu(x,v>] dy
c aq(v)
d | d

j'u{qz(Y),y} dy - j u{qq(v),v} dy

C G

g'u(x,y) dy - g u(x,y) dy
DBE DAE

§ u(x,y) dy = g u dy
< L

Dari persamaan ( 1 ) didapatkan

g £(z) dz = g[u(x,y} dx-v(x,y) dyl+id[v{(x, V) dx+u(x,y> dvl
C C
gu u v
= g j( J dx dy +1 g k(a ''''''' @ """"""" ) dx dy
ay Rdx By
_ = u 3V U 2V
Karena integral rangkap memenuhi —— = — dan — = - T
' dx i ay ox

k g f dz = 0
maka ) (z)

THEOREMA : 13
Jika fungsi f analitik di dalam dan pada kontur
tertutup C, maka :

f'f<z> dz = 0
C
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Bukti

Diberikan untuk ¥ positif dan misalkan Cj(j=1,2,...,n)
adalah perbatasan dari bujursangkar-bujursangkar atau -
bagian bujursangkar dimsna daerah R dapat dibagi menjadi n
bujursangkarr sehingga terdapdét titik-titik zj di dalam ataun
pada C dan berlaku ketidaksamaan yang dapat dinyatakan
dalam bentuk lain vaitu masing-masing dari fungsi

f(z)—f(zj} _ _

S. (z) = e — V¢ z: ) untuk § = 1,2,3,..., n

d d
Z Zj

Memenuhi ketidaksamaan | Sj(z} | < B
Karena masing-masing fungsil Sj (z) adalah kontinu, dan
khuosuwnya Jika z mendekati Z limitnya sama dengan nol dan
akan kita difinisikan 535 ( zj y =0
Misalkan z sembarang tifik pada titik Cj maka

fF(z) ~ £(z3)

5. (2} = - £z

Z‘Zj

wf(z)Q(f:(%P—(zfl(zj)+zjf1(zj)

(z-zj>Sj<2>

£(z) f(zj)—zjflizj)+zfl(zj)+(z—zj)sj(z)

Karena menurut theoremalididapatkan bahwa untuk sembarang

kontur tertutup Cj maka

'ﬁ fzy dz = © dan‘ﬁ z dz = o sehingga
C; C;

J -4
‘? £(z) dz = § f(zj)dz—§ z;58" (2 }dz-l-.ngl(zj Ydz
Cj (.J [y Cj

7
_ ;§ (z—zj}Sj(z) da
¢

§ f(z) d= =§(z—zj) Sj(z} dz
C; oo
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Jumlah semua integral sekeliling Cj ( 3 =1,2,3,...,n ) ini
sama dengan integral sekeliling C yang diambil dengan arah
positif, sebab integral garis sepanjang perbatasan bersana
dari setiap pasang daerah dbagian yang berbatasan akan
saling melenyapkan, arah | integral sepanjang garis
perbatasan untuk daerah bagian yang satu berlawanan dengan
srah untuk daersh bagisn yang lain. Yang tingga hanyalah

integrél—integral sepanjang busur bagian dari kontur C.

jadi
T
) 5 f{z) d=z 25 f{z) dz
‘ n .
maka ?f(z) dz =& ? (z-z3) S{z) dz
C =1 Cs J
d

. y .
Sehingga ’ ‘f’ f(z) dz | £ B2 I ‘5 (z-z3) 8(z) dz
C o §=1 1 Cy 7

Setiap Cj berimpit séluruhnya atau sebagian dengan batas

dari bujursangkar dan misalkan 8 4 panjang sisi bujursangkar

itu, karena =z pada Cj dan Z 4 di dalam atau pada Ci maka
S o RIS .’-. e T e ﬁL
! Z-Z 5 { L8y V2 dan karens masing-masing fungsi Sj(z}

adalah kontinu pada kontur Cj vang panjangnya kj maka

diperoleh
l‘§> (z-z3) S;(2) dz | < B ajlky V2
C.
J
JIka Cj suatu bujursangkar maka ky = 4 aj ; dan Jiksa Cj

merupakan perbatasan dari bagian bujursangkar, maks Kj

i panjang bagian dari C

vang 1kut membehtuk Cj. Jdika Cj suatu bujursangkar yang

tidak 1lebih dari 4 aj + hj dimanal

luasnyva Aj maka :




4 (z-z5) Sj(z) dé < 4 ﬁ»aj . aijE
J

s (z~zj)_5j(z) dz <4 8 aj .aj ¥z
]

?(z~zj) Si(z) dz | < 4 & A; V2

J

JikaiﬁﬁﬂéSi"Cj perbatasan dari bujursngkar maka

-

%
l cj(z'.—zj)sj‘(z) dzl < ¥ ay { 4a;s+Ly D VZ < ¢ 45 al; ) B ¥z
dimana a panjang sisi bujursangkar vang memnghubuhgi

kontur C dan jugs semua bujursangkar yang menutup daerah R.
Jadi jumlah semua Aj tidak lsbih dari pada a’ dan jika L

panjang kontur C maks

'§ £(z) dz
C

n
< B ’§{z—zj)5j(z) dz! < @ (4a°+al) V2

karena E bilangan positif sembarang, maka ‘§ f(z) dz = 0
C

2.6.2. THEOREMA CAUCHY - GOURSAT UNTUK DOMIN
TERHUBUNG  GANDA

THEUREMA : 14
Diketahui C suatu kontu¥ tertutup dan Cj(i=1,2,3,..n)
Sejumlah berhingga kontur.tertutup di daerah interior
¢, sedemikian hingga interior-interior dari Cj tidak
mempunyai titik berserikat. Jika fungsi £ analitik di
dalam daerah tertutup vang terdiri atas titik-titik
di dalam dan paﬁa C; kecuali titik-titik iﬁterior

. I
dari Cj maka '§ f(z) dz - BZ ‘g’ f(z) dz = O
o =1 Cy




Bukti
Menghubungkan suatu titik .QFL
dari C dari suatu titik dari

Cl dengsn penggal garis lurus

Ly, suatu titik dari Cl'dan
suatn dari C2 dengan penggal

garis Lz, demikian seternsnya

akhirnya dapat dihubungkan )
suatu titik dari C, dan suatu titik dari C dengan penggal
garis lurus Ln+l . Semué penggal garis LJj seluruhnya harus
terletak pada daerah yang ditentukan pada theorema dimana
fungsi f analitik.

Dengan demikian dapat diperoleh dua kontur tertutup T4 dan
To .dimana f analitik di dalam dapnipada kontur-kontur itu.
RKarena fungsi £ analitik di.dalam dan pada kontur-kontur Ty
dan. T, maka menurut theorema 13 diperoleh integral
sekeliling kontur T4 dan T, itu sama dengan nol sehingga
jumlah kontug Tl dan Tz sama dengan jumlah integrall sustu
kontur tertutup C dan sejgmlah berhingga kontur tertutup di
daerah interior C yaitu

‘§ F(z) dz + En ’ﬁ f{z) d=

C j=1 C3J

’§ f(z) dz +§ £{=z) d=
Ty To

Il
0+ 0 -:§f<z)dz+§_‘;§f(z)dz
C

j=1CJ

. ,5
? £f(z) dz + §_. f(z) dz = O
- c i=1 ¢



Karena integral sepanjang Lj vang dilalui duva kali tetapi
dengan arah vang berlawanan akan saling nmelenyapkan
sehingga diperoleh

$ e 2 P

£(z) dz - B & £(z) dz = 0

C j=1 C3

2.6.3 INTEGRAL CAUCHY
THEOREMA : 15

Jika fungsi f analitik di dalam dan pada kontur tertutup

C, dan z, sebarang titik di dalam C, maka
1 f(z)
f(zo) e — e dz
i & zZ-z
Bukti
Menurut theorema 14 _ 3o

fungsi f analitik di dalam daerszah
tertutup vang terdiri atas
titik-titik di dalam dan kontur

tertutup C.

Sehingga diperocleh

f(z) f(z)
m———d g = e d g
£ z-z, ¥ z-z,

©

S 4

Karena fungsi f analitik pada C dan 4 dalam daerah diantara
kedua kontur tertutup itu.

Sehingga ditulis

;§ F(z)y f({z)
P b e (] 22
€ z—2z4 & z-z,
f(z) dz f(z)—f(zo)
i dz = f(zo) s e o - S (1)
¢ z-z

o F z-zg & 2724



o
juia]

Integral ruas kanan dapat dijelaskan sebagai berikut

dz
antuk o
¥ z-2z,
ambil z, = x5 + iv, maka lingkaran J dapat ditulis
X = X5 + r cos a
Yy = ¥g tr sin 9 dimana O < 8 2 28
maks =z = x + iy
Z = X4 t r coS 8 + i(yo + r sin @)
dz = -r sin 8 + ir cos 8 d ©
= ir{cos O + isin 8) d ©
ig
dz = ir e g g
n
S f i8
f(z) dz = 'fﬁ(xo + r cos )y, + r sin @)} i r e d B
?’ (]
1
Dengan mengambil f£(z) = - sehingga diperoleh
' Z-Z4
z-z, = [Xy+reosO+i(y +rsing)l1-(x,+iyy)=r(cos+ising)=r 21
2K A g
f dz j el
S R < e d 8
& z-z, (74 relEl
Z
= 1 E de
26 o
g dz
e = 2 7§, i berlaku untuk semua lingkaran ¥ di dalam C
© Z-2Z4 berpusat z,.

Karesna f analitik di zol maka kontinu di z,.
Menurut definisi 27 diperoleh fungsi dikatakan kontinu di

z jika padsa setiap & > 0 yang diberiksn, terdapat <5 0

O!

sedémikian hingga berlaku




(<9

Hisal jari-jari r < %, maka ketidaksamaan itu berlaku untuk

jika | z - z, maka | f£(z) -£(z,) | <&

semua =z vang terletak pada ¥ dan lintasan ¥ berupa

lingkaran sehingga diperoleh juga :

f(z)-f(z) R S T
ﬁ .._._.................................._._._9....... d z < .......%..- {zﬁ I} :j
¥ z - z4 r 7
tﬁ f(z)—f(zo)
e (] < 24e dengan r cukup kecil
.4 Z-2Z, :
Karena integral dalam theorema ini tidask tergantung kepada
T ﬁaka
f(z)—f(zo) .
' e (] 5 =0
v § zZ-2,
Dengan demikian persamasan (1) dapat diperoleh
€§ f{z) : dz f(z)-f(zy)
J—— d z - f ( z " ) ....... — + ............................ d z
< z-zg, : z-2, Z-Z2
= f(z,) 281+ O
= f(z,) 2K 1
i . ,§ f(z)
f(zo) = dz
201 € z-z,

Maka terbuktilah rumus Integral Cauchy vyang memnperlihatkan

bahwa suatu fungsi yang analitik dalam suatu daerah_ vang
|
: dibatasi oleh kontur tertutup C, harga fungsi di seluruh
daerah itu ditentukan ocleh harga—hargamgada C wyaitu pada

perbatasan daerah itu.

FalE 8




CONTOH : 27

Jika € adalah keliling bujnr sangkar vang sisinya
berimpit dengan garis-garis x = + 3 , ¥y = + 3 hitunglah
integral Cauchy . |

R
) et rRAp o Ak 1 b e o b d z
€ z - 14 .

- j

2
Penyelesaian _ Ly @
13 T'U
Al
Y g7 “*
-2 (] 2 ;
fi(z) = e % »
: -3
£l(z) = -~ e %

Jadi f terdefferensialkan pada setisp harga =z, maka f(z)

analitik dimana-mana ﬁermasqk di dalam dan pada C

sehingga:
& ei“z )
S dz = 2, 1 £(z,)
z— —— i ( menurut theorema 15 )
b
karena z = —— i di dalam C maks
2
ff e 2 ) K )
ez = 2 1 FC T i)
Z e 2
2
E -
: - = 1
=2qxi e ¢

1

y o
2 i {ecosC—) + 1 sin (5]
2 -2




T ' . "

s (] 7 =24 i [cog — — i sin —
i 2 2
2

=2® 1 [ O - i .11
7 =2/® 1 (-1
e 4 2 = 2 1.






