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RUANG METRIK DAN TOPOLOGI KOMPLEKS ((.)

2,1. BIDANG KOMPLEKS YANG DIPERLUAS ( (o)

* Jika suatuw titik &i tak berhingga yang dapat dinotasi-
kan dengan oo, dimasukkan ke: b:l.dan:g kompleks, maka: bidaﬁg
ini disebut bidang kompleks yza;ng diperluas. Dengan dﬁemiki-
an didapat motasi baru @, = € Ufer}.
Untuk: memberikan gambaran da.m C.,, kita pandang suatu bola
satuan di R3 dengan pusat 2z = 0. '

x%+x§-s—x%n1}

S = {(x1 lxzrx‘-j;) & R’

Titik N = (0, 0,1) adalah ku,tub utara darJ. bola S.a: memo-
tong S sepanjang equator dari Sy sehlngga. dapat ditula.skan :
C - {(x1,x2,0) | Xy 9%, € R} Selan;mmya untuk setiap
Z € c , dibuat gamis lurus melalui z dan N yang memotong S

tepat di satu titik Z 4 N, Jlka | 2] >1 maka % terletak di-
maka & di-

setengah permukaan bola bag:.an atas. J’ ika.
setengah permukaan bola S bagian bawahu. J ika|z|_. 1, 4=z,
Untuk |z I_.__._> ¢y mBka 7 ——--¢N’. Sehing:ga titik pada permu-
kaan bola S menyajikan 'ba.tlk-tlt.;.k darfi €, dimna



titik N sebagai proyeksi titik z=co.

Bola satuan S di atas disebut bola Riemann, sedangkan

vroyeksi yang menghasiikan.knréspondenﬂi antara titik-titik

dari S dengan titik-titik dari ¢m®13e1au‘t proyeksi steoreo- -

grafis. Bile Zs(x1mx2,x3) berkoresponﬂensi dengan zm(x,y)

maka garis lurus yang melalul Z,z dan N‘adalah

x-0 v -0 0~-1
sehingge tempat kedudukan titik-titik
(€ xt,y8,(1=) ) |00 L5 £ » }
Bila garis: lurus ini memotong S 4i Z,

x2t2_+ yzt? + (1~t)2 = 15, atau

ez Ht¥ -2t =0

yang menupakan‘persamaan kwadﬁat dalam

maka didapat :

£ = 2
|z|2m+ 1
. Jadi
X = 2x: s Fp = 2y
lz|2 + 1 ’z,2+ 1
ataun
%, a‘zw+'ﬁ » Xp =, «Téimf}

+ ‘z

pada garis itm adalah

? .
maka © memenwvhi 3 -

t. Untuk t40 (Z4N),

=='5'2- 1
|2 %+ 4

x5 =& 221 (%)
lz|2+ 1

Jika Zs(x1,x2,x3) diketahui , antuk ?{

dapat ditentukan dari (x1,x?,x3) = (xt,yt (1=t)).

Dengan mengambil t=1~x3 » maka didapaﬁ.,

z:x-isigz x1+ix2 : }

Comtoh. 3
1, Setiap titidk pada lingkaran lé

......,......1.-.-.-11,-6“ o Adwivea pnand{vi

|= 1 pada @ akan ai-

aebab 1ika Zex+iv



pada lingkaran [z|= 1, maka 3
1+1 1+1 ‘ 1+1

sehingga 3
Z = (11,x2,x3) - (x,y,0]2=;z

2. Proyeksi dari z=3+2% adalah :

Z = (x1sx :33) - (1 ’.ﬂiv }i ) = (Ji.tﬂfusJﬁ)

Sedangkan titik Z = (0,0,-1) adalah proyeksi dari

titik : 2z =0 + 30 =0 |
1 =(=1)

Untuk mendefinisikan sebuwah fungsl 3arak antara titikhtitik‘
dalam @aenah.yang diperluas dengan cara sebagai berikut

untuk 72 * dalam ﬁloadidaflnisikan Jjarak dari z ke z
’ d(z z ), suatu jarak antara korespondensi titik-titik 2

‘dan %' dalam R3. Jika z = (11,x2,13) dan.z = (x1,x2,x3)
maka ¢ _ . _
| ‘ . 1 -
' £, S | ] -

d(z._z ) =[(m'1«x1)2 + ("2"‘2)2 + (x3-3§3)2] 2 ( *x )
Pada kenyataannya bahwa 2z don z pada |§, maka (%*) memberi-
kan hasil : ‘ :

't 12 ) .2 '.2
[d(z Z ] a[(x1wxﬂ) + (xz-xz) + (x3_x3) ]
2 1 & 2 2 Y
“{m1~2x1x1+x1 + Xp-2%5% 2+x22+ Xg=2X K tXs

w2 2 2 12 42 42 L t 3
== §*39+x,+11 +x2+x3n 2(x1xﬁ+x2;2¢x3x3)

[ Z =2 (X.ax1 -I-sza'*'-;-qxr?,) }
Dengan menggunakan persamean ( ¥ ) kita dapatkan 3
[dKz,z‘i]zg 2-2Fz+ﬁ . 2'+§' + (=i) (z~E) .(-i)(z;zf) +
are. 5 L
1+|2’.‘2 1+‘z|? |z|$1 ‘Zi|2+1

lz‘2n1 . tzilff1 1

t




’ 2 [ ] : | [} [ ] T
[df:z,z')J = 2(1 zlz+1)(|z_l 2+ﬂf)-2(‘zz‘+zi +'Ez'.~n52 —ZZ?;-I-ZEJ-I--Z-Z:?
("1+'[: |2)(1+]znff2 (1+Iz’2)(1¢-'lz" 2)
25« |22 ]2"] 2= 2% [2"] 2+1)

(1+|z| )(1+|" ' )

= 2 ‘ \2-:-2' 2. 45.-A,z;-4,zz +2‘w| 2'2

12

(14 [z[2) (14 [2° ,20
|2 43"~ 432"

""><1+Iz‘él %)

;41,‘2 |2+4.,!z
(1+ |2

1
dj(sfz:,z') = 2 (|2 2+ ' 2 zz'- nzz )2

[(1+’z )(1+|z |‘°~'r]2

E& 3. maka

karena : lzlz'= zz dan Iz |2=

d(z z ) = 2(%z + 2 ‘o - F 54 iEm')%
[(1*‘2‘ )(1+lz | )]

dan lzz,- z‘ (z-z Y(z~2 ) '

- =1 S 1 I |
= (Z=2Z )(z-z ) = Z2=2Z -zZ #Z Z

sehingga -
L] oy l
a{z,2 ) = 2 Iz-z |2)2 _
[(1+| | )(1+[z I )Jf

= 2|z-z I o ] . Z,Z! & ﬂ:.o
[( 1+ ].2’.]2) (1+ ]z:[ :2)] 2

Dengan caxa yang sama kita dapatkan untuk z & €

a(z, VJ) = 2 ]
(‘1+!4z |2)"2'




2.2. RUANG METRIK
DEFINISI 2.2.1 ¢
" ‘piberikan hlmpunan X yang tidak kosong, yang elemen-
elemennya disebut tltlk. Dldef1n131kan fungsi bernilai re-
al non negatif d pada x X ( gadi a fung51 2 variabel de-
ngan,varlabel-varlabel ‘pada X.) sebagai berikut |
Untuk sembarang titik % dan ﬁ di dalam X harus memenuhi :

a. d(x,y) 0 3 d(x,y)‘zfo jik%.dan hanya jika x=y
b d(x,y)— dﬂy,x) ‘

c. d(x,y) d(x,z) + d(é,y) untuk sembarangztitik

Pungsi 4 yang memenuhl ketlga gsifat dl atas dinamakan

fangsi Jarak atan metrlk pada Xo Nllal d{x,¥y) dlnamakan
jarak dari x ke ¥ .‘Hlmpunan;x yvang dllengkapl dengan fung-
si jarak digebut " Ruang Metrik ". |

Contoh ¢

1., Ambil X = C dan didefinisikaﬁ d(x+iy,a+ib)= x-a +
y-b maka (& ,4d) adalah sebﬁah ruang metrik.
. (r1,q) dengan R adalah 51stem bilangan riil dan

t
metrik 4 dldeilnlsakan sebagal d(x,y) =k lx-y|

t
Semua X,y & ®! qan k— konstan.
t
. (R% 4) dimana untuk x,y € Rﬁ, metrik 4 dldefln181~.

kan sebagal

[ n
Cd(x,y) = v )2

2. j. SEKITAR DAN TITIK LIMIT

DEFINISI 2 .3 1

N Jlka P sembarang tltlk dldalam ruaﬂg metrik X , 0
make himpunan Nr(p) =i'xééx |d(p,x).¢ r}'dinamakaﬁ daerah
sekitar titik p dengan jari-jari r. Titik p dinamskan pu-

sat sekitar N_(p).




DEFINISTI 2.%.2 ¢

Pitik peX disebut titik limit himpunan B, ECX,
: : | .

bila setiap sekitar titik p memust paling sedikit satu ti-

tik qeE dan gfpi.
Contoh ¢ o
1. B ={(x,y_)l‘o Lx LA ,,OZyL‘]}

semua titik di dalam B serta fitiketitik perbatass.

annya merupakan titik limit.

2, E :{(1 - 1_)i’ n‘eéﬂ}' ?
n f

z = i adalah titik 1imit dari

tetapi z = 1 ¢'E .

] X”Q‘:

g ¢ T

B (zeE")

pari definisi titik limit dapat disimpulkan babwa :

¥ p adalah titik limit‘himpunan

E jika hanya Jika

(¥ >0)(( ", (p) N E)é- {p}‘ tidak kosong )
* g bukan titik limit® Himpunan B jika dan hénya Jika

(3x >0 (N NE) - 4a

2.4. HIMPUNAN TERBUKA DAN TERTUTUP
DEFINISI 2.4.1 ¢ i

| Diberikan ruang metrik X, Semua
disebut dalam definisi berikﬁt,adaiah
himpunan bagian dari X |

a, Titik p disebut suatu titik 1

jika terdapat Nr(p)ﬁfE

} kosong )

titik & himpunan yang

titik 4ai dalam ¥ dan

nterior himpunan E°

b. Himpupan E disebut himpunan terbuka jika setiap

}

anggotanya merupakanétitik interior himpunan E .

c. Himpunan E disebut tertutup jike semua titik 1i-

mithya termuat di daiam B




DEFINIST 2.4.2 |
Himpunan semua titik limit himpunan E @iberikan no-

tasi B'. Jadi (E tertwtup)&=> (B CE)

Comtoh _
1. & = {zJ e € I a / Re z z._b } ada,lah hlmpunan terbuka.

2, { l Re 2 LO} U{ } tlda,k terbuka karena terdapat

£ )0 sedemikian hlngga N&(O) (f: iRe z <0}U{O}

3, E -.-{ l 04 xd2 ,04y4L?2 ] merupakan himpunan
ter:'tm'tup karena. semua tl‘ltik 111%11 tnya 'termuat dalam B

4, E = { \04?14,0£y44} merupakan himpunan

tidak ter-tmtup karena ada tl‘tlk limit dari E yang
tidak termuat dalam E..; % |
E
: [
DEFINIST 2.4.3 1 |
Jika ¥ suatu ruang, matzz.uk dan E mémyatakan hn.mpunan
semua titik limit hlmpunan E, mak& pen*gktupan dari E adalah

h:um;punam,}'r} = E,UE‘ . Jadi B adalah h:l.mpunan vang elemen-ele. -

ma-ﬁzrya anggota E atau titik llmlt B,

- DETFINISI Z.4.5

BECX maka interdior dari E c'tinotasikan. dengan ind. E

adalah himpunan yang merupakan gabungan dari {GI-G terbuka

dan GCE} Se"dangkan bounda,r;y dari E ditunjukkan &e.‘ngan

0E dan didefimisikan dengen aE = E.'ﬂ( X-E )

Contoh. _
E={z||z1¢1Jufet) g
‘maka : int E {zl z|41} dan B
x5 - {z| |2 1] -2}
X-—E { \\ ‘7/1} karena 2i € (X-E)
0E

2| |z|é1}U{21}

{z| |z|,41}u{21} o {z||z 21}
{z z| 1}U{21}

1
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2,5. HIMPUNAN TERHUBUNG
DEFINISI 2.5.1 3 | | | S

Dua himpunan: A dan B dalam suatu ruang metrik X &i-

sebut terpisah jika ANB = ?5 dan ANE = 5:5 .

| :
Dan A & B disebut sal:.ng asa.m_, Jjika ANB = Ff « Jadi him-
punan yang saling asing belum ;ben-‘tu. te'cjpisah. Tetapi him-

punan. yang ter:pisali pas‘{:i sa-limg aging.

DEF! DIISI 2.%.2 :

| Himpunan: A dalam ruang metrlk X adala.h terhubung glkca.
A tidak dapat dlsaglkan sebaga:. ga.bungan dua hlmpunan yang
terpisah dan tidak -kosong. D&ngaru kata lain apablla A da-
pat disaj}ikah sebagai. dua himI;ﬁnam tidak kosong yang ters=

pisah maka A tidak terhubunk

Contoh
{ l lzlﬁ—‘l} v {|z~9|L1
m;sal : A é{z“z[éﬂ'j & B —{Iz~2]41} © maka
| 1 -_-{z| [z|_41}; 4 dan B =f|z-2|g1]

ANB=¢ dan ANB = |
Sehinmgga E tidak terpisah meskipun E saling asing,
Dengan. demikian B tenmbung, karena tidak dapat '
disajikan sebagal gablémgam dari dva himpunan yang
terpisah. ; '
o, Bila 4 =[0,1) = {(x,y)l x=0 , 0LyLif
B = {(1+1)i|n7/1} |

maka ANB = ¢ .
a =[0,i] = AU fi} dan =3B U {1}
AinB=¢ dan ANB=¢ -

Sehingga bila E = AUB maka E aa.Llng asing, ter'_pl-

sah dan tldak terhubung { karena dapat disajikan
}

- -' - - & ! - - LS. DR FE P R i e T e \



DEFINIST 2.%.3 ¢ |
Diketahui X = ruang metrjik.
Dc¥ , D suatu komponen dari Y: jika' D

yanp' mem;[ad:l. hs.mpunan bagian: terbesar

|
|
‘ 11
!
b
|

\
|
L
|

hlmpunan ‘terhubung .

dar:. X, Dalam ar'l::L

D terhubung dan tidak ada h:.mpuna.n. terhuhung yang lain

yang termuat dalam ¥ yemg memuat D.

Contoh @

1s AK‘ ={O!1 ,lsis -‘---‘}
‘ 2 3

Setiap komponem dari: X adalah
satw titik dari X.
2.x={a|zjz1}  {s] |o3]2
& ={z| [2] &1 } dan B r.{ z”

Jika X = AUB , makaﬁﬁ dan B

komponen dari X.

2.6 BARISAN :
DEFINISI 2.6.1

hinpunan dengan.

1}
z-3] L1}

keduanya. adalah

Suatu barisan (x Y df daiam ruang
takan konvergen jika terdapat, suatu 1:1
fat sebagai bem.kut
hlla.n:gan bulat PO s:r.tlf m sedemlks.an hi
n m". ‘berlaknu d(xn,x) L& Dalam hal

bahwa barisan x

o konvergern lge X , at

limit barisan.{ xn)' .

lim % = X
n—) ’

Xy X atau

= 1im z_ artinya set
n—o

suatu msedemikian. hlngga untuk szemua
b g

lz-‘z | < &

J'i:ké ¥ =€ maka =z

ZDEFINISI 2.6.,2 :

TDrmiicnn wane Fidal bantrarcen A1ae

dan kita tuliskan

metrik (¥X,d4) dika=-

tik x€X dengan Si-

untuk setmp & >O terdapat suatu

ngga untuk semua

ini juga dikatakan

au ¥ adalah titik

iap £)0 terdapat

1k divercen.



Contoh
1. ( i ) adalah konvergen ke 0 , n
n. :
S, =i , 8=0
.

Diberikan & >0, 3N sehingea. ’;_J,__
: ' N

¥ n 2N=>],i;)£;|-i.;]z.fn
(YEDO ) (AW (¥n 7

Jagi  lim i = O.
L= N

eN,
lé £

1 o’z &)

- — - n | T e :
2, <Sn:) y 8, = ( -1) a_d;alah. divergen.

S sembanarrg- elemen dari R dan ¥ suatu konstamta

bulat dan diambil & =

S=1 dan ‘d::; €N asal n 2N dan n ganjil maka: :

S, = 1] = 2 %1

|‘n 2
S=-1 dan Nne& N, n géuap 2 N

|50 (- 1)[ 2)}_
Jadi ( +1.) buken llmlt {S

S++1maka &—mln{lsn‘l[
|50 51> &
Jadi S bukan titik l:LszL . -

DEFINIST 2.6.3 3

maka @

s |S+1'}'

12

'umtuk v,

4 :ﬁ‘n} konvergen seragam péda himpunan E ke suatue fung-

sii £, Jjika untuk sé‘biap £ >O terdapat swatu bilanganm

posit;if bulat P sehingga untuk semua n P P dan semua X EE

berlaku :

f(x)-f(x) L&,




7 Jn.ka definisi 4di atas ditultakan dala

adalah sebagai berlkut :

_l

13

n be-n‘liuk lam;oang

1. ( £——>£ pada E)t———>[(v4&> o)(\der)(aPeN)

9o 7B = |2,60 - £ £ &)

2. (£, _ 5 seragam pada B) = [( ¥&>0)(AP € W)

Wn>P,VxeE = |£(x) - 2(x)

Contoh
1e <fn_> ’ ‘f.ﬁ==_%_X'%_dan‘ E =
f, =1 x
273
f3=_‘l_.x
)
1
1
!
1
f =1z
noo5

fn(zc) — f(x) =0 untuk n

Ambil €,> 0 .,. sehingga Ny= 5
berlaku : | £ (x) - _olz. £y

Ambil 82>0 . (I‘:‘Lmana.&z L &1se

Vn}’ﬂ‘z béniaku : l fn(x) -

£8)]

—_ 0 ‘

maka. ¥ n P Ny =5

, ¥x € E.

hingga N2 = 8 _maka:

o]é&z, VX_EE .




2,7 HIMPUNAN KOMPAK

DEFINIST 2,T.1 .

Dengan selimut terbuka (open cove
ai dalam ruang metrik X &imakéudkan.su
nanuhimpunan.terﬁuka{ Gﬁ} yaqg.merupa

dari X’sedemikian‘hingga X C&E)Gn .
. : il

Definisi 4&i atas menunjukkan ﬁahwa unt
dapat suatu n. sehingga z € Gﬁ?.'
DEFINIST 2,7.2

K himpunan bagiem dari suatu ruan

14

r) suatu himpunan K
atu keluarga himqu

kan himpunan bagian

uk setiap z € K texrw-

g metrik disebut kom-
f .

pak jika setiap selimut terbuﬁa untuk K memuat. sub selimut

berhingga yang masih.menyelimﬁti K.
Untuk lebih jelasnya , jike keilﬁarga h
suatu.selimut terbuka watuk himpunan k
dicard indek 1,2,...s..,n yang jumlah

g2 K C GUGUG; ooue UGy

5

-
L]

Contoh :
1.Kn={zz-“z|_4_n} ’ {Kn} me:

punan kompak.

Bukti

-
*

ﬁndaikanh{GﬁJ aﬁmhaﬂaﬁg selimu

dimansa

G‘n ={z ‘ lz‘ £ n+1 } ', sehingga. Kn C U

Untuk n = 1,2,3,..-.-..%.,P ;t,er

-
r

dimana
G% .
G, merupakan tutup untuk

merupakan tutup untuk

|

impunan terbuka {Gﬁ}
ompak K , maka dapat
nya berhingga'sehinb— |

rupakan keluarga him-

t terbuka untuk Kn

G
n o

dapait G'1 ,ng vee ,G'p

L

K dst .

2

Jadi

GJmG;g.a....Gﬂé merunakén,sub selimat

ber-



15

2.Km{szAl_m-%—, ne& N]‘ tidak kompak dalam R
Untuk membuktikan K tidak kompak, kita harus dapat.
membuat suatu selimut terbuka untuk X yang tidak
memuat sub selimut berhingga, untuk setiap n € N

giventuk r = 1- 1 = 1 __
o n+1- n{n+1)

Jadi keluarga himpunan terbuka -[ G, } nerupakan
selimut terbuka. K dimana G, = ! ! 1 - L, Zu’

+ 7 )

Untuk setiap nelN , Gn‘;={z‘ 1=, & l mlé._j_--i- r'n}
A - :

n

n

hanya memuat satu lingkaran anggota K, yakni 'zl =1 .
T

Karena K himpunan 't;alc terhlngga maka selimut.
diatas t:.dak be: t-hlngga dan tidak memnuat sub se;l.imut
yang berhingga. Jadi terbuktl K tidak kompsak.

THEOREMA 2.7.3°:

- Jika X himpunaiz-bagian kompak sembarang ruang_metrik,,
maka K tertutup dan terbatas.
Buki : |

Dimisalkan K CX , K kompak.

a. Akan dibuktikan K tertutup dan X° terbuka.
Diandaikan peX dan pek®, Untuk Ss[etiap titik x € K

dibuat sekitar Vx dengan pusat x dan sekitar Wx dengazi
pusat p yang jari-jarinya. kurang da.%'-:i la d(x,p). Jadi
T O W = ¢ untuk semﬁa xe;K jelas bahwa keluarga

ivﬂ xeK} adalah selimut. terbuka untuk X, Karema K
kompak maka dapat d:l.tentukaf.n Xq9 xzé, a.,‘ s Xy anggota X
sehingga KCVx, U?:&:E!U cee s UV, =V .

Kita perhatikan himpunan W = Wx1 N Wz, N oon NUWX .

Himpunan W merupakan suatu sekitar %itik p dan himpunan=
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bagian semua Wx, untuk i = T, 2, ... mJedl WOVZ =@
untuk semua i = 1, 2, e, 0, gehingega WNV = ﬂe/;.‘:;'
Dengan demikian WNEK = § atau WCK®. Terbukti p titik

interior X° dan K° terbuka . ?Jadi K tertutup.

b. Umtuk setiap x €K dibentuk se%si‘tar Ni(x) demgan pusat x
dan jari-jari 1. Keluarga {N.] (=) ‘ xeX } mefupaké.n

selimut terbuka untuk K. Karena K kompak maka terdapat
X1y Xpg eve » Xg €K sehingga Kﬁ 1(:51)()1\11(;:2) veol

|
N}1 (Xm) *

Eita tentukan bilangan Mei = maks {d(x.1 ,xz), d(x1 ;x3)..,..

\ o ) ] |
Untuk sembarang y€K terdapét %y dengan 1 £ p £ m sehingga

yexN, (x:.p). Jadi a(xq,¥) L d§x1,xp) + d(xp,y)
LOHM=1) + alx,)

| LM
Jadi terbukti uni;uk semua y€ XK berlaku d(x1,y) L M

sehingga K terbatas.

THECREMA 2.7.4 @
Himpunan~bagian tertutup suatu himpunan kompak adalah

kompak . |

Bukti ,
Diberikan himpunan kompak X dan F| himpunan bagian ter-
tutup dari K. | |

- Diandaikan {G,,,,} suatu Le.tlmut terbuka untuk F. |

Karena F tertutup maka F": terbuka. Diﬁerhatikari keluarga
{Gﬂz} U{ Fc]‘ . Keluarga iﬁi menjadi selimut te_rbul;a
untuk K , sebab himpananmbagian X yang belum terselimuti

r - : ; g
- o . - - - s -.-.C: LR ¢ IR P



maka selimut ini memuat.sﬁb-selim
dengan F® suatu anggota délam sub:
Dimisalkan subeselimut beihingga

G, ‘QG

nﬁ

Fc}-.mentu;saja G1

F &an‘merﬁpakan_subwselEMut;benhi:

yang diberikan untuk F, Jadi Jika
terbuka untuk F maka {Gﬁ} memuat

ga untuk F, sehingga. F k&mpak.

DEFINISI 2.7.5 _
Jika A CX dan x € X mak@ jerak 4
int {a(x,a)|aeat a

adalah d(x,A)

DEFINISI 2,T.6
Jika A dan B himpunan bagiam dari

2;,{.:-:’0-- » n

17

1t yang berhingga
-gelimut ini.
ini {G,,8p veoun.

-
T

menyeiimuti
ngge dardi selimut
{6 Jouatu selimut

sub~-selimut berhing-

ari x ke: himpunan A

imana d{x,a) mlx-a’.

X maka jarak dari.

A ke B adalah d(A,B) = inf{ a(a,b) ] a€A,DbEB} dimana

d(a,b) = ’a - bl. _






