BAB II
TEORI PENUNJANG

1, FIBELD.

Suatu fielé adalsh suvatu himpunan dari elemen-

elemen bersama duaz buah operasi, yaiﬁu pergandaan dan

Jumlahan yang didelinisikan sama padéaoperasi pergandaan
\ { '
dan jumlahan .seperti dzlam gistem bilangan riil.

\ |

Di dalam se%iap field F dapat ditemuﬁan secara tunggal
| | _
elemen-elemen O dan 1, yang mana dal@m operasi dari jume

lshan dan pergandaan berlaku pada seﬁua elemen-elemen
yang lain dari F. | ‘ |

DEFINISL :
Suatu‘struktur aljabar disebut field; gpabila memenuhl

aksioma

I. R merupakan abelian group terhadap Jumlahan.

|
1ﬁ‘ﬁntug semua s,b&R dapat ditemukan dengan tunggal
|

elem%n ce R juga, sedemikian hingga a-4+ b = c.

( Si%at tertutup terhadap jumlshan )
2. Untu£ semua s,b,c & R berlakufah (a+b)+c¢c =
a+ (b +c ). |
( Sifat asosiafif )
%e Di dalam R terdapat elemen O sedemikian rupa'seu

hingga untuk seftiap a dari R berlakulah O + a =

a + O. :
\

( Elemen netral terhadap jumlahan )

4, Untuk setisp a& R dapat ditemukan elemen -aé& R,
| _

sedemikian sehingga -a + a = a + ( -a ) = O.

( invers terhadsp Jumlshan )

..5. Untu%'setiap a,b € R berlakulah a + b = b + a.

( Si&at komutatif )




1I. Terhadzp pergandaan.

1.

Se

4.

Se

III. Aksioma Distributif.

2o

Contoh:

Untuk semua a, b & R dapat dltemuhan dengan tunggal

elemen c€R Juga, sedemikian hlngga a b.="Cuw"

( Sifat tertutup terhadap perganclaan )

Untulf‘: semua 3,beR berlakulah (ab) ¢ = a (bcjy,

\
( Sifat asosiatif ) {

Di dalam R terdapat elemen ﬁeti*a:L e sedemikian

hingga ae = ea :: B, antuk setiép a& Re
Untuk setiap a,b € R berlakulah ab = ba.

( disebut ring komutetif )

Setiap a € R ysng vidak sama dengan nol mempunyai

a e R, yaitu a1 2 =aa’ =e.

Untuk semua a,b,c ‘& R berlakulah :

a(t})+c)=ab+ac. :

(b—‘t—c)azba-rca.

Himpunan bilengan rasional (Q) =h % |x = a/b , a,beR,

Himpunan bilangan riil, R = [—(/J, C/)J .

b A0,

Himpunan bilangan kompleks, C = ‘Lx | x = a + bi, a,béRS‘..

5. RUANG VEKTOR. | |

-y =P
u,v’..

\
‘ |
‘

Pandang V suatu himpunan denhan elemen-elemen

. F suatu field dengean elemen-elemen « , ?,...

dan ‘jika setiap XEF dan T € V maka o:('l-l? merupakan suatu

elemen dari| V. V disebut ruang vektor" pada F jika meme-

nuhi :

Ta

Untuk setiasp G,v €& V dan & F, maka Tivev,

AT & V., ( dikatakan tertutup terhadap jumlahan

dan neregandaan skalar e




2. Untuk setiap “ﬁiﬁ?,_u?é V maka (O + T )+ W =0+

(?+#).

i
1

6. Untuk setiap ﬁ‘,??’e V dan && I*? meka o( T + 7)) =

AT + A Fa ' !

{

4, Terdapat O&V, disebut vektoe ﬁol, sedemikian hing

ga untuk setiap T € V berlaku O + T =T+0T=1
- 5. Untuk masing- mds1ng TEeV terdapat TeV sedémiki
hingga (o) + T =T + (~T) = ff.t
6. Untuk setiap T,V € V make @ + ¥ = ¥ + .

7. Untuk setisp UEV dan &, [5,’6 F berlaku (K + {2;) T

B

® T + F>?i
8.(xp ) T = (8D
9, Untuk setiap ?fé V berleku 1% = i dimana 1 adalah
elemen satuan dari F. '_
Anggota=anggota dari suatu ruang vektér disebut vektor.
Contoh |
1. V adelah himpunan semua polynom berderajat 2.

Apakah V ruang vektor 7.

Jawab :
= =

Didefinisikan opera si Jumlahan, maka :

p,](ﬁ)) + pz(ﬁ") = (aoq + a,‘,]u*-,-k -amu‘?) +(a 2+ a,12u 84
| = (aoéﬂ + 8gp) + (844 + 29p) W+

(agﬂ + a22) SC
CHES IR

H

Terhadap perkalian skal ar

(o @)

n

(30’1 + ca,],ﬁ? + ag,ﬁ )

F

= apy + a4 + ag,]ﬁ*z
¢ p@E.

- . ~ - - A

a1

du ).,




Karena semua aksioma dipenuhi, maka V merupakan ruang

vektor.

2. Himpunan A = &(x,y)]xé&R, y&R 4 dengan definisi ope~-

rasi penjumlahan sebagai berikut :

“(a,b) + (¢,d) = (ai’b)ﬂ-

dan operasi perkalian skalar K(a,b) = (Ka,Xb).

w2
.

.Apakah A \ruang veltor

Jawab :
Misal © = (a,b)
.;?.z:. (C,d)

merhedap aksioma ruang vektor, apabila salah satu tak

[
dipenuhi |meka bukan merupakan ruang vektor.

Terhadap |aksloma ﬁ,2,5“4,5 jelas d
Untuk aksioma 6 ;
(ayb) + (c,8)
(¢,8) + (a,b)

-

Perlihat T+ VAT + T

(a,0).

(c;d).

i

i

[

ipenuhi.

Karena sslah satu sksioma tak dipenuhi maka A bukan

‘ruang vektor.

'Suatg himpunan bagian W dari V

disebut ruanzg veks

| . . . o
tor bagian (subspace) dari V, jika memenuhi semua aksioma

ruang vektor, sehingga merupakan ruan

| _
Kadang disebut dengan “ruang vektor d

gian dari V

Untu% menentukan apakah W meru

\ :
cukup diperiksa berikut :

| L
e W £ ? ( W tidak hampa, untuk i
bahwa vektor O€Y ).

2. Untuk setiap e W, maka B+

3. Untuk setiap FE&W dan K& F (s

Maka W ruang vektor pagian dari V.

4

r vektor tersendiri.

i V" atau "rusng ba-

vakan ruang bagian

tu kita tunjukkan

B € W.

kalar) maka LB E W.
f .

l
;
I
!




Cbntoh :

Diketahui :

v = B2,

Buktikan bahwa W merupskan ruang vekt

bila :

). W =4[7,5,T

ii)e W =%

)l—-

E}'—&'E)nO:’j

[ er?, 2.8 - 2B =0 Ya

tertentu 6R5 .

Penyelesaian :

or bagian dari R5

dan 3’ & ? vektor

- T. Kita tunaukkan VW memenuhi. ketiga sya.c-at diatas.

| e WEP karena T =

berarti

2). Vektor se

berarti

T+ =

[O 0 OJ memenuhi
TEW .

a,]+a2+:r:13:0dan.b,]+

+qu,§a2+b2,a5+

karena (.51,,l + by ) + (232 + by )+

it

:5\1+b,l +‘a_2+b2+35+b

=®+Oa

=®¢

%), Bila skalar riil make o & =[x

jelas anggota W karena :

Aa, + K8, +o(85 = K (aq + a, + a
II.
1)e W # @ karena 0.3 = 0.0 = 0, Jjadi
2). Ambil sebarang g dan 7 e W berart
7.3 = 7.5 = 0. Jelas bshwa @ + Vv
@+7) .= "—’”-1- 7.3 .
= 0 + 0.
= C.

Jadi (Tf‘

+ D LB @+ LB

104 0.+40 =

barang & = [a,] ,,ag,aafl dan ¥ =|Tb,1,b2.,b5 Tew

bo'l‘b=00

3
b5 1 jelas € W
(35 + b5 )

55

+ b5 Je

5..1 +ﬂ<82 +°<8.3]

Ge W.

> =7

L Tud = Wb = Odan

& W karena




e

2). Ambil jx riil makaa<u € W, karena

(A D)eT = X (u..a>)f.
= < 0,
= Q.
- dan (K D.F = « (@)
- < 0.
= Oa

Jadi W ruang vektor bagian dari R”.

%3, VEKTOR YANG BEBAS LINIER DAN YANG BERGANTUNG LINIAR.

Dalam suatu ruang vektor V padé suatu field F, vek
- |
tor-vektor u},ﬁ%,..,,ﬁ; disebut bergantung linier Jiks

terdapat skalarmskalarélﬂwkg,u..,)h_ yang tidask semuanya

— . - = T
nol dari F sedemikian hingga A, u,.+ ?;2&% + oo +3knuﬁ-0

. . a . - Ny - _ -
Digebut bebas linier apablla 3K4u1 + 9L2u2 +...+:)ﬂ-§u5 =0

hanya terpenuhi oleh A, =>\2 Sees = A‘n = 0.

Suatu ruang vektor V dikatakan berdimensi n bila
dapat diketemukan suatu himpunan n veﬁtor—vektor &€ V yang

bebas linier.

ﬂ?,ﬁ%,...,fﬁ e-V disebut suatuisistem penghasil
deri V, Jlké setiap elemen u dari V dapat dlnyatakan SQm
bagal kombinasi linierldari uq,uz,...,u yaltu U ~:2:al 3
untuk suatu sebarang aié.F, 1 = 142500040
Contoh
1. Pandang ruang vektor RF5 dengan z = [1,2,1:]dan
¥ =[3,0,1]1€r"
Apakah vgktormvektor tersebut bébas linier 7
.Jawab |
:243 +;Kgb>— 0 . .
A, 01,2,17 + 05, 0,1] ..[oo o] .

?xq + 522 = Q.

e e T oo g




Q.

2>L,I + oka
\

e A
Karena A,= 0 ===> 4_3\.1 +A_2

| A -

O.

]

‘linier dan dimensinya = 2.

2. Apakah k?tiga vektor berikut bebas

& =12,3,-4] , 8 =[-3,1,2] ,°

Jawab :

aq = Aq8, A.Eaa .
=A,[-3,7,2] + >\,2[—2,
“3Ag = Ay eee (D)

Ay 8A2  ees (2)

2&,} - LI'A-E ene (5)

> 8 = ~12A, - 8A,- .

3 /.\../1 + &2.

..[_
“11Aﬂ

-1 a
= ?L-,l + 81._ .
-1 8l2,o
8hy .
2= 1/2f

g - A

2 (w1) = 4.1/2.

_[2,5,-4]

2

5
~4

i

(1 )x4 ==

(2)x1 ==5

1M

‘Dari (2):

]

Dari (3)|:

=4

'-'4‘ = —2 - -.2-l

aqmerupakan kombinasi linier dara

-—} —
dan a
2

-a->

3

3,""'4‘] -

?

tiga vektor tersebult bergantung linier.
E

Atzu dilihat determinannya, jika d%terminannya

5

X, = 0, maka vektor-vektor tersebut bebas

/ bergantung linier?

=[~2,8,-41] .

maka ke=

0

maka ketiga vektor:tersebut'bergantung linier.




THEORAMA 15

Setiap n vektor-vekior uh,Q..,

10

=3

v L
u, Jyang bebas linier

deri V, rusng vektor yang berdimensi n, pasti merupsksan

sistem penghasil dar

Seti

basis dari rusng vektor tersebut. Ata

ap si

iV,

stem pembentuk yang bebas linier disebut

u dengan kata lain,

setiap hlmpynan n vektor-vektor yang bebas linier Uqsee

- |
..ﬂf dari ruan

n |
dari ruang

Suatu

suatu field

%ektor.

g vektor yang berdimfnsi n disebut basis

s-tuple dari elemen-elemen (aq,...,an) dalanm

F disebut vektor baris. Sémua s-tuple membern-

tuk suatu ruang vektor, jika didefini%ikan sebagai bepi~

kut

ii). (aq,.

“iii). b(aq.

veetikal yai
re a,l
22
N oAy

[
i
[
i

i)- (afl,».o,as) = (b19||-m,bs) bhb ?i - bi 3 i = ’i,..,.‘.’:‘-.
..’as) + (lb/],ﬂ.ll,bs) = (a%[ + ?/{,.Cn, as + bS)Q
.oo,as) = (ba/},-»..,bas) uhtuk Suatu béF-
s~tuple disebut vektor kolom, Eila ditilis secara
tu }
AN
/ i

THEOREMA 2 =

Baris / kolo

gustu field

DEFINISI

Matriks adal

pleks) yang

m rusng vektor F° dari se@ua n~tuple.dari

F adslah suatu ruang vektor dimensi n pada ¥.
|
i

ah himpunan skalar (bilanéan riil atau kon-

. - Lo
disusun secara empat persegi panjang (menurut
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Pandﬁng matriks A berukuran (m:x n) dengan elemen

‘ .
elemennya bilangan riil.

841 ﬁﬂz vee L )

32,] 8.22 --‘: agn-

- L] L] L] - - - - -

a

m7 me a7

I
Tiap~tiap baris dari A dapat kita pangang sebagai sebuah
T

- - — [ -
VeLtOI‘. B1 La,],l,oa-;,azln_l,, B2 = [a?q,..-,aen__l,..-.,

— It

Bm = l:am1""’amn Tdapat kita sebut ?ektor-vektor-baria

dari matriks A. Maksimum banyaknya vektor—vektor baris. /

kolom yang bebas linier disebut rank dafl natriks terse—

%

but. f

Untuk mencari rank suatu matrlks dapat dicari le-

watb oper351(transform351) elementer pada baris / kolom.
E

Atau dapat pula dilakukan dengan pertolongan determlnan.
\

Suatu matriks A # O mempunyai rank =-r jika paling sedikit

satu minor berukuran (r x r) nya # O,isementara setiap

minor berukuran (r+1) x (r+1) nya jika ada berharga nol.

PERSAMAAN LINIER.
|

Bentuk dari persamaan linier ¢

a4 %Xq + 8y ‘2 + oees v, X, 0= b, dimana a; & b adalah

skalar. a disebut koeflslen dan b dlsebut konstanta dari

persamaan. ‘1,x2,...,x = kn disebut! anu. Sekumpulan

harga %, = Kj, X5 = Kojeeey X, =k disebut solusi /
aawab dari persamaen apabila terpenuhi aqﬁk1-+‘...‘+

8n kn = bo

Pandang m buah persamaan-persamaan linier dengan

n anus

Ban Ka “?’ a4 n Xf) + see 4 a.q“ ‘.Xﬂ = b,] -




X,I + am2 X2 +

12

ae + CE. Xn a‘bq

.« e e b . (%)

-0 + =
amn Xl’l bl'l

Persamaan diatas dapat ditulis dengan AX = B dimana

A = azlq a/]2 a o »

L] -~ - - L - o«

am/l am2 . L

3.,]1,1 W

berukuran (m x n) dah disebut matriks| koefisien, sedang

matriks lengkep (4,B) adalah matriks i

311_1 ti/l 2 - a8
am/‘l amg . " .

THEOR®EMA 3

Suatu susunan persemaan li

aqy, bn

nier akan mempunyal jawab /

jawab, jika| rank matriks koefisien = rank matriks leng~-

kap atau r(A) = r(4,B).

4.1, PERSAMAAN LINIER HOMOGEN

Persgmaan linier di

jike semua konstanta bi =

Bentuknya

aftfl X1+ s e s +a,lnX =O

-+ L] L] - L 4 -

L) - : X
am,l X,] + . + amn

Atau. A/] X,} + see + Anxn =

Jelas untuk persamaan=homo

sebut persamaan linier homogen.

0, persamasn menjadi AX = O.

In

|
&)

n =
0.

gen berlaku ©(A) = r(4,0).

Jadi susunan persamaan linier homogen selalu mempunyal

Jjawab.

Harga X, = X5 = es0 = X,

jelas selalu memenuhi persama&n




diatas. Maka

persamaan linier homogen

1%

selalu mempunyai -

paling sedikit satu jawabl 0,0,...,0.] yeng disebut ja-

wab trivial|/ nol.

Semua jawah vektor dari persamaan linier homogen

membentuk suatu rusng vektor di R yang disebut ruang

jawab. Dimensi ruang jawab =

anu dan r =

Jika r< n berarti ruang jawab n-r> O,

pula jawab yang
I‘=1’l,
jawab trivial..

Jika

rank matriks koefisien A.

persamsan linier homogen

(n -.r), dimana n = banyak

maka didapatkan

tidak nol / non~trivial. Sedangkan untuk

dimensi ruang jawab n-r = O maka didapatkan hanya

terdiri dari m buah

vektor-vektor koloi Aﬁ,m..,An berkomponen m buah. Jadi€ R®

maka Jjumlah

maksimumr vekbor-vektorkolom matriks A yang

bebas linier sema déngan n, atau r(4) < m. Jadi untuk

m {n pasti

4,2, PERSAMAAN LINIER:NON HOMOGEN .

ada Jawab ﬁon-trivial.

Susunan persamaan linier non homogen :

=b,| .

- L] - -

am1

Atau A1 X4

X1 + - 89

+ soe + An_x

».n;

- - & " -

+ a

mn *n by -

IL

= B, dimana

COTRN adalah

vektor-vektor kolom dari matriks koefisien A.

.. E .
Persamaan linier non homogen akan mempunyai. jawab

bila v(A) =

THEEQORAMA 4 |:

Semua Jawab
gen AX = B,

khusus non

homogen AX =

r(&,B).

vektor dari

berbenbuk 2

&

t
|
|

b
f
f

susunan persémaan linier non homc. .
[

= x' + y, dimana x' adalah jawab
! .

Bdan y adaléh suatu Jjawab umum
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Persamaan linier non homogen dari AX = B akan mem-
punyai jawab non trivial jika (&) -n.
Untuk jawab |z = x' + y, dimana y tidek hapyz O maka .z

yaitn jawab nonthomogen tidak tunggal. Kalau r(4) = n,

maka persamaan homogenﬁya hanya mempunyai jawab O.

5, POLYNOMIAL ‘TAK THERURAI ( TRREDUCIBLE).

Polynomial dlnyatakan dzlam oentuk :

By + 84 X + eee + B, xn dan disebut poLynomlal derajat:.

n dalam F jika koefisien aqgaz,.n.,anfelemen dari field F
den a, # O. Pergandaan dan jumlshan darl polynomial-poly-

nomial dikerjakan sepertl biasa. %
|
Suatu polynomial di dalam F dlsebut terural di dae

lam F Jjika ﬁolynomlal tersebut merupakan hasil kali 2 po-

|
lyncomial dalam F yang:ma51ng~m331ng d%ngan derajat terke-
cil 1. Polynomial yang tidak dapat dibraikan disebut tak
!

terurai. Jadi polynomial tzk terurai ﬁalah polynomial

yang tidak dapat difaktorisasikan ata% faktor-faktor
yang pangkatnya lebih rendah kecuali Unit atam konstan.
Jika| £(x) = g(x) h(x) merupaksn suatu hubungan
antara polynomial-polynomial f£(x), g(x) dan h(x) dalam F
maka g(x) disebut pembagi f(x) dalam field F, gtau:g(x)
mefupakan faktor dariff(x).
Telsh kita ketahui puia bahwe derajat f(x) adalah sama
dengan jumlah deraﬁat'g(x)'dan h(x), sehingge jika g(x)

atau h(x) tidsk konstén maka masing-masing mempunyai

derajat yang lebih rendah dari P(x).

Dari sini didapat bahwa faktorisasi berhingga dari poly-

nomial dapat djnyatakan sebagal hasil Eéli polymomial-

polynomial Fak teruar1 dalam fiedd F.

RN
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Menqrut algorifma pembagian, unbtuk setiap 2 polyw:
\

nomial=-polynomial f(x) dan g(x) yaitu £(x) = a(x) g(x) +

r(x) dimana q(x) dan r(x) polynimial tunggal dalam F dan

derajat r(x? adalah lebih rendah / kecil dari dérajat g(x).
r(x) menentékan pula seczra tunggal polynomial dengan derm=s .
rajat lebih kecil dari derajat g(x), sedemikian hingga

f(x) - r(x) | dapat dibaéi oleh g(x). r(x) disebut sisa

dari f{xJ.

Dan Jika o adalah sustu akar dari polynomial f(x)

dalam F, maks X -~ o« adalah faktor dsri f(x) € Fy Akibat-

nya suatu polynomial dalam field tida? mempunyail  akar
yeng -lebih dari derajatnya.

LEMMA

Jika f(x) polynomisal tak terurai derajat n dalam F, make
' E

tidak terdapat 2 polynomial yang masiﬁgmmasing berderajat i-

lebih rendap dari n dslam F yang hasil kalinya dapat di-

bagi oleh ka).






