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Beberapa pendekstan sederhana a%an dibicara-

han disini. Setiap pencdekatan mempunyal kesalahan yang

dikatakan kesalahan pembulstan. Kesalahan ini ditandail

dengan notasi O.

Cambar 2.,1.1.

aerah kontinue dalam dimensi dua.

Gambar 2.1.2.

laerah diskrit delam dimensi dua, h
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Pandang persamaan dalam dimensi dua.

L (u) = ¢ “u = u (x, y)
dalam daerah D, untuk menentukan syarat batas disekitar
D. Misalkan titik Pi i vang. berbentuk diskrit merupakan
o P | _

.pendekatan dari daerah D dengan jarak tetap h = ax dan

k = ay. Pendekatan sederhana untukzéil dinotasikan
Sx i, j
dengan Ui i~ U (ih, jk) yang akan dipakai sebagai so-
. > .

lusi exact dan Ui j pendekatan diskrit. Perkembangan
2

deret Taylor untuk U (x+ax, y) diberikan oleh :

U (x+ax, y) = U (x, ¥) + Aax éﬁ (x, y) + L&Elz
dxX 2!

32U (x, y) + (ax)’ 27U (x, y) + O [:(Ax)ﬂ
>x? 31 ax>

Deret dibagi Ax menghasilkan



U (xesx, y) = U {x, y) + 23U (x, y) + 0 (ax)
AX Ax X

3U (x, y) = [U (x+ax, y) - U {(x, y)]/Ax + 0 (ax)
2 X :
0 (ax) adalah pembulatan kesalahan yang berupa konstan-
ta, yang bisza berupa bilangan positif atau negatif.
Differensi Forward (maju) ini adalah order pertama se-
derhana dengan pendekatan. Dalam pemberian notasi index

dapat ditulis :

2u =

11U, .= U, .1+ 0 (h)
3% li,j 2 [ 1f1,3 1,3] (h)

Begarnya 0O (h) menggambarkan notasi asymptotik untuk

pembulatan kesalahan pada pendekatan ini.

Untuk Differensi Backward (mundur) diperoleh
dengan keadaan yang sama., Pandang deretv Taylor

U (x-ax, y) pada titik (x, ¥)

U (x~ax, ¥y) = U (x, ) - (ax) 22U (x, y) + Lﬁﬁlg
1 ax 2t

225 (x, ¥) - ex)® % (x, 3) + 0 [an)4]
2x? 3L 3%’

deret dibagi Ax menghasilkan :

U (x~ax, ) = U x, y) -2U (x, y) + 0 (ax)
AX AR oX

23U (x, y) = [U (x, . ¥) - U (x~4x, Y)J/AX + 0 (ax)
ox



Akhirnya didapat Differensi Backward (mundur) order sa-

tu dalam pembulatan kesalahan dengan notasi index.

3

-

X \i,j ) % {Uisj " Ui~1?j] + 0 (h)

Q)

Cara yang lebih mudah untuk memberli gambaran |
tentang pendekatan order yidng lebih tinggi pada 9U ada-
2X
lah dengan mengurangi deret Taylor U (x+ax, y) dengan

U (x+ax, y) = U {x~ax, y) = 2 ax 39U (x, y) +
) Sx

(6x)3 3% (x, ¥) + 0 [(an)?]
5 Dy ?

Pendekatan order dua dihasilkan dengan membagl persama-

an diatas dengan 2ax

U (xsax, y) = U (xeax, y) = U (x, 3) + 0 [(ax)?]
2 AX ox

°U (x, y) = U_(x+ax, y) - U (x=A%, ¥} + O [Cﬁx)Zl
P | _ 2 AX

Dalam notasi index ditulis :

2T = U, 4~ U + 0 [(ax)?]

~ + . i—ﬁsi
ox ii,] A% :

Pendekatan derivatif parsiel kedua dapat diperoleh de-
hgan men jumlahkan deret Taylor U (x+ax, y) dan

U (x-6%,7) .



U (x

QEE (x, v) + 0O [(A#)z]
ax2 .

éfﬂ (x, y) = U (x+ax, y) - 2 U(x, ¥y) + U (x-ax, 7)

d x° (ax)?

+ 0 [(ax)?]
Dalam notasi index ditulis :

. 2
101,37 2 05,5 " Uiaq, g v OB

ne

2%
dx2

= U

i,
Contoh soal :
VoU = U * Uyy dengan jarak yang sama (h = k).
Tentukan nilei V2U 1

Jawab : |

2
VU..UXX+Uyy

|
VU i, UXXli’j Uyy i,

| 2
) [Ui+1,ji =205, Ui—‘l,j]"' 0 (%) «

ol B

‘ 1. 2
» [Ui,;-m= -2 Ut Ui,,j-11+ 0 (k%)

L

Karena h = k maka

- - . . U, .
“i41, ] 2 Ul,j * U1~1,J] * o [ i, j+1
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: 2
U. . . s
2 1, 5 + U1,3—1 + 0 (h%)
dengan O (hz) konstanta sembarang.
Sehingga 3

2 —_

o

14 + U, .o+ U, . U, ., =

;o = U. .
1,4 ig L i+7,] i-1,] 1,J+1 i,J-1
2
4Ui,j]+ 0 (%)

2 .2. PERSAMAAN. PARABOLA
Pada umumnya model matematika secara fisika
merupakan bentuk khusus dari persamaan umum differensi-

al parsiel order dua yang berbentuk :

L (u) = 2+2B8U +CBU-H(x,y,u,aU,
a 2 3 X3y ay2 2X
) . e s e (242.1) ’ ‘ :

Persamaan diatas dikabskan semi linier jika A, B dan C
merupakan fungsi independent variable x dan y saja.

Jika A, B dan C merupakan,fungSL dari x, y, u, oU dan

Sx
dU maka L (u) disebut persamaan quasi linier.
oy
Sedangkan jiks A, B dan C qdalah fungsi dari u, 2U, 2U
9X ay

maka persamaan diatas disebut linier.
Pada umumnya sebagian besar persamaan differensial par-
siel linier order dua dalam dua variable independent x

dan y dinyatakan sepertli :



A (x, 7) 3%y + 2 B (x, y) 32y 4+ ¢ (x, ¥) 2%y +

ax2 D X3y ayz
D(x, yJ AU+ E (%, yJ 23U + F (x, ¥) U + & (x, y)
X 2y
=0 ' ceen. (2.2.2)

Jika G = O persamaan differensial parsiel diatas dise-
but persamaan yang homogen; Sebaliknya jika G # O meaka
persamaan disebut tidak homogeh.

Solusi persamean (2 .2.1) atau (2..2.2) akan
berbentuk U (x, y) yang digambarkan dalam daerah
(x, y, u) vang dikatakan.integral permukasn. Jika pada

permukaan ada kurva-kurve helintang yang mempunyai de-
2

U , adglah discontinue

rivatif parsiel 9°U , 2°U ; 9

8x2 oxay oy
maka_kurva;dikatakan sebagal kufva'karactexistik.-ﬁi-
‘salkan solusil persamaan (2.2,1) melewati‘kurva_fﬂ'yang

mempunyal. persamaan parsmeter

x = x (s) vy =Y (s)l u=u (s)
ceess (12..2.3) .

dianggap juga bahwa pada setiap titik (x, ¥, u) pada
wurva /| derivatif parsielnya dU dan QU diketahui.

Ix oy
Jika solusi berbentuk U = U (x, y) pads setiap titik x

dan y pada kurva /7 akan didapat persamzan
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dU = 2V dx + 2U dy
ds 2x ds 2y ds

Misalkan diambil

v
s
i

o)
]

p (x, y).

q {x, y)

o
[
it}
Kol
il

Maka didapatkan bentuk persamaan

dp =2p dx + 2p 4y
ds 9x ds 2y ds
dg = g dx + 29 4y
ds X ds oy ds

Dari uraian diatas akan didapat tiga persamaan sebagail

berikut :

A93% + 2B23%U +623°U=H
3x? 2 X9y ayz

ax 92U + dy 2°U = au,

ds 542 ds 2 x3Iy ds

ax 2%y + gy 2%y = au

ds ds L
o xy Iy ds

Ketiga persamaan ini dapat dinyatakan dalam bentuk ma-

trix.



_ _ . - Y
A 2B ¢ | 3%y H
ax2
52 -.
dx dy O ) = au_,
ds  ds dxdy T
o 2 ‘
0 dx 4y o U Uy
i ds ds _ L;'yz _i_ ] -C:[S

Solusi persamaaﬁnya ada dan tunggal Jjika determinant
matriks tersebut tidak sams dengan nol. Jika determi-
nant‘matriks sama dengan nol, maka ada banyak solusi
yang mungkin, Sehinggé persamaén tidak menentukan deri-
vative parsiel secara tunggal.

Untuk menentukan karacteristik suatu keluarga persama-

an, dliambil determinant sama dengan nol.

A 2B C
dx dy 0 | =0
ds ds

Dari determinant ini dapat disederhanakan menjadi :

A (gy)?-2Baxdy+C (dax)®=0
ds ds ds ds
2 .
A dy ) -2Bdy+C =0
dx

Sekarang digunakan rumus ADC
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Solusi dapat dipecah menjadi dua persamaan

!
o

LS
Aay - ( B+ VB2 a0 ) ax

—\
Ady - (B- VB2 _ac) ax

il
O

Solusi dapat dinyatakan seperti :

]

v, (x, y) = konstanta

L R ) (2.2-4)

v, (x,” y) = konstanta

Jadi ada dua keluarga dari kuva-kurva yang diberikan
oleh persamaan (‘2.2.4) sepanjang derivative parsiel
order dua tidak ditentukan dslam batasan tertentu.
Kuva-kurva dikatakan karacteristik nyata, terpisah dan
tertentu atau riel ataupun imajiner, tergantung dari

harga dibawah ini

B2 - AC > 0
B2 = AC = O atau

B% - ac {0

11



Persamaan differensial parsiel (2..2.1) dikatakan Hy-
perbolic jika B° - AC > 0 , atau bisa juga dikatakan
persamaan tersebut mempunyai dua akar riel dan beérlsin-
an. Persamaan dikatakan Parsbolic jiks sz#'AC =0,
&%auﬁpersamaan[tgrsebut mempunyai dua-akar.riel yang

 berimpit. Persamsan dikatakan Elliptic jika‘B2

- AC<O
atau:dengaﬁ kata lain persamaan tersebut mempunyai-dua
akar yang immajiner. . .

-Diberikan ?ontéh;tiga‘typa bentuk umum per-
samaan.

(1) Persamaan aliran panas merupakan type Parabolic

- 3%y

y 3% .

o
o

v

(2) Persamaan gelombang merupzkan type Hyperbolic

azu'= 32U

9y2 ax2

(%) Persamaan laplace merupakan type Elliptic

Dianggap bahwa semua pembicarasn ini mempunyai solusi,
solusinya tunggel dan tergantung langsung terhadap da-

ta yang diberikan.
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