BAB II

ALJABAR BOOLE

_ Teory swiching terutamzs membahas analisa fharekteristik,
minimi=zasi dls) serta perwujudan suatn jenis fungsi khusus yang
terdefinisi dalam sustu Jenis  aljabar khusus yaitu =aljabar
switching. :

Aljabér switehing merupakaﬁ jenis khusus dalam aljabar Boole.
Aljabar switching yang mengaﬁdung hanya dua elemen yaitu "0"  dan
"1 ;merupakan aljabar Boole dua elemen (aljabér .Boole tak
berubah yang paling sederhsana).

Pada dasarnys, aljabsr Boole merupakan landasan matematiks bagi

seluruh bidang teori switching.

2.1. Definisi pada aljabar Boole

Definisi 1

Suatun himpunan B dengan dna operasi biner vang masing-masing
dissjikan dengan "+" dan "." disebut aljabar Boole, jika dan

hanysa Jjika postulat-postulat berikut dipenuhi
1. Kedua operasi tersebut mempunyai sifat komutatif.

2. Terdapat elemen satuan untuk kedua operasi tersebut
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lambang "0" adalah elemen satuan dari "“"+" dan "1" elemen

satuan dari

3. Tiap operasi distributif satu terhsdap vang lainnya vaitua:

(b . ¢y + a=«(b + a) . (¢c + ad
a+ (b .ce)=(a+b). (a+c)
a . (b+c)y=(a . b)Y+ (a8 . c)
(b+c) .a=(b . a)+ (¢ . a),

untuk &, b, ¢ B




4. Untuk setiap a € B, terdapat &’ <« B sedemikian sehinggé

2 +a = 1 dan =

a°

=0

elemen n° disebut komplemen dari a

Ceontoh :

Jika A suatu himpunan sebarang, dan ph
himpunan bagian dari A maka (PA, U, ) merupakan suatu

aljabar Boole.

adalah koleksi

2.2 Beberapa teorema penting dalam aljsbar Boole

Teorema 1

Untuk setiap a € B, B suatu aljabar Boole maks berlakn

a+ a = a dan =& . & = &.
Bukti =

(1) a=a+o
.= a + aa’ _
=(a + a) (a+ a’)
= (a + a). 1.

= 8 + 3

(2). a=a(l)
' = a (a + a’)
= aa + @a
= aa + 0

= aa

o

RKeterangan : a
Teorema p

Untuk gsetiap a € B, maka:a + 1

Dengzan
Dengan
Dengsn
Dengan

Dengan

Dengan
Dengan
Dengan
Dengan

Dengan

cukup ditdlis dengan aa

1 dan

postulat
postulat
postulat
postulat
postulat

postulat
postulat
postulat
postulat
postulat

b B W o N

N = Wl B

semusa



Bukti :

( 15 1 =a + &’ : Dengan postulat 4
= a + 8’ (1) . Pengan postulat 2

= (a + a’) ka + 1> Dengan postulat 3

=1 (a+ 1) ; Dengan postulat 4

= a+ 1 : ‘ Dengan postulat 2

(2) O6=a.a Dengan postulat 4
=a . (a’ + 0) Dengan postulat 2

= (aa") + (a . 0) Dengan postulat 3

=0+ (a . 0) Dengan postulst 4

=a . 0 j Dengsn postulat 2

Teorema 3

Untuk setiap pasangsn terurat (a,b), a,b € B berlaku -

a + ab = a dan .a& (a + b) =
BUI{ti H
a=1.a - Dengan postulat Z2 -
= (1 + b)a Dengan teorema 2
= ia + ba ; : Dengan postulat 3 & 1
= a + ba i Dengan postulat 2

a + &b : Pengan postulat 1
Pembuktian a(a + b} = a identik dengan pembukitian a + ab = a

Rumus .dalam teorems 3 diéebut;sebagai Hukum Penyerapan (Law of
Absorption) dan memegang peraﬁan penting dalam rumus-rumus Boole,
Juga sangat berguna dalam mengartlkan aljabar Boole dalam alaabar

hlmpunan

Dapat dicatat bashws mereks menunaukan kaitan yang Jjelas antara
beberapa aturan distribusi



Contoh :

r(a + b)Y (a + ¢) = ga + hc + ba + be Dengan Postulst 3
= a+ ac + ab + be Dengan Teo 1 & Post.1
a + be Dengan Teo 3 (dua kali)

Teorema 4.
Pada setiap aljabar Boole ,setiap operasi biner ("+" & *.")
adalah assosiatif. .
Maks untuk setiap a,b,c:e B, berlsku
a+ (b + ¢y =(a+ b) + ¢ dan a(ab) = (ab)e
Bukti :

Pertama akan diperlihatkan : a + a(be) = a + (ab)ec

Y : Teorema 3

a + a{bc) :
' a (a + c)' Teorema 3

(a + ab) (a + ¢ Teorema 3
a + (ab)cg ' Postulat 3 ....(I)

Selanjutnya di tunjukan :@ & + a(bec) = a’ + (ab)e

‘a’'+ a(be) = (a” + a) ta' + be) Postulat

3
= 1 {(a" + be) Postulat 4
= a’ + be Postulat 2
= (a” + b) (a’ + e) Postulat 3
= (1 (a’” + b)) (a" + ¢) - Postulat 2
= ((a’ + a) (a’ + b)) (&’ + c) Postulat 4
= (a’ + ab) (&’ + ¢) Postulat 3
= 5" + (ab)c Postulat 3.(II1)

Jiks kedua persamaam tadi kita kaliksan,diperoleh

(a + é(bC)} (a’” + a(be)) = (a;% (ab)e) (a” + (able).......... (I1II)



Ruas kiri dari persamasn (III) dapat direduksi,

(a + a (be)) (a° + albe))

Seperti halnya ruas kiri,

(a + (ab) ¢) (& + (ab)e)

= #(bc) + as’

= albe) + O

= a(bc)

Qa(bc} + a) (a(be) + a’) Postulat

1
Pogtulat 3
Postulat 4
Postulat 2

ruas kananpun direduksi,

H]

{ab)e + aa’
{ab)e + O
(ab)c

{({gh)es + a) ((ab)ec + 8"y Postulat 1

Postulat 3
Postulat 4
Postulat 2

Maka persamzgan (III) menjadi lebih sederhans yaitu ,

al(be)

{ab)c

Terbukti‘assosiatif ; dengan cara yang sama dapat dibuktiksan

Dengan demikian dapat dituliskan

Teoremns 5

a + (b + cf = {(a+ b)) + ¢

{ab)e

(a + b)Y + ¢

a(bec)

= abc

a + (b + )

a+ b+ c

Hanya ada satu dan hanva satu elemen a’ yang memenuhi

a+ a = 1 dan a’.

Bukti :

a

= 0

Andaikan ada x dan v deﬁgan X,y € B

a + X
a + vy

dan
dan’

8.%
8.y

vang bersifat

0
0



HMaka : . X = 1x . Postulat 2

= (a + y) x .~ Dari Asumsi
= (8x + yx) . Postulat 2,3
=0+ yx - Dari Asumsi
= VX " Postulat 2
= Xy Postulat 1
= xy + 0 : Postulat 2
= Xy + ay - Dari Asumsi
= (x + ay y  Postulat 1,3
=1y - Dari Asumsi

v ; Postulat 2
Jadi ?erbukti elemen komplemeh suatu aljabar Boole unik
Tecre@a 8
Untuk setiap a € B, maka (a’") = &
Buktié

a+a =1, a8 = d
Dari éostulat 1,4 & Teorems 5, kondisi ini mengakibatkan (a’" )’
Teorema 7
. Dalam setiap aljabar Boole, 0° = 1 dan 1" = 0
Bukti  :

Dari Teorema 2, 1 + 0 = 1 dan 1.0 = 0

dari Teorema b, untukfsetiap a hanya ada satu a’,

persamsan inil mengakibatkan 0" =1dan 1" = 0

Teorema 8

Untukgsetiap a,b € B, maka .
(ab)" = a” + b’ dan (a + b)) =a b’
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Bukti :

Pertaﬁa,
(gb) (a’ + b’) = aba’ + abb” Postulat 3
; = 0.b + 8.0 Postulat 1,2,4
=0 ' - Teorema 1,2
RKemudian,
(ab) + (8" + b)) =8 + b + ab Postulat 1
=(a’" +b” +'a) (a” + b” + b) Postulat 3
= (1 +b") (1 +a") Postulat 3,4
= 1 j Postulat 2

& Teorema 2
Dari Postulat 4 dan Teorema 5 kondisi ini mengakibatkan
(ab)” = a’ + b’

2.3 Aljabar logiks

: Aljabar Boole dapat Hiinterprestasikam sebagai aljabar.
himpuﬁan dengan memilih himpunan semesta. Salah s=satu aljabar
Boole; vang sangat penting daiam teori switching adalah aljabar
Booleé dengan dua elemen yaitﬁ 0 dan 1. Aljabar Boole dengan dusa
elemeﬁ sering dinamaksan aljabar Boole minimum.

Selanjutnya, sering dikatakan bahws aljabar Boole minimum diiso -
morfkén dengan =liabsar iogikai Dimana elemen 0 dipadankan dengan
“SALAH", elemen 1 dipadankan dengan “BENAR“.Dengan kedua
opera$inya dipadankan dengan i“DAR" & “ATAU".

- Dengan adanva keisomorfan tersebut, maka untuk selanjutnya
kita :akan mengekwivalensikan?nama aljabar Boole minimum dehgaﬁ
aljabar‘logika.

Aljabﬁr logika sangat penting;peranannya dalam‘rangkaian logiks (
rangkaian switch ), karensa itﬁ pads bab ini skan dibahas aljabar
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logiks secukupnya.

2.3.1 Variabel logika

Variabel dalam logika adalah sesuatu yang mempunyai nilai
"benarf atan "salah", “ya" aﬁau ”tidakf, "1" atau 0, "OFF" atan
"ON" dan 1ain-lsain. Variabel-variabel ini dilambangkan dengan

simbol x,v¥,2, ......

Contohé:

(1) P (variabel) menyatakan keadaan Si Peter
Si Peter Sakit, P bernilai benar.
Si Peter Sembuh, P bernilai salah
F adalah suatu vériabel vang menggambarkan keadaan
51 Peter.

(2) Switeh merupakan -salah satu penerapannya.Nilai dari
dua kesdaan (Twofstate) vang berbeda.
a. Switch dalam kesdaan tertutup (benar).
b. Switch dalam keadsan terbuka (salah).

e |

Q

e

v

Switceh tertutup : ' Switch terbukas
(a) | : . (b)

G#mbar 1.

2.3.2. Operasi logiks

Hanva ?da tigsa operasi dasar dalam logiksa vaitu,

(1> Kopjungsi (perkalian 1logika), disebut jugsa DAN (AND)

disimbolkan dengsn "

(2) Disjungsi (penjumlahan logika), disebut juga ATAU (OR)
disimbolkan dengan " + "
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(3) Hegasi disebut TIDAK (NDT}, disimbolkan dengan tanda " ~ "

atza "

2.3.3fFungsi DAN (AND)D

-Fungsi DAN diilustrasikan pada analogi berikut ini, grup A B
terdiﬁi Peter, John dan Sue, disimbolkan sebagai A = P.J.5, A akan 3%:
berniiai benar jika Peter haair (benar}, John hadir (benar) dan
Sue hadir (benar). Tapi A akan bernilai salah jika salah satu
anggantanya absen. . : ;f

EJika digambarkan dalam rangkaian listrik. Perhatiksan gambar |
2 dibéwah ini; Lampu azkan men?ala Jiks semua switch di "ON” kan

(analogi dari hadizr)

Ranghaian listrik. fFungsi DAN (AND)
Gambar 2.

Rangksian logika yang mengiluétrasikan fungsi DAN disebﬁt gerbang
DAN . -
Gambar 3. menunjukan simbol logika untuk dua masukan (input)} pada

gerbang DAN.

Gerbang DAN (AND)

Gambar 3.
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‘Untuk memperlihatken semua kondisi masukan dan keluaran dalsm
gerbang logika digunakan tabel nilai kebenaran.

Keadasan A B A.B
i B B B
2 B S 8
3 S B S
4 S 5 S

Semuﬂ;masukan dan keluaran mempunyai dua kemungkinan nilai yaitu
"benar” (B) dan "salah" (5).

2.3.4% Fungsi ATAU (OR)

?ungsi ATAU dapat diilustrasikan dalam analogi di bawah ini.
Grup A terdiri atas Peter (P); John (J), dan Sue (S8). Waskil dari
group ini bisa Peter, John atau Sue atau kombinasi dari mereka.
Keadasn ini disimbulkan Z = P+ J + §
Déngaﬁ Z adalah wakil dafi group A, Z benar Jiks P benar (Peter
hadir},_ atau J benar (John hadir) atau 5 benar (Sue hadir), Z
salah jika seluruh anggsuta abaen.

f Jika digambarkan dalamfrangkaian listrik, seperti gambaxr 4

dibawah ini.

o’

P

o

J

o
—— 3 oL
T

Rangkaian listrik fungsi ATAU (OR)
Gambar 4.
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Switeﬁ dirangkai secara paralel untuk melukiskan fungsi ATAU.
Simboi logika untuk dua masukan pada gerbang ATAU dapat dilihat
pada gambar 5.

Tabel nilai kebenaran untuk dua masukan pada fungsi ATAU sebagai

berikﬁt,

Keadaan A B A+B

(ST 7o B v B v ]
nrmowm
(o I v v I v+ R v

Gerbang: ATAU (OR)
Gambar 5.

2.3.5% Fungsi TIDAK (NOT)

Fungsi TIDAK (NOT) terjadi karena adsnya operasi komplemen.
RKonsep ini dapat diilustrasik&n pada gambar di bawah.

Rangkaian listrik: fungsi TIDAK (HOT)
Gambar 6.

Jika SWitch tertutup (A") maka lampn indikator L aksn menyalsa.

Sebaliknya Jika terbuks (A), lampu indikator akan padam. Dapat
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dikatakan lampu dalam keadaah "ON" (truc) apabila switch tidak
dalam keadaan aktif (tertutup}. Kondisi ini diekspresikan sebagai
L = A7 (A": baca tidak A).

Simbol logiks dsri fungsi TIDAK dapat dilihat pada gambar 7.

Keadaan A AT
1 B S
s B

A : A°  atam = A’ {:::D A

Gerbang TIDAK (NOT)
Gambar 7:

Rengkaian logika” yang membuat fungsi TIDAEK disebut Inverter,
sﬁatuEinverter akan menghasilkan keluaran vang berlawanan dengan
variabel-variabel masukan. Jika A sebagal masnkan maka A’ (tidak A)

akan $ebagai keluaran, begitu pula sebaliknysa.

2.3.8 Fungsi logika

EKetiga dasar-dasar fungsi tersebut diatas, yaitu DAN, ATAU,
dan TIDAK dengan berbagai macam kombinssinya akan membentuk suatu
rangkéian logikas vyang banyak digunakan dalam kompunter msaupun

alat-slat elektronik lainya.

‘Misalnya pada masalah di bawzh ini suzatn rapat / forum
dikatdkan sah Jika tiga perempat dari anggautanya hadir.
Seandsinya anggautanyva ada 3 {tiga) orang (untuk mempermudah)

maka fapat dikatakan ssah jika?hadir 2 orang atau 3 orang.

?Pada masalah tersebut, ékan suatu rangkaian logiksnys.
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Sebutgsebagai variabel - variﬁbelnya untuk R (Rapat sah) adalah
A,B dan C . . )
Maka fungsi logikanya adalah :

R = ABC + A’'BC +;AB’C + ABC~

Fungsi ini dapat disederhanakﬁn sebagai berikut

R

H

A (BC + B'C'+ BC') + A'BC
A (B(C + C) + B'C) + A'BC
AB + AB'C + A'BC

Maka fangkaian logikanva adalah sebagai berikut

A -

w
i
N\

Rangkaian logika R = AB + AB'C + A’BC
Gambar 8.

2.3.7 Fungsi XOR (Exclusive-OR)

EFungsi XOR (Exclusive—OR} adalah perluasan dari fungsi DAN,
ATAU dan TIDAK. _
Fungsi ini dapat diilustrasikan sebagal analogi dibawah ini.
Suatu%grup A , terdiri atas dﬁa orang , yaitu Bob dan Cicilia

"Untuk  menyelesaiksn tugas , diperlukan seorang wakil dari group

terseﬁut ,yaitu Bob saja stau . Cicilia saja ,tapi tidak kedua -
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duanys E
Ungkaéan ini disimbolkan sebagai R = B ® C dengan B (Bob) vang

menyelesaikam dan C (Cicilia);yang menyelessaikan.

Dalam hal ini, R akan bérnilai'benar jika B benar atsn C
benar; dan bernilai salah Jika (B.C) benar atan (B .C°} benar.

Operatar dari Exclusive-0R disimbolkan dengan "@",

Gerbang XOR dan tabel nilai kebenaran dapat dilihat pada gambar

dibawsh ini.

' Keadasn A B A @B
1 B B S
2 B 5 B
3 3 B B
4 S S S
A A®B
B

Gerbang Exclusive—OR (XOR3}
Gambar 9.

Eungsi XOR ini dapat juga dinyatakan dalam fungsi-fungsi
DAN, iATAU lHan TIDAK. Jika XQR dinyatakan dengan fungsi logiks
menjadi '

B & C=BC" +B°C atau B e C = (B+CY(BC)~

Rangkaian logikanya dapsat dilihat pada gambar 10 dan 11 dibawah

ini.
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B: [_l )j
. ? ) BC'+B’C

D = R

Rangkaian logika B @ ¢ = BC'+B'C
Gambar 10.

s

)————— (B+C)(BC)”

.

>

Rangkaian logika B @ C = (B+C)(BC)’ b
Gambar 11.

2.3.8;POStulat—postulat,teoreﬁa~teorema serta rangkaian logikanya : H

Postulat-postulat, hukum-hukum dan teorems dibawah ini akam
sangat berguna dalam penyederhanaan dan pemakaian dari fungsi
Logika (Boole). '

2.3.8.1 Postulat-postulat. B Aljsbar logika, a < B,

2

( jika a = 0 )
= 0
=1
=0

( jika a = 1 )
= 0
=1
= 1

B W O ks
[SSR  R -
RO o S o= T - I
O = O =
e e
[ S
-
+ +
v B R > R s
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5.a. 1" = 0 5.b. 0 = 1

Karenﬁ postulat, dengan sendirinya harus diakui kebenarannya.
Postulaﬁ la dan 1b mehyataﬁan suatu variabel hanya mungkin
bernilhi "1" atau "0O" i

Sedang:Eostulat 2a, 3a, 4a méndefinisikam Fungsi DAN.

Postulﬁt Zb, 3b, 4b mendefiniéikan fungsi ATAU.

Postulﬁt 53 dan 5b mendefinisikan fungsi TIDAK.

Rangkaian logiksa dari postulat-postulat diatas dapat dilihat pada
gambarz— gambar di bawah ini.

0 — 0 =0.0 1 1=1.1 ! 0 = 1.0
0 — 1 — pip—

Rangksaian logika dari Postulat 28, 3a, 4a.
Gambar 12.

0 — 0 = o+g 1T 1= 141 b 0 = 140
0 — 1 : 0

Rangksaian logiks dari Postulat Zb, 3b, 4b.
- Gambar 13.

1 Djl'z-u . 0 ||>O-o':

Rangkaian logika dari postulat 5a, 5b.
Gamber 14.

2.3.8.2 Gifat-sifat aljabar logika

| Sifat-sifat yang dimiliki oleh aljasbar pada bilangan real
juga dimiliki oleh aljabar logika. Namun harus tetap kita ingat
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aljabaﬁ logiksa hanys memiliki dua elemen.

Bila B aljabar logika a,b,c € B maka berlaku sifat-sifat

- Komutatif

B.a.:a.b = b.a 8.b. a+b=b+ 2
- Assosiatif

7.a. al(be) = (ab)e ?.b. 3+ (b+¢)=(a+ b)+ec
- Distributif

8.a. . a(b + ¢) = ab + ac 8.b. a + be = (s + b) + (a + ¢)

- 8ifat komutatif ini menyatakan, pada suatu rangkaian listrik,
urutan dari varishel masukangtidak mempengarnhi keluaran dari

rangkalian

fﬁ - Sifat assosiatif menyatakan, pada suatu rangkaian listrik

pemindahan tempat masukan, tidak mempengaruhi hasil keluaran.

- Sifat distributif dibuktikan ‘dengan sifat-sifat perkalian

aljabar.

Rangkaian logika dapat dilihat pada gambar 15. di bawah ini.

A — 8.8 _ 27T N\ _B.A
B — A —

Rangkaian logiksa untuk'MEmperlihatkan sifat 6a

4 f A+B - B — B4-A
B — A

Rangkaian logiks untuk memperlihatkan sifat Bb.
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j A.(B.C) AT ) A.B
: _ B — -'__-. _
o ‘) (A.B).C
C _

ﬂangkaiam logika untuk mémperlihatkan sifat 7a.

B+C

A+(B+C): A :Dﬂ
. . B .
| _'“") ) (A+BY4C

C ) '

Rangkaian logiks untuk memperlihatkan sifat 7b.

+C

o - B A.B
ﬂ.(B+C}; _ s
) s DM

Rangkaian logika untuk mémperlihatkan s#ifat 8a.

A+B

:Da.c

| \(A+B) . (A+C)

‘ +C |
C N

Rangkaian logiks untuk memperlihatkan sifat 8b.

Gambar'15.
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2.3.8.3 Teorema-teorems

Teoremza - teorema - berikut mendefinisikan penggunaan

(1} [}

operafor—operator ' dan "+" ‘pada variabel-variabel logika.

2 . a =& dsn & + & =.8 Teorema 1

d . 0 =0 dsn a + 1 =1 Teorema

2
a . a'= 0 dan = + a'= 1 Teorema 5
8

a = (a’ )’ : Teorema
Bukti dari teorema diatas, dapat dilihat pads pasal 2.2.

simbol-simbol logika dari teorema-teorema diatas adalah seperti

terters pads gambar 16.

A A.A=A | A — A+A=A
A — ; A |

Teorema 1

A — A.0=0 _ A A+1=1
6 — | 1

Teorema 2

A )'ﬁA.A':o . ¢ A
‘p‘?_‘ - A r i ' A’

Teorema 5

v Ny_anyes
>

Teoreﬁa 5
;Rangkaian logika dari teorems -teorema 1,2,5 dan B

Gambar 16
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Teorema De Morgan {teorema 8),

Jika a,b,c < B , maka berlaku
a’.b’.c” =(a+b+c¢) dan a + b + ¢ = (a.b.e)’

- Salah satu metode penyederhanaan dari fungsi logika adal-
ah dengan menggunakan ekwivalensi dari teorema De Morgan.
Rangkaian logika teorems De Morgen adalah sebagail berikut

D

A'B'CT _ g —\ A+B+Cr\\o (A+B+C)”
C Ve

4
D>

Ranghkaian logika A°.B".C° = (A + B + C)~

e

Rangkaian logika A" + B + C'= (A.B.C)~
Gambar 17.

Teorema Absorption (Teorema 3).

Jika a,b € B , maka berlaku
a(a + b) = & dan a + ab = a
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Pada teorema 3 dinyatakan bahwa nilai dari variabel b
tidak :diperlukan ( mubsazir ) jadi keluaranya hanys bergan;ung
dari nilai a . Keluaranya benar jika nilai a benar.

Rangkain logikanya tertera pada gambar dibawah ini.

DD
B B —

? D(A+B}A=A ‘—D AB+A=A
A — . A

Rangkaiasn logika (A + BJ)A = A Rangkaian logika AB + A = A
Gambax 18.






