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Fada bab 'l ini dibicarakan konsep -

masalahlh—masalah

Mm@ ianyg yvang dibaha
Diantara konsep -~ - honsep itw  adalalb

definisi  roang topologi, himpunan tertd

suatu  himpunan, persekitaran dan titik

sebagai pelengksp dari bkab I akan  di

bl

Definisi Fuang Topologi

Definisi 1.1.1.

Misal ¥ adalah suatu himpunan tidak kosc
Suatu kelas ( vang angagotanya himpunan

e
I\!‘

Bagian dari X disebut topologi pada E

memenuhi ketiga axioma berikubt :

1. X,8¢q

2. Gabunpan dari himpuhaﬁwﬁimpunaﬁ angge
huula,

Anggota—-anggota (f‘ tlimebut himpur

o SHES SO (Xﬂq } dissbut ruang'tmpaldg:“

Contoh

Ambil X = { a.byo.d 2
2w g, {ar, Ahdy {ol, {od, {a, bl {2

{a,dr s dbh,cdky fh,ydd, fo,dd,
Ta, oy fa, o, ddy thyo,ddy

1.

H
=

T, = £ #, fLad, <{hd, - fa,by ,

topologi pada X.

Ckonsep yang clapat

% pada bab V.
Lonsep tentang
tupy, penutup  deri

Timit. Freamuiddian

tulis pada bab II.

e o
bagian -

ila dan hanva bila

tad adalabh anggota

Irisan dari dua Rimpunan anggota O adalah anggota (g0

Al terbuka

i meranag n

T

dan .

¥ (ad) [

Lanl,mdy,

X 7

X3 adalah suatu



10.

11.

T, = ¢ @ <{ar, (b}, (o). fa,b), fa,ch, f{b.c}.
{a.b.c}, X} adalah suatu topologi padé X. '
s = ¢ @,X } adalah suatu topologi terkecil pada X

( indiscrete topologil ).

Va = 2% adaiah suatu topologi
( discrete topélégi T

Ts = « (a). {by, {a,b}, X }
topologi karena @‘EE G

Ue = { @ . {a}, {b}. {a,b}
topologil karenaix ¢ ¢ . .

G, = { @, {ay, (b}, {c}, X

terbesar pada'X
“bukan suatu
bukan suatu .

bukan suatu

topologi, karena gabungan beberapa anggota(I7 tak

ada di dalamnya.

e = ( @, {b}, {b,c}, X } adalah suatu

topologi pada X.

Us = { @, {by, {(b,d}, X 3} adalah suatu

topologi pada X.
T, = (@, (b}, {b,c}, {b,d}, X

} bukan suatu

topologi pada‘tharena gabungan beberapa anggota G‘lo

tak ada di dalamnya vaitu ¢{b,c} U {(b.d} = {b,c,d}.

Terlihat dari: contoh no. 10 bahwa gabungan dua

topologi ( G‘g qu; ) belum ten

topologi pula.

tu merupakan suatu

Ui:s = ( @, {b¥, X }, adalah suatu topologi

pada X. Tetapi contoh no. 11 mempe
dari dua topoiogi merupakan topologi
(G.a = Ta NG
Dari contoh di ata$ terlihat bahwa a

merupakan titik dan anggota-anggota

rlihatkan irisan

pula.

nggota — anggota X

merupakan himpunan



1.2. Himpunan Tertutup

terbuka.
Sedang yang dimaksud dengan

Topologi terkecil adalah

anggotanya hanyafterdiri dari himpuns
Topologi  terbesar

adalah suatu

anggotanya terdiri dari semua himpun:

Definisi

1.2.1.

Misal ( x, 9 ) ruang-topologi dan FCX.

Himpunan F tertutup bila dan hanya bila 1

Contch
1. X = { a.b,c }.
G = (@, {a), (b}, {a,b}, X }.
@ , {a}. {b}y; {a,b}., X merupékan himpunan
di ( X, U . |

Komplemennya X, ;{b,c} , {a,c} , {c}

himpunan tertutup:

suatu |

topologi yang
sn X dan @
topologi yang

in bagian dari X.

e terbuka.

te?buka

@ merupakan

X=4{a,b }.

C=v(o.x>.

himpunan terbukénya ® dan X pada ¢ x. 0
komplemennya X dan @ merupakan himpunan tertutup.

X = ¢ ab}. |

T=¢o. tay . (b}, . X ).

himpunan terbukaﬁyé @ {a}r , {b; X pada (X.G— }
komplemennya X, f{b} ., {at himpunan

tertutup.

® merupakan

Pada topologi discrete, setiap himpunan didalamnya éda—

lah terbuka sekaligus tertutup.




Theorema 1.2.1.

Misal ( X,G ) ruang topolofgi, maka kelas dari himpunan
bagian - Thimpunan _bagian dari X meﬂiliki gifat-sifat
berikut | i

1. @ dan X adalah himpunan tertutup.

2. Jika A, suatu hﬁmpunan tertutup, I = himpunan
terbatas maka %% Ai‘juga merupakan himpunan tertutup.

3. Jika A~ merupakah himpunan tertutup, Vo € I, I =
gebarang himpunan index maka izl Aa juga merupakan
himpunan tertutup; ) |

Bukti :

1. @ dan X adalah - anggota topalogi dan sudah
diketahui 'merupékén himpunan terbuka. Sedangkan @
dan X juga merupakan komplemen dari ¥ dan @.

( X = @ dan @< = X ) jadi - @ dan X adalah
himpunan tertutuﬁ;

2. A:; himpunan tertutup, maka Az adalah himpunan
terbuka untuk i E.I. .

I = himpunan terbatas maka " A= adalah himpunan
terbuka.

o n ﬁ N

£1 Aze = | %Jq Ay )<=,  Jadi (_%Ji A; )< merupakan
himpunan terbuka dan mengakibatkan g!i Ay

adalah himpunan tertutup. )

3. Ax himpunan tef-tutup V a € I jadi A°e. adalah
himpunan  terbuka. Sehingga é%: Ae, adalah himpunan
terbuka. |

{J A¢e = (/N Ax )=, sehingga (ﬂ-AL ) e
o€l oeT RET |

~himpunan tertutup.

adalah himpunan terbuka. Maka

[
;
!

| Ao
T

adalah



1.3.

Persekitaran?nan Titik Limit.

Definisi  1.3.1.

( X,<f ) misalkan suatu ruang topologi.
Himpunan V X disebut persekitaran dar
ada himpunén U € =edemikian sehingga
Dengan kata lain VCS( adalah persekitara
bila dan hanya bila-V memuat himpunan te

memuat x.

(X,G )

JV}X) merupakan himpunan semua persekita
Untuk selanjutnya\ﬂf(x) merupakan koleks

Dan J/(x) dinamakan .sistim persekitaran.

Contoh :
1. Diambil o E R; gsetiap interval t
(-6, x+81 dengan:pusat a merupakan
dari «.
Karena_intervaﬁ teftutup [ a6 ., «

interval terbuka ( -6 , a+d ) yd

atau ( a6 , a+8 ) ([ a-6 , a+6 1.

Demikian pula Jika p € R®= ( p a
titik didalam bidang R® ), md

tertutup ql € R=2t d (p.g)<

pusat p, . merupakan persekitaran

‘termuatnya cakram terbuka denga

cakram tertutup itu.

Diambil ( X, U ) vruang topologi

i x € X jika
x EUCV.
n dari x € X

rbuka U yang

ran dari x € X.

i himpunan terbuka

ertutup

persekitaran

+5 1 memuat

ng memuat «

dalah suatu

ka setiap cakram

& 0

} dengan -

dari p karena

n pusat p dalam

dengan



%{a,b,c.d,e} dan topologinva G = ¢
{a.b} .

{a,b,e}r?}.

Himpunan — himpunan bagian dari X

adalah

{a,c} {a,c.dy . {

Persekitaran dari titik d adal

X,0. {ar .
a,b,c.d; .
ah sebarang

himpunan bagian dari X vang memuat himpunan

terbuka dari § dan memuat titi

Himpunan - Thimpunan terbuka
memuat titik d adalah {a,c,d}
dan X.

{a,c,d} adalah {a.c.,d} . {
{a,c,d,e} dan X.
{a,b.c.d} adalah {a,b,c.d} dan

¥ adalah X.

Kk d.
dari U yang

, {a.b,c.,d}

vang memuat

a,b,c.,d?}

X.

Sehingga sistim persekitaran dari titik d
N@) = {{a,c.d}, {a,b.c,d}, {(a.c.d,e}, X}
Persekitaran dari titik e édalah sebarang'

himpunan bagian dari X yang memn
terbuka darﬁ J  dan memuat titi
Himpunan — Thimpunan terbuka
memuat titik e adalah {a.b,
Himpunan — himpunan.bagian d
memuat {a.b.e} adalah {a.b,e}
{a,b.e.d} dan X.

X adalah X.

sehingga sﬁstim persekitaran d
adalab A (e) = { {a.b,e} .

{a.b.d,e} , X }.

wat himpunan
k e.

dari < .yang
et dan X.
ari X vyang

{a.b.e.c}

ari titik e

{a.b,c,e} .




Theorema

1.3.1.

Misati ( X.< ) ruahgitopologi.
Apabila diketahui A { X maka A terbuka b

AEeNt), V £t €A

Bukti

{ mr=mmmome
{ {=
Proposisi

- Jika A merupakan persek

1. Setiap persekitaran V. tidak mungkin

'A terbuka

Jika maka A merupakan
persekitaran dari setiap titik di
dalamnya.

Misal sebarang titik t di dalam A,

maka bisa didapat himpunan terbuka

yang memuat titik t dengan U=A,

Sehingga t €U C A.

sesuai

setiap titik di dalamny
terbuka.

Misal t € A, karena A €

L Ve

tEA
Sesuai dengan definisi top

Misal V =

2 maka:V terbuka.
Karena Ve C A untuk semua t
V ¢ A. Karena untuk setiap

didapat A = V, sehingga A

Maka dengan definisi A
merupakan persekitaran dari setiap

- titik di:dglamnya
. itaran dari

a, maka A

Ve

ada Ve

" terbuka sedemikian sehingga t € Ve CA.

ologi axioma
€ A didapat
t €A, tEC€

terbuka.

“kosong dan

ila dan hanya bila

U

Ve



» merupakan titik yang dimuat persel

citaran VY.

2. Irisan dari dua persekitaran V. MEF WD akAD
parsgkitaran V. pula.
® E U C V.
= ¥ '
o U . © VoL
- [ 1]
SEE-SR TR ) B VLIS GV () IR VIS
' .. - .
Farena . dan U, terbukas maka 1irisan dari
' SNILY
kEeduanya fterbuka ataw U, Vol tiuaa terbuka
{ sesual dengan axioma 3 dari topologi ).
-, - ] . .
Sehingga V. M V. mearvpakan persekitaran dari ¥ pula.
T Suatu himpunan yvang memuat persekitaran dari WV,
adalah persshkitaran dari .
4. fBpabila V. adalah persekitaran dari|x maka ada

Rimpunarn terbaka U, C V. sedemikian
merupakan persekitaran dari setiap 1
( sesual dengan theorema 1.3.1. )
1.5, 2

PDefinisi

Misal ¢ X, T ) ruang topologi.
Titik ® € X disebut iitik limit dari A ¢
bila dan hanya bila untuk setiap

berlakn Y (1 A& = {x3 F 4 dan  untuk

himpunan dari titik — fitik limit diber

Gontah

1. X = {a.b.olk.
\'T w7 o \ . LT
. = I X " W L [ Ll . LEly t).a' Ko
A o= {ak.

persskitaran

seffingga Y.

citik di Uk.

limana A C X
Vi
cselanjutnya

1 niotami A




R = himpunan bilangan riil.
A= {1, 1/2, 1/3.1/4, ....... ;.
Titik 0 adalah titik limit dari

Deng

Tetapi titik limit O bukan anggota |A. A.2 = {0}.
ji ~3/4 -1/2 —;Fbu; 1/2 3}4 1
Dalam ruang topologi ( X, 9 )
dengan X = { a;b,c,d,e 3.
0T =¢ @, % topologi indiscrete
- AL = 0 makarA1d =@
-~ A2 = { b }.
Kita selidiki titik — titik limit A3 dari semua
titik di X. f
Untuk titik a = X M {b} — {a} = (b} — {a} + @
| jadi a titik limit/
b =X 1) {by — (b} = {b} - (b} =0
maka b bukan titik|limit.
¢ =X {by ~ {c} = {b} — {c} 7 o
' jadi © titik Limit| |
an cara sama d dan e juga merupakan|titik limit
Az = { a, ¢, d, e .

maka

Karena X /M {a} — {c} = {a} — {c} 4 @

( himpu

X merupakan satu - satunya
yaﬁg memuat ¢ ).
Maka titik ¢ merupakan titik 1imit g

Misal ( R,U ) ruang topologi.

himpunan terbukaIG‘dengan 0 € G memu

terbuka ( — a1, az ) C 6 dengan

Dimana interval terbuka itu memuat t

nan terbuka:

ari A fayt.

A, karena

at idinterval
ar < 0 < az.

itik dari A.




~As = {a, b, c}.

Kita selidiki titik ~- titik limit As

titik dalam X

Xlﬂ\ka,b,c} - {a}

Untuk titik a = = {a,b
{b,c)
b =X rT{a.b;c} - {b} = {a,b
{a,c}
¢ = XM {a.b.c} ~ {c} = {a.b
{a.b? |
d =XM{a b,c}y — {d} = {a,b
e = X[(1{a.b.c} — {e} = {a.b

Karena semua tidak 2 maka semua mery

limit. Jadi Aa® = {a.,b,c,d.e}.

Sifat — sifat Titik Limit.

1.

Jika A subset dari B, maka setiap

‘dari

LT o

,Cr -

pakan

titik

dari A juga merupakan titik limit dari B.

> A4 ¢ Ba

ACB

Bukti :

Andaikan p € A% maka ( Vp — {p} ) f
setiap himpunan terbuka V, yang ber
Karena B 7 A maka

( Vo — {py DB D Ve~ {p}

sehingga p € Ad;berakibat p € B2 ¥y

‘Maka terbukti A ( B ===> A% ( B<.

Andaikata ( X,{ ) ruang topologi

A, BC Xmaka ( AU B )e = aa(] Bd

Bukti :

Dari sifat no. 1 didapat

10

semua
{ay =
{b} =
{cy =
{d; %@:

{e} {0

titik

limit

N A + @ untuk

igi p.

y 1 a £ @

aitu

A4( B,



ACAUB ====>Aa2(C (A|JB)=

BC A B ====> B2 ( ( Al B)a

11

e {J B2 (C (AU B

)d . *)

Sekarang kita buktikan (-AlJ B )= (A= U B

Andaikan p ¢ A®UB® maka p § A® dan p ¢ B

‘Sehingga.

I
&

Ve Il A — {p}
> ) Ve M a

berarti

Ve ) B - {p; = 0
Sehingga ( Al JB )= ( A2 UJB=

(.
S

\J B- {p}
D ¢ (Al By=

WW)

Dari *) dan **) didapat ( A{J B )= = A<lJ B<

3. (AN B )2 pal] B=
Bukti |

AN B

™

A==\ (A{) B)ya A=

AN B¢ B== (Al B)*( B

1.4. Penutup Dari Sﬁatu Himpunan

Definisi 1.4.1,

Misal ( X, ) ruang topologi

AC (X, T ) |

Penutup suétu himpuﬁan A adaléh irisan
himpunan tertutup vang memuat A dan d4j
A. Dengan kata laiﬁ jika Fi dengan i €&
koleksi himpunan bégian tertutup dari X
maka A = Q\ Fi.
Karena A merupakan irisan dari sebaran

tertutup, maka B juga merupakan himpuna

(AN By=¢ A= B

dari semua
beri notasi .
I adalah

vang memuat A,

g himpuﬁan

n tertutup
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terkecil yang memuat A maka A C A C F dan A tertutup bila
dan hanya bila A = ﬁ;

Contoh

1. Misal : X {a.b.c.d, e} |

G = @.{a},{c.d},{a,c,d}, {b.c,d.e}, X}.
Maka ‘@g{a}, {c;d},.{a,c,d},{b,d,d,e}, X adalah
himpunan terbuka.: | |
Komplemennya X.(b.c.d,e}, {a,b,e}, {b,e},.{a}, @

merupakan himpunan tertutup.

~Jadi { b } = {b,e}

{ a,c } = X
{ B,d } = {b.c.d.e}.
2. X = {a.b.c}. |

U = (@, (a), tb), {a.b}, X }.
Maka himpunan teftutupnya X, {b,cy, {a,c}; {cy, @

{a} : maka ﬁ

Jadi A = = {a,c}
B = {b} maka B* = {b,c}
C = {c} 5 maka © = {c}.

3. Misal (X, g fuéng topologi tak Dberhingga yaifu
komplemen dari himpunan berhingga dan & adalah
himpunan térbuka. Maka ‘himpuﬁan tertutup pasti
himpunan bagian dari X.
Sehingga jika A ( X berhinggé maka B = A karena
A tertutup.
Jiké A { X tak berhingga maka X hanya himpunan
tertutup yang memuat A.
Maka & = X. :

Theorema 1.4.1.

Misal ( X, T ) ruang topologi dan A C X




Maka E adalah gébungan dari A sendiri dengan hi
titik limitnya yaﬁg‘ dinyatakan dengan

K =4 A< |

Bukti :

Karena A merupakan himpunan tertutup ma
merupakan himpunan tertutup dan titik

pada A (J A¢. Berarti A ) A< merupakan h

terkecil vyang memuat A. Jadi R

AL
Dalam theorema di atas dipériihatkan
penutup suatu himpunan-dengan titik limi
1.4.

Dafinisi 2.

Misal ( X, § ) ruang topologi dan A X
Theorema di atas dapat‘ditulis'sebagai b
PVG X disebut titik-genutup dari A jika
P € X adalah titik benutup dari A Jika

P merupakan titik limit dari A.

7.

Ada beberapa axioma yvang dapat digunaks
dengaﬁ uraian.di ataé.
i. @ = © '
2. X = X
3. & = §
4. ACB ===> R(B
5. A tertutup <=—=> & = A
6. ALUB = EUB
AT B C BEMB
Bukti |

Untuk no. 1 dan no. 2 sudah jelas,:karen

dan X pasti tertutup.

13

mpunan

juga

ka A U A<,
limitnya terletak
impunan tertutup
A<,
hubungan aﬁtara
fnya.
erikut
P EE atau
P € A atau
n daﬁ berhubungan

a dalam topeclogi @
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Sekarang kita buktikén:axioma no. 3 sampai dengan no. 7.
3. A& maka himpunanrpenﬁtupnya :i vang berimpit dengan
dirinya sendiri yaitu & sehingga:i = R.
atau A =K U (B = (AU U @AY AN =
AU AaU A2t A%4 = ALJ A% = R. |
4. RAkan dibuktikan A ¢ B ===> B C B
Dari A C B ===> A%(C B* mengakibatkan

A=AUACBYUBY =B

Jadi §E C B
Maka A C B ===> K ( B
5. A tertutup <===—==> & = A
{ > ) A téftutup, maka A<C A %kibatnya_&
R= Adly A=A |
{ < )E:n; karena A = AU A? mengakibatkaﬁ.

A2 C A sehingga5A tértutup.

6. Akan dibuktikan AU B =B UDB

AUB= AUB LU GRUD AU BUAS Y BE =

(AUAY) U (BUB% =AUTSB

7.  Akan dibuktikan. AT) B C AN B
AMNB C A==> AINBCEK
AMNBC B==> ANB(B

A BCENE

1.5. Definisi Batas Atas Terkecil Dan [Batas Bawah
Terbesar.

Definigi . 1.5.1.

Misal ( X, T ) ruang topologi

P e X dinamakan hatas atas terkecil dari A atau
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p = supremum A notasinya p = sup A, Jjika
1. p batas atas A . |
2. Jika g batas atas lain dari A maka p < q

r € X dinamakan batas bawah terbesar dari A atau
r = infimum A notasinya r = inf A, jika

1. 1r batas bawah A

2. Jika s batas bawéh'lain dari A, maka r > S
1. Misal X ={a,b.c,d.,e.f,gy susunan mengikuti
diagram

Misal B = {c.d.e} , maka a.b danlc Dbatas atas B
dan f bafas bawah B. g bukan batas bawah B, karena g
tidak mendahului:d, |
Selanjutnya ¢ = sﬁp B anggota B dan f = inf B

bukan anggota B.:

2. Misal Q = himpunan bilangan rasional

B

{ x ; X €0, x >0, 2<x%x%< 37}

B terdiri dari titik rasional yang mana terletak
antara {2 dan {SZpada garis fiil.
Maka B mempunyai:tak berhingga banyak batas atas dan
batas bawah, tetﬁpi inf B dan sup B tidak ada.

Bilangan riil 2 dan <3 bukan | anggota Q dan




tidék dapat dianggap batas atas atau
Misal ( X, T ) fuéng topologi
A={x|2<x<5}.

batas bawah terbesar dari A atau
karena 2 lebiﬁ: besar dari Dbatas
lainnya. .

Misal ( X. G ) fuang topologi.
A={x] x<37.

Batas. atas terkecil dari A ate
karena 3 lebih " kecil dari Dbata

lainnya.

16

| batas bawah B.

inf A vyaitu 2

bawah A Yang

u sup A& = 3,

s atas A vang






