BAB TII
RUANG TOPOLOGI

3.1. Topologi

Definisi 3.1.

S adalah suatu himpunan yang tidak kosong dan 28
adalah kumpulan dari semua himpunan bagian dari S.
Jika T ¢ 2% sedemikian sehingga :

1. €T dan s5¢T.

2. Jika G,€L untuk setiap <€A, maka U,;6,€C.

3. Jika GieT;(i = 1,2,3,.4.,0), maka ni:1 Gie‘[?.
Maka U adalah topologi pada S. Selanjutnya untuk se-
tiap Ge U, maka G disebut himpunan terbuka. Sedangkan
(8,C) disebut ruang topologi.

Contoh 3.1, |

Kita ambil R = himpunan bilangan Real. Buat { oR qide-

finisikan dengan : Gﬁﬂ— bhb G = Sé atau G = gabuangan(union)

dari interval-interval terbuka dari R. Yang dimaksud inter:’
val terbuka adalah interval berbentuk (a,b) = {_xeRl |
al{x{b, al b}. Akan dibuktikan bahwaV adalah topologi

untuk R.

1. ¢eY (jelas).

2, Dibuktikan R = union semua interval terbuka dari R.
Misal {IQJ&SA\[ adalah kumpulan dari semua interval
terbuka dari R. Andaikan x€ R, maka dimana saja dipi-
1ih x, pasti ada suatli interval terbuka yang memuat X,
yaitu (a,b) dengan a<x dan by x. Maka x€ I, untuk su~
atu «€h, Jadi xe U,1,. Sehingga R Uy I.

Ambil xelU,;I,, maka x Ipasti termuat dalam salah satu
interval terbuka dari R. Jadi x€ I, untuk suatu «Le4.
Karena I,C R maka xeR, sehingga U«LI@LC Re.

Jadi R = U,I,. Sehingga ReV.
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3. Ambil G,e U, untuk setisp JLeA, Maka & = &

Uey=c, Ve, Ue,U...

= (1, U I, GIjJV..)U(I, VIzu Iju...)V

(Tyv I UIIU LU ...

t n i ! 11 it 1
U I"a‘:u oooU.-cu)

il

1
Karena hasilnya berbentuk sebagai union interval-in-
terval terbuka, maka Udlagir,

4. Ambil G‘i ,Gzeq-. Maka
6N G, = (L UIIUI UL AT UI U, UL
= (LN I)U (I NI UIn)U... U
(IyNINVUI ;NI V(TN V... Y
(TN T U (T AT Ul aTHU ..
Padahal irisan dari dua interval terbuks adalsh ¢ atau

berbentuk interval terbuks lagi. Maka G1F\G2 berbentuk

sebagai union intervel-interval terbuka atau é. Jadi
G1F\GZGFT. Sehingga dengan menggunakan induksi matemati-
ke didapat G, 6,0 G3ﬂ G4ﬂ waol} Gneq, jika Gy,G.Gzs0ue,

GnéﬁT} Karena <J memenuhi syarat-syarat topologi, maka
(R,9) merupakan ruang topologi. Topologi W disebut ususl
topologi atsu Euclidean topoclogi dari R.

Definisi 3,2,
dika S ;€¢. Maka topologi terkecil di S adalah {_56,, 37} :
dan disebut indiscrete topologi. Topologi terbesar

S

di S adalsh 2° dan disebut diszcrete topologi.

Contoh 3%.2.
S = {a,b,cl.
_E1 = {4>,Sk. -
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T5 = {qb,{a\,tbk,{e},{a,b‘;,{a,c\,{b,c]},s)] - 25,

Maka"C1;t2 dan U, adalsh topologi pada S.

3
‘E1 adalab imdiscrete topologi dan Té'adalah discrete to-

pologi.
Definisi 3.3.
(3,T) adalab ruang topologi dan A< S. Maka A tertu-
tup bhb 8 - A€T, |
Tecorema 3.1,
Jika (S,T) edeslah suatu rusng topologi, maka :
1. P dsn S tertutup.
2. Jiks A,CS adalah tertutup untuk setiap JLe4,
maka [\, A, juga tertutup.
3. Jika Ait: 3 adalah tertutup untuk setiap i€{1,2,...,nx
_maka(Ji21 A, juga tertutup.
Bukti

1. Karena 3€L, maka S - 8

¢ tertutup.
Karena ¢<T, maka S5 - ¢

H

3 tertutup.

2. Jika A, tertutup untuk .setiap ded, maka S - Ay = Aﬁ_e‘l}
Sehingga 4 A5 €T, Dari teorems himpunan, maka
UaS = (Lan®, Jaal (N,4,)% L ateu 5 - (N8 )el.
Jedi O A, tertutup.

3. Jika A, tertutup untuk setiap 1€{1,2,3,...,n] maka

S - Ai = qu;tluntuk setiap 1. Sehinggaf\121A:e;C.
3 n o ,e _ n ¢

Dari teorems himpunan maka ﬂi=1 A{ = (Lg=1 A;)".

Jadi (LE21 Ai)ceﬂ: atau S _LE21 Aiej:. Sehingga

n
Ui.=1 A; tertutup.

Definisi 3.4.
Jika (S,T) sustu ruang topologi dan AcS. Make tutug
an (closure) dari A (ditulis A) adalah irissn dari

semua himpumsn tertubup vang memuat A,
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Teorema 3.2,
(S,T) suatu ruang topologi dan AcS., Maka xe A bhb
jike x e GeT makas GNA ;456.
Bukti :
i. Dibuktikan jika x&X dan x€Gel maka G(l1A #4.,
Ambil x €4 dan x €G. Andaikan GO A =§. Maks ACS - G,
Karena G tevbuka,‘maka S =~ G tertutup dsn memuat A,
Karena A adslah irisan semus himpunan tertutup yang
memuat A, maka AcS - G. Jadi x€ S - G. Padshal dike
tahui xe G. Terjadl Kontradiksi, pengandaian harus
diingkeri. Jadl yang benar GNA # ¢ .
11, Diketshui xe€GeT =y GNA # ¢ dibuktikan xeA.
Andai x & &, maka ada himpunan tertutup F sedemikian
sehingga AC F dan xe{z F., Jadl x¢ S -~ F.dengan S = F
adalah himpunan terbuka. Didapat (S - F)NA = ':,5.
Padahal diketahui (8 - F)1 A £ $. Terjadi konteradik
si, pengandsian harusg diingkari. Jadi yang benar x € A,
Teorema 3.3,
(S,T) suatu ruang topologi dan A serta B merupakan
himpunan bagian dari S, makas :
1. A = himpunan tertutup terkecil yang memuat A.
2, Jika Ac B meke A< B,
3. A = A bhb A tertutup.
4. AUB = EVUTE.
Bukti :
1. Misal himpunan tertutup terkecil yang memuat A adalsah
Fye
i. Karena A = irisan semua himpunan tertutup yang memuat

A, maka F, adalah salah satu himpunan tertutup itu,

A
sehingga A Fye

ii, X pasti tertutup karena irissn semua himpunan tertu-
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tup adalah tertutup juga. A juga memuat A, Karena F,
adalah himpunan tertutup terkecil yesng memuat A, maka
FA<: A.

Dari i. dan il, maks A = Fyo
2, Jika A< B, Maks karena B juga memuat B, sehingga Bc—ﬁ,
Jadi Ac B dengen B tertutup. Karens A = himpunan ter
tutup terkecil-yang memuat A, maks Ac B, |
3.4, Jika A = B, maka karena A tertutup, sebingga A ju-~
ga tertutup,

ii, Jika A tertutup, maka himpunan tertutup terkecil
yang memuat A adalah A gendiri, Jadl A = A,

4.i. EKarens Ac AUB, maka AcC AUB, demikian juga kare
na B¢ AuUB, meka BC AU B,
Jadi AUBC AUB.

ii. & memust A den B memuat B, Jadi AUB memuat AUV B,
Karena A tertutup dan B tertutup, maka AUB juga
tertutup memuat AU B. Karena himpunan tertutup ter
kecil yang memuat AU B adalsh AUB, maka AUBSAUB,
Dari i. dan ii, make AUB = AUB.

Contoh 3.3.

Jika (8,T) ruang topologi dengan S = {a,b,c} den topolo-

gi T = $,{a},{p],{a,b],5}. Dapat kita buat keluargs him
punan tertutup = {S,{b,ck”{a,c},{c},¢}.

ambil A ={a}) den B = {b}. Meka AUB ={a,b].

k= {a,c} , B = {b,ci, jadi AUB = {a,b,ck = S. Sedangkan
AUB = S. Jadi AUB = AUB, |

3,2, Basgsis Dan Subbasis

Definisi 3.5.
(S,T) suastu ruang topologi dan ﬁc: 23.'Maka p adalah
basis untuk U bhb setiap elemen dari T yang tidek ko

sonz berbentuk sebsgal union seijumlah elemen dariﬂg.



Contoh 3.4,

S = {a b,c d} dan L = {?5 {bk {c]g {v, c} [a b,c [b,c,d},'S’}‘

Maka (S,T) adalah ruang topologi. Sedangksn bagis untuk

T adalsh g = {{b},{c},{a,b,c},{b,c,d}}.

Contoh 3.5.

Ambil E = (R,X]) yaitu ruang topologi pada R dengan usual

(Euclidean)topologi?; Maka dapat kita cari Easis dari

yaitu p = {(a,b)]a,b&.ﬁ dengan a«:b}, dimana (2,b) =

{163[8<X<b}. Jadi basis untuk usual topologi adalah

kumpulan dari semua interval terbuks di R.

Definisi 3.6.
(8,T) suatu ruang topologi den 3 & 28,
Jika B < 25 merupakan basis dari T, maka 7 merupakan
subbasis dari T bhb setisp elemen dari B berbentuk
sebagai irigan dari berhingga elemen dari j.

Contch 3.6,

Buat E = (R,{) yaitu ruang topologi pada R dengan usual

topologi. Buat = 2° dengan j = {(~n,b)| be R}U{(a,m)[ acR},

Karena setiap interval terbuka (a,b) dalam B ,dapat diam-

bil (-cn,b),(é,onje.a sedemikian sehingga f{a,b) = (=0,b)

- (a,vx ) maka a‘merupakan subbasis untuk topologi .

Wi e
3 3. Ruang produk dan Subruang Topologi

Definisi 3.7.
Jika (S,Iﬁ) dan (T;CQ) adalsh ruang topologl. Mska

(S><T;t1>(t§) adalah ruang produk dari (S,T%) dan (T,T%).
Dengan 3Sx T adalsh hasit ganda kartesisn dari 3 dan 7T,
dan produk topolog11$1>(C2 dengan basisnya adalah keluar

ga {G,IXG lG € T, dan G26t2]]'

2'71 1
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Contoh 3.7.
Jika R adalah himpunan bilangan resl dan \ adalah usual/
Euclidean topologi. Maka dapat dibuat ruang produk topo—’
logli (RXR,(xU). Maka N RXR adalah terbuka di produk
topologi UX{ bhb untuk gsetiap elemen (x,y)E N makas ada

sepasang himpunsn terbuks G1,G2G(r dengan x€ G, dan y€ G,

serta qu G2C§ N.
Definisi 3.8.
(8,T) adalah ruang topologi dan fé# A 8. Maka
T, = {Aﬂ G(Ge’C} adalah topologi pada A,
(A;CA) disebut ruang bagian (subruang) topologi dari
(s,0).
Contoh 3.8.
Jika E = (R,Y) adalah rusng Fuclidean topologi. Kita am~
bil A = [0,1] = {xeR[OS xé?}, makas I = (A,([:A) merupa-~
kan ruang topologi di A dengen topologi '\TA vang mempunyai
basis berupa kumpulan interval berbentuk {[0,0)1 0<¢c S1}U
f(a,7[oga<1]U {(a,0)[ 0o €1,0¢p <1, a<b].

Maka I merupsakan subruang topologi dari rusng Euclidean

topologi.

Teorema 3.4.
Jika BE& A< S, (S,T) adalab ruang topologi, (A,T,)
adalah subruang dari (S,T) dan (B;CAB) adalah sub-
ruang dari (A,‘L’A). Make (B,'CAB) adalsh subruang da-
ri (S,T) atau (B,tAB)_ = (B,Tp).

Bukti :

i) Ambil sembarang WG.'CAB, jedi W = BOV untuk suatu
VetA. Karena V = ANTU untuk sustu U€T, maks

W

"

BNV, untuk sustu VET, ,

W =BN(ANY), untuk sustu U&T,

Tadd W o« RO MDA £ ROATT smdarler assmdban TTe T
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Jadi WC—.‘CB, sehingga T,ABC:'CB.

1i) Ambil sembarsng We&ly, jadi W = BN U untuk suatu Uel.

W = BNU, untuk suatu UeT,
W = (BNAYN U, untuk suatu UET,
W =BN(ANT), untuk suatu UeT,

Karena ANUeT,, maka WeTl, g Jadi’CBCtAB.

Dari i) dan 1i) meka Ty = T,5. Jadi (B, Tp) = (B, ).
Teorema 3.5.
Jika (A,T,) adalah subruang topologi deri (S,T) maka
1. Jika B tertutup di (A,T,) dan A tertutup di (3,7)
maka B tertutup 4i (S,T).
2, Jika B terbuka di (A;CA) dan A terbuka di (3,T)
maka B terbuka di (S,T).
Bukti :
1. Jika B tertutup di (A,Ti), maka B = A ~ V dimana V ter

buka di (A,"CA). Karena V = ANW dengan W<¢T, maks

B =A== (ANW), untuk suatu We'l,
B=4AA (ANW)®, untuk suatu WeT ,
B =40 (A°UW®), untuk suatu WeT,

B =(ANA%Y U(ANW®), untuk suastu WeT,

B = Aqw", untuk suatu We&T,

Karena A tertutup di (S;U) dan W tertutup 4t (S;T),
- maka B juga tertutup di (3,7).

2. Jika B terbuka di (A,T,), maka B = A(\G dengan GeT,
Karena A terbuka di (S,T) dan G terbuka di (S;T), ma~
ka B juga terbuka di (3,T).

Teorema 3.6;

{AdloLeA‘k sdalah keluarga himpunan bagisn dari S di
mana S = Uy Ay dengsn A suatu bimpunan indeks yang ti

dak kosong. Semuas (4, ,'CA*) adalgh subruang dari
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1, Semua A, sdalsh himpunan tertutup di (S,t), atau
2, Semua A, adalsh himpunan terbuka di (S,T).
Jika B < 8 dan setiap BN A, adalab terbuka di subru
ang ‘(A.,L”EA;L)" maka B terbuka dai (s,C).
Bukti :
1. Diketahui setiap BN A, adalah terbuka di subruang
(Aak’f.g&)‘ Maka Ay - (BMA) tertutup 4i (AbL,FCAd) untuk
A0 (BNAY®
AN (B°UAD)
(4,0 B®) U (a,NAY)
= A&ﬂ Be
).

setiap X e 4, Jadi Ay - (BNAY)

[t}

c
Jadi A, N B tertutup dai (4, Ty

Karena A, tertutup di (s,T) maks dari teorema 3.5.,
AN B® juga tertutup di (S,T). Jadi B® juga tertutup
di (S,T). Sebinggs B terbuka di (S,T).

2. Setiap BNA, terbuka di (AO{,’CM) dan A_ terbuka di
(8,0). Jadi dari teorema %.5., BM A, terbuka di (8,T).

Jadl B = BN J

i

BN (U4,
UQL (BN AuL)

1

Karena BN A, terbuka di (3,T) untuk setiap <¢.4, maks
U (BNAay) juga terbuka di (S;T). Jadi B terbuks di
(3,T).

%.4. Fungsi Kontinu
Definisi 3,9,
1. Suatu fungsi f:(S{f1)~——%(T;Cé) sdalah kontinu

di x€5S bhb f(x)e Ué"Cz, maka ads G €T, sedemiki-

1
an sehingga xe ¢ dan £(G) < U.
2. Fungsi f:(s,‘C.‘) — (‘I‘,‘Ez) kontinu bhb f kontinu

di setiep titik x€& S,
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-Contoh 3.9,
Jike E = (R,V) adaslah ruang Fuclidean topologi pada R.
Buat fungsi f:E—>F dengan f{x) = 2x untuk setiap x&R.
Ambil sembarang a€ R, maka f£(a) = 2a, Buat interval ter-
buka gang memuat 2a, yaitu A = (22 -<,28 + L) untuk§£70.
Dapet dibuat interval terbukas B = {(a - £/2,a + o{/2) yang
memuat a, Karena f(B) = A, meka fungsl f kontinu di seti
ap titik x€ R, Jadi f merupskan fungsi kontinu,
Contoh 3.10,
Jika B = (R,¥) adslah rusng Fuclidean topologi pada R.
EXE adalah ruang produk dari ruang Euclidean topologi.
Buat fungsi h:EXE —> E yang didefinisikan dengan
h(x,y) = ax + by +sc untuk setiap (x,y) € RXR, untuk sug
tu a,b,ce€R dan & £ 0,b £ 0. Ambil sembarang titik (xo,yo)‘

di dalam Rx R, Maks h(xo,yo) = axg + by, + c. Buat inter

)
val terbuka yang memuat ax, + byo + ¢ di dalam R, yaitu

A= (axo + byo + ¢ =gl 48X+ byo + ci{)untuk suatu L7 0.

o
Maka dapat kita bust duas interval terbuka, yaitu :

Bﬂ(xo:l%

sX, + l%%\) yang memuat elemen x € R dan
. |
¢=(y, - 155[,36 + Ig%{) yeng memuat elemen y_€R.

Sedangksn h{BX C) = A. Maka h merupakan fungsi kontinu
dari ruang produk EXE ke rusng topologi E.
Teorema 3.7.

1. ﬁs;t1),(T,I%) dan (U;E%) adalab rusng topologi.
Jika £:(8,T)—> (T,T,) dan g:(T,T,)—> (U T,)

keduanya kontinu, maka fungsi komposisi

gof:(S;t1)'""—% (U,T%) juga kontinu.

2. Jika fungsi f:(S,T%) — (T,Té) kontinu dan AC S
maka f]A:(A;U1A) —> (T,T,) juga kontinu.
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Bukti: =

1. Ambil sembsrang himpunan terbuka GETC3. Karena g kon-

tinu maka g-ﬂ(G) juga terbuka di'tz. Karena f kontinu
maka f'1(g'?(G)) juge terbuka di T,. Sedangkan

#

(e~ g" ") (@)
(z=£)~ (&)

Maka (gof)_1(G) juge terbuka di (8,T,). Jadi gef juga

T O (D))

kontinu.
2. Karena f|A = f-i dimans i sdelsh fungsi inklusi, maks
dari bukti 1. £[A jugs kontinu,
Teorema 3.8,
Jika f:(S;t1)—-~é(T,Té) suatu fungsi, maka pernya
taan berikut ini adalah ekwivalen,
(1) Jika C tertutup di (T,Té) maka f“1(c) tertutup
di (s,tﬁ).
(2) £71(U) eT, untuk setisp UeT,
(3) £ kontinu, |
(4) £(X) < £{2) untuk setiap A S.
Bukti :
(1) = (2)
AmbilIJeT%, maka T - U tertutup. Dari (1) diketahuil

£~ —U) tertutup di (s,T,).
=Yy - £~

- s - Y

Karena f'1(T - U)

Make S - £7(U) tevtutup, jadi £ (U) terbuka ai (8,T,).
(2)==(3)

Ambil x €S dan f(x)e UeT,, maka xe £ (U)eT,. Karena
f(f-1(U))C= U maka f kontinu.

(3)=>(4)
Ambil y e £(A) dan yeUeT,, maka y = £(x) untuk beberapa
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x €A, Karena f kontinu, meka ada VG:."C,I sedemikian sehing
ga x &V dan £{V}c=TU, Karena xc A, maka dari teorema 3.2.
eda pe VA A. Maka f(p)e £(V) 0 £(A) < UNF(A). Karena
yeU dan UNF(A) # 6, maks dari teorema 3.2, yem.

Jedi £(B) < F(A).

(4) = (1)

. -1 -1 -
Ambil (Ctertutup di (T,“Ez). Maka £(f~'{C))e= £(f "(C))=C.
Karena C tertutup, maka C = G. Jadi f(f"l(c))c: C. Sehing
ga £ 1(c) = £77(¢). Padshal £71(c)= £77(C). Jadi

£=7(c) = £71(C). Sehingga £~ 1(C) tertutup ai (3,T,).
Teorema 3.9.
(3,T) suatu ruang topologi dan {Aihlel% adalah ke-
luarga himpunen bagian dsri S dimana S = QiAaLdenga
an : (1) Semue A tertutup di (3,T), stau
(2) Semua A, terbuka di (S,T).
Untuk setiap A&4d, f,:A,—> T kontinu dsn
rola.Na, = £l 4,0 A, untuk setiapotped.
Maka ada dengan tunggal fungsi kontinu f:S—=> T
yang merupakan perlusassn dari setiap f,, yaltu
f A = f, untuk setiap L&A,
Bukti :
Keberadaen fungsi f dijamin oleﬁ teorema 2.2, Jadi ting-
gal membuktikan f kontinu. Ambil sembarsng bimpunsan ter-
buka B& T, maks f-1(B)ﬂA‘L = f;1 (B) untuk setiapule d.
Karena f, kontinu untuk setisp *&4, maka fzz(B) terbuka
di A_ untuk setisp <ed. Jadi f-1(B)ﬂA°L terbuka dl A,
untuk setiap we.A. Menurut teorema 3.6. maks f'1(B) ter-
buka di (S,T). Jadi terbukti £ kontinu.
Definisi 3.10.
Fungsi h:(S,T%)-—~—% (T7,T,) adalah suatu homeomor-

- U T N T e h“1gan1 st rAntdrmiy. Malra Adanat ritn
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katakan ruang topologi (S;t1) homeomorfis dengan ru
ang topologit (T,T,).
Contoh 3.11.
Jika:E adalah ruang Euclidesn topologi. Buat fungsi
h:E—>E dengan h(x) = 2x untuk setiasp x ¢R. Maka dapat
kita buat fungsi B —E dengan h~1(x) = x/2 untuk

1

gsetiap x€R. Karena fungsi b dan h” kontinu, mska b meru

pakan homeomorfisma.

%.5. Terhubung (Connected)

Definisi 3.11.
Ruang topologi (S,T) terbubung bhb S # G1LJG2, dima
ne 8,,6,€T - {¢} dan ¢, 0@, = b.

Contoh 3.12,

Ruang Euclidean topologl adalsh terhubung karena untuk

setisp G,,G,&T~ L¢{ dan e, Na, =46 maka pasling sedikit

ada satu elemen x &R ysng tidak termust dalem G1LJGZ.

Definisil 3.12,
Jika (S,T) adslsh rusng topologi dan p,q €& S, maks
yang dinemekan path di (8,T) dari p ke g adalah fung
si kontinu £:I ——(3,€) sedemikian sehingga £(0)=p
dsn £(1) = q dengan I adalah ruang topoclogli pada in-
terval tertutup (0,1] -«—.ixeR\OS xgﬂ dengan topolg
gl yang mempunysi basis berupa keluarga {[O,éﬂ O<cg1kkf
{(d,1]\o\sa<1}u{(a,b)[ 0<a<1,06b<1,a<bl,

Definisi 3.13.
Ruang topologi (3,T) adalah path terhubung (path co-
nnected) bhb setiap dus elemen darl S dapat dihubung
kan oleh sebuah path di dalam (S,T).

Contoh 3.13,

S = {0,1} dan Thziﬁ,{ﬁy,s}. Definisikan fungsi f£:I-—>(S,7)

» U N ] A2 2 8 T AN - TN
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o) ,..{O jika t e0,1) = {xeR|o<x <1},
17 jika t = 1.

£71(p) =¢ dan £77( 0 ) = [0,1) adalah terbuka ai I.

=) = 10,11 juga terbuka di I, Maka f adslah fungsi
kontinu dengan £(0) = O dan £(1) = 1, Jadi £ merupakan
path dari O ke 1. Jadi (S,T) adalah psth terhubung.
Contoh 3. 14,

E adalah Ruang Ruclidean topologi pads R. Untuk setiap
dua titik a dan b di dalam R dapet dibuat fungsi f:I —E
dengan f(t) = (b = a)t + a untuk setisp t €[0,1].

f kontinu dengan £(0} = a dan £(1) = b. Maka ruang Eucli-

dean topologi adalah path terhubung.





