BAB II
RELASI, FUNGSI DAN GRUP

?{1, Relasi dan Fungsi )

Definisi 2.1.
Jika A dan B ‘adalah himpunan, maka RCZ AX B adalah
relasi dsri A ke B bhb untuk setisp a€ A pasti ada
bEB sedemikian sebingga (a,b) € R. Daerah asal (do-
mein) dari R adalah A, daerah kawan (kodomain) da-
ri R adalah B dan daersh hasil (range) dari R ada-~
1ab {b€B|(a,b) € R, untuk bebérapa & € A}

Contoh 2.1.

A= {1,231, B = {1,2;3,4}

R = {(a,b)[b>a, a€A dan beB]

Jagi R = {(1,2),(1,%),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)}

Maka R adalsh suatu relasi dari A ke dalam B, Gambar di
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bawah ini memperlihatksn relasi R tersebut,
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Definisi 2.2.
Sustu relasi ekwivalensi R pada suatu himpunan S £
adalah suatu relasi dari S kenS yang memenuhi sifat-
sifat :

1. Refleksif

{(x,x) € Ryuntuk setisp xe S.

2. Simetris jika (x,y)€ R make {(y,x)€R, untuk se
tiap x,y€S,

3, Transitif

jika (x,¥),{y,z) € R maka (x,z)€ R,un-

tuk setiap x,y,z€ 8.



Relasi ekwivalensi pada S ini mengakibatkan adanya
penggolongan dari S ke dalam klas-klas yang disebut
klags-klas ekwivalensi. Untuk setiap x €S, himpunan
yang berbentuk {yees\(x,y)ejﬂ} adalah klas ekwiva-
lensi dari x dan ditulis dengan [x].

Contoh 2.2.

S adalah himpunan bilangan bulat. Buat relasi R dengan

(a,b)ER bhb b = k5 + a, untuk a,b,kKES.

Maka R adalah relasi ekwivalensi pada S dan disebut de -

ngan relasi kongrueusi modulo 5. 3 dibagi menjadi lima

kelas ekwivalensi, yaitu :

lo] = {xes|x = k-5 + 0}
(1] = {xes|x = k5 + 1}
2] = {xéS[X = k-5 + 21
(3] = {xes|x = k-5 + 3}
[4] = [xe.S[x = k-5 + 4)

Definisi 2.3.

1. f:A—>3B adalah fungsi dari A ke dalam B bhb f
adalah relasi dari A ke dalam B sedemikian sehing
ga untuk setiap a €A ada dengan tunggal bEB de-
ugan (a,b) € f atau biasa ditulis dengan f(a) = b.

2. f:A—>B adalah fungsi dari A pada (onto) B bbb
f adalah fungsi dan daerah hasil dari f adalah B.

3. f:p——3B adalah fungsi satu-satu (injektif) bhb
untuk setiap a,ben, jika f(a) = f(b) maka a = b.

4. fiA——3> B adalah fungsi bijektif bhb f pada dan
satu-satu.

5. Jika f:A—xB adalah fungsi dan CCZB, maka

£ (¢) = {xeA‘f(x)EC} disebut bayangan invers
dari C oleh f.



Definisi 2.4,
1. J,:A———A adalah fungsi identitas bhbJ,(x) = x,
untuk setjiap x€A,
2. £f:A—>B adalah fungsi konstan bhb untuk setiap
x€A, f(x) = b, untuk suatu b€ B, .
Definisi 2.5.
Jika f:A——>B dan g:B-—-9C.adalah fungsi, maka
fungei komposisi gof:A——-C adalah fungsi dengen
(gof)(x) = g{f(x)), untuk setiap x€ A,
Contoh 2.3.
Brddalah himpunsn bilsngan bulat. Kits buat fungsi-fung-
si .f:B—--->B dengan f(x) = 2x, untuk setliap x€B dan
g:B-—>B dengan g(x) = 3x, untuk setiap x€ B,
Maka dapat kita buat fungsi komposisi gef:B-—> B dengan
(gef) (x) = g(f(x))}
g(2x)
6x, untuk setiap x € B.

Definisi 2.6.

Jika A dan B adslah himpunan, CCA dan DCB.

1. Pungsi inklusi i:C~——> A didefinisikan dengan
i{x) = x, untuk sétiap x €C. -

2., Jika f:A —> B adalah fungsi, maka fungsi pemba-
tesan f pada C ditulis f|C:0 —> B didefinisikan
dengan (flc)(x) = (fe1)(x), untuk setisp x€ C de
ngan i1 adaleh fungsi inklusi dari C ke A,

3. Jika :A—> B dan g:C—> D adalah fungsi, maka
£ merupskan fungsl perlussan dari g bhb flC = e

Contoh 2.4.
A= {1,2,3,4,5,6,7, B = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, ¢ = {1,
2,3}, » = {2,3,4,5,6]. Maka CCA dan DCB. Kita bust fung

gi f:A—> B dengsn f{x) = x + 1, untuk setiap x€A dan
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Maks (£IC)(x) = ¢fei)(x) = g(x), untuk setiap xcC. Jadi
f{C = g adalah fungsi pembatasgan f pada C. Sedangkan f
adalah fungsi perluasan dari g.
Teorema 2,1, |
Jika f:A—>»B dan g:B ——>C adalsah fungsi sertas
DcC maka (gef)"1(D) = (£~ g" (D).
Bukti : |
i) Ambil x € (gof)"1(D), maka (g-f£)(x)€ D. Jadi g(f(x)) <D

sehingga f(x)e g“"1(D). Jadi xef"1(g'1(D)), maka

x & (f'1og"1)(D). Sehingga (gnf)-1(D) c (f-"e\g“‘]i(n)‘-
11) Ambil xe (£7 1 g~ 1) (D), maks xe (g~ (D). Jaat

f(x)e g-1(D), sehingga g(f(x)) € D, maka (g-f)(x)< D.
Sehingga x € (go£)~ (D). Jaai (£~ g™ (D) = (g=)" V(D).
Dari i) dan ii) mska (gnf)-1(D) = (f‘1og“1)(D).
Teorema 2,2,
Jika A adalsh suastu himpunan indeks yang tidsk kosong,
S adalah suatu himpunan dan {A.,;ldejf} adalah suatu
keluarga himpunan bagian dari S sedemikian sehinggs
Uy Ay = 8. Jika untuk setlap €A ada fungsi-fungsi
fy3hy — T dengan ﬁglA¢I\AP = beAuf\Aﬁ untuk seti-
ap «£,p€A, Make ada dengan tunggal f£:S—— T yang me
rupakan fungsl perluasan dari setiap f,, yang arti-
nya untuk setiap < €A, maka flAd\ = fye
Bukti :
Definisikan f{x) = £ ({x), untuk setiap x €S dimana <\ ada=-
lah suatu indeks sedemikian sehingga x¢€ A,. Definisi dari
f ini adalah tunggal, karena jika xe A, (1A, untuk suatu
*,beA, maka x€ Ay dan x € Ag. Karena diketahui fy IAd(\ Ay=
'f@[AdflAP, meka £(x) = fu(x) = f9(x). f pasti terdefinisi
di S, karena untuk setiap x &€ 3 pasti ada dimana x¢€ Ay,
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Karena untuk setiap o €4, f, merupakan fungsi, maka f ju
ga merupskan fungsi dari S ke dslam T. Karena untuk seti
ap oled, fy = fIAi, maka f merupskan fungsi perlussan da
ri setlap fy. Misel ada fungsi g:5 —>T yang merupakan
perluasan darl setlap f,. Maks g\Ad = f, untuk setiapdi€d,
Padahal fIAg_ﬂ o untuk setiasp Jd €4, Make flAﬂ = g[Ad un
tuk setiap A;. Jadi f=g. Sehinggas terbukti bahwa fungsi
perluasan darl setisp f, adalah tunggal.

Contoh 2, 5.

Jika R = himpunan bilsngan Real.’S adalah interval tertu
tup [-2,2] = {xe\R,-2<7x£I2}. Ay = [~2,-1], Ay = [-1,013
Ay = [0,1], Ay = [1,2]. Buat fungsi-fungsi @

f,:A,—>R didefinisiken dengen f.{x) = x + 2, untuk sg

tiap x€ A . £,t4, —>R didefinisikan dengan fz(x) = =X,

untuk setiap xX€A,. f3:A3‘-—ﬂ>R didefinisikan dengsn
fstx) = X, untuk setiap x €A £4:4, — 7R didefinisikan
dengan f4(x) = =X + 2, untuk setiap xeaAi.

A N4, = {1 den £.(=1) = £,(=1) = 1,

G.

H
(]

A2HA3
AgN A .= {1} den £5(1) = £,(1)
Maka dapat kita buat fungsi £ yang merupskan perlusssan da

{ o} asm £,(0) = £5(0)
1.

ri f,, £,, f3 dan f4, yaitu f:3 —> R, dengan :

f1 (x), jika x¢ A,

fz(x) s Jika x €A,

3
f‘4(x), jike x€ 4,

f{(x) =
f3(x), jika x€A

Gambar berikut ini adalah grafik fungsi £ dari S ke da-
lam R yang perupekan perluasan dari fungsi f1, f2, f3 dan

£,.
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2.2. Grup, homomorfisma dan ilsomorfisma

Definisi 2.7.

(@,°) adalah gebush grup bhb G adalah himpunan yang

tidak kosong dan °: G¢<G-—~“¥G-adaiah fungsi sedemi

kian sehingga :

1. casosiatif, yaitu (a°b)ec = ao(bec}, untuk seti-
sp 8, b, cE€G,

2. G memuat elemen identitas, yaitu ada e&€ G sedemi
kian sehingga a-e = eca = &, untuk setiap ac G,

3. Setiap 8€ G memiliki elemen invers di G, yaitu

1

untuk setiap a€ @, ada s € G sedemikian sehingga

gea~l = a”log = e,
Fungsi ¢: GXG—> G biasa disebut sebagal operasi

biner.

Contoh 2,6.

Jika B = himpunan bilangan bulat dan o= + {operasi pen-

jumlahan), maka (B,+) sdalsh sustu grup, karena :

1,
2.

3.

Operasi penjumlshan adalsh asosiatif,

Elemen identites adslah O (bilangan nol), karensa

a+ 0=04+ a = g, untuk setisp a€ B,

Untuk setiap elemen a € B memiliki elemen invers yaitu

-a, karena a + (-8) = {-a) +a = @, untuk setiap a &B.



Definisi 2.8,

Jika (Gge) adalah grup, HC:G dan H # ¢ serta fungsi

% = o|HXH, maka (H,*) adalah subgrup dari (G,c) bbb

(H,*) adalsh grup.

Contoh 2.7.

B = himpunan bilangan bulat. Dari contob 2,6. (B,+) ada-
lsh grup. Kite smbil HSB dengen H = {...,~6,-4,-2,0,2,
4,6,...}. Karens (H,+) juge merupakan grup, maka (H,+)
merupekan subgrup dari (B,+).

Definisi 2.9.

1. Jika (G,») dan (H,*) adalah grup dan {:G-——*H
adalah fungsi, maka f adalah bomomorfisma grup
bhb f(acb) = fla) * £(b), untuk setiap a; bEG.

2, Jika (G,°) den (H,*) adalsh grup dan £:6 — H
adalah homomorfisma, maka f adalah epimorfisma
bhb £ pada (onto).

3, Jikas (G,c) dan (H,*) adalah grup dan £:G——> H
adalsh homomorfisma, maka f adalah monomorfisma
bhb £ sstu-satu (injektif).

4. Jike (@,o) dan (H,*) adalsh grup dan f:G — H
adalah homomorfisma, maka f adalah isomorfisma
bhb f sastu-satu dan pede {onto). Maka (G,e) dika
taken isomorfis dengan (H,*) dan ditulis
(@,°) = (H,*).

Contoh 2.8.

Ambil B = bimpunsn bilangan bulst, dari contoh 2,6. maka
{B,+) adalsh grup, Ambil G = himpunan bilangan bulat mo-
dulo 5, Jadl G = {ﬁd],[1]g[2],(3],[4]g dengan :

[0] {xe B\x k-5 4 0, untuk setisp k& Bk

[1] = {xeBlx = k*5 + 1, untuk setiap k&B|

fal

#
[}

{xenlx k-5 + 2, untuk setiap keB}

]
]
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(3] = {xeB(x k-5 + 3, untuk setisap keB}

[4] = {xele = k'S5 + 4, untuk setiap REB‘{

Definisikan aturan komposisi pada @, yaitu {a] ® [b] =
(2 + b] untuk setiap a, b€ B, Mudab dibuktiken bahwa
(G,®) adalah grup.

Definisikan fungsi £:B —>G dengan f(x) = [x], untuk s_g.'

tiap x€ B.
- fadalah homomorfisma grup, karena :
fx+3) =[x+ y]
=[xl®l7y]

f{x) ® £{y), untuk setiap x, y€B,

- f adalah epimorfisma, karena untuk setiap [x]e &, pas-

ti ada x€ B sedemikisn sehingga f{x) = fx].





