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PERLUASAN FIELD

I11.1. PENGERTIAN PERLUASAN FIELD.

gDefinisi R N e A
: Jika K merupakan suatu field, dan F.adalahr
? sup field dari‘Ky paka K disebut perluasan  field
- dari F.

- Contoh | o
i 1. Jika C sdalah field bilangan komplex, R .field
bilangan riil dan @ field bilangen Rasionad.

Jadi Q& R L0 maka ¢

¢ adalah perluasan field dari R

[y

R adalih pe?luasaa Tield dari ¢
¢ adalah perluasan field dari é
o, Jika P suatu field, Xkarena B é@alah sub field -~
dari dirinja sendiri, maka F aﬁalah,perluasan iiel&
dari Fo “ 1
Jadi setiap field merupakan perluasan field da~
ri dirinya sendiri. . |
3, dJika Q adalah field dari bilangan rasidnal dam
o (V) = fax V20 la,b & Q]._ |
Maka Q ( ?? )} adalah perluasan field dari Qe

Selanjutnya jika S merupaken himpunaﬁ bagi-
an dari fiela;Ki meka interseksi semua sub  field
dari X yang memuat S adalah sub field;dari K, yang
merupakan subjfiaid terkecil dari K yang memuat Se

Sekarang jika K merupakan perluasan field dari -




 field F dan S “himpunan bagian dax

| f£ield dari K yeng dibentuk oleh F

 field dari X yang dibentuk oleh S

tasikan dengan F ( S D

' Jika & adalah himpunan berhingga ¢

mennya adalall 249,85,
¥ ( 3.153.2, eosie B,rl )-u

Untuk suatv elemen btertent

dari K yengz dibentuk oleh F U {-L

field dari K yang dibentuk oleh ¢

kan dengan P ( £ )
F (A ) disebut sub field terkeci
dan {‘L} *

Definisi III.l»f‘_g_:_

Jika P (A ) = K, jadi suk

ten'tukm oleh elemen -Lf:K atas F

maka K dlsebu'b perluasan sederha,n
Gontoh
o (V2 ) = {a-&- VZ.o ‘ a,béQ)'

adalah perluasan sederhana dari

Theorema IIl.lel.
Jika T (x) € T

IA] adalah
cible dengan deg f (x) 71, maka

perluasen field K dari T, sedemil

deg £ (x)

dan £ (x) punya al{é

-

Bukti s |
Misal £ () E F [x] adala

e v oew Eln ) maka,

1 yang memuat.
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i X, make suby
us 'disebuh sub

atas F da_n Aino-

lan mi.. aalkan ele~

F(S)}:

u J£K, sub field

\ dizebulb sub

atas F d_inotasiw

¥

field K yang di-
adalah K sendiri,

a dari F.

s Maka Q( V2 )
field Q.

polynomial irredw

-

terdapat suatu

kian sehingga EK::F}

v dalam K.

h polynomial irre




: ducible dengan deg £ (x) = n dan a
( £(x)) merupaken idial dari P [x]
oleh f {x). | '

Karena £ (x) pdl}rnomial irreducibl

adalah idial maximal dari F (x).
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ndaikata W =

ya.ng dibentuk

e, maka (£(x))

' Dengan demikian F ‘_x-‘ /W merupakan field.
Lt ‘

Andaikan K = B [x] /W dan K" = {“Ef +a]a &F)

| merupakan sub field dari K.

 Dibuktikan bahwa K' adalsh isomorphik ke Fa

Pandang 3
@ P =K', g (a) = W+
| ¢ adalah homomorfisma, sebab i
g(a+Dd) =W+ (2+Db) .

={ Wwa)+ t(
B (a) + # (D)
g ( a.b) =W+ ( ab ).

H

it

=g (a). B (p)

a , ¥a & P.

W+ b).

(W-ﬁ_a) (-W+b);

g adalah injectif, sebab untuk sembarang elemen |’

g (a), # (0) € K,
yika ¢ (a) = 4 (D)
 z==b P (a) - F (B) = O
L ===b @ (a-b) = W+ O

:::P @ = D

g adalah surjectif, sebab untuk setiap g (2) € XK',

maka pasti punya kawan ag T ‘f,‘secllemikian' sehingga -

#(a) =W +:a,dengan 2a&F.

Jsdi K' adalsh isomorphik ke Fo




Perhitungan selanjutnya, F

gai sub field dari K, karena ¥ ©

field dari K.

Misal -f(x) = a5 + #E 4+ a2x2 + ee

¥,

an # 0 dan ao,al,a.z,- to 00 an 6
Karena £ (x) & W. '

vy W+ £ (X) W

N

v W+ (o

=

p ( W+ ao)-f;(‘;fu'-;- alx)+'
| ) ny
e +‘( W+ a ¥ ) = W

ces + %(W + Ot =W

Karens W merupakan elemen O darl

s .
ct,-lX + (2«2}{ -}' S

2, ( W+ 1) + al(W + X) +

42
dipandang ~seba -
K', sedang K' sub

.+ a,x, dimena

. an}gl ) = W

( W+ a2x2 Y 4
az(’f! "'}:}C)z e :

» [x] /¥ = K, ma-

ka elemen W + x fe ¥ adaleh akar dari £(x)

Tinggal menunjulklan bahwa

Ditunjukkan bahwa S = {(w+l) 9 { Ve

(w+xn—1),} .
sdslah basis ruang vekbor K atas

]

Himpunan S

1]
Bg18ysBns seee 9 81 & ¢

='-._:=P a,o.( ‘N‘I“l ) + al(‘N'l“X) + a2(

-v-n-}' -
ans-l(“ff‘“ Y} = W

( wea __-,xn‘“l ) = W

e et
——

2
===P B FayBragK + eeer A, 13

E

— ot
p—i——t=ny

: 2
P' (\ao-i-al}i-{-az}‘l + sasss +a1'1--1

adalah bebas linier u.

=% ( w—:—ao‘) + ( wra,x ) + { Wra, X
W+ ( a+a Xta %24 eee. #2,
o+ L agra Xa, -

X

7] = degfix)

;[K

vaiti bahwa dimensi ruang vektor K atas F

C) :,({W—I'X.e)’ suee 3

T

ntuk sustu elemen

W+X2)+ asee T

jar™




untuk suatu g(x) € F [xJ
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===l g{x) = 0 ( karens jika g(x)
jat ruas kiri lebih kecil dari derajat ruas
kanan ).
L g | -1
.7_-? 8, + 89X + X 4 eees + an__lxn = 0
..—..==P 8,0=0 , a,l.—.O g vees an__l=:0

Sekarang ditunjukkan bahwa,

T

 ang vektor K atas F.

CMissl : W+ &(x) € K, jadi g(x)
gelam F [x] o

Dengan Algoritma Euclid, vntuk £(3
maka terdapmt polynomial g(x) dan

*
»

sedemikian sehingga
g(x) = f(}:).q(;:) + ;‘J;'(x) , dimana,
deg r{x) { deg £(x).
W LE(x) .qlx) + ,.13(}?;
[‘f»! + [:E'(:c);q(:sc)ﬂ + E_W
ﬁW + Oxll + EW + x(x)

W+ gl(x)

P
L

)]

]

9. membentuk rua_-
1dalah polynomial

), 2(x) é_‘ F[.x],.r
r(x) £ F [y:\ )

r(x) = 0 atau

£ ()

( kerena f(x).&(x) € W)
=W+ xl(x)

A ‘, 2 n——l
=W+ (B + 8yX 4 By% & eeee b By X )

Untuk suatu e 83 Bis

( karena deg F(x) £ da

e

(W a2, )_+_(-W + B3
1'].—1)

es o0 1 ( W+ an_lx
a, (( W+ 1)+ aq( Wa

B 4 bt
F- ee e + Ea,ﬂ_l(‘ﬂfﬁc )

3 LI 2 ’n—l 6 F

g f(x)

n )

—

Y + ( W+ a21{2)+

x )+ an( W+ xzjf




elemen S, daa karena W + g(x) ads

~ barsng dari X, mzka beraryi .. seti
~-perada’ dalam K dapat dinyatakan se

- linier dari elemen S.

 Dengan demikian ruang vektor K ats

j oleh §,.dan S adalah basis ruang
2 Karena basis ruang vektor K atas b

. berarti dimensi K atas F adalah n.

F} = n

Z Theorema terbukti.

mt
—_

- Jadi [K deg T(x).

Contoh

_ {U,I,ﬂ

% + 1€ B(x)
dimana W ad

Migal F =1

(oS

Ambil f(K) =

1

Dan K = T
dibanguﬁioleh polynomial i

X2‘+ l‘éi P{x)

H
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Jadi W + e(x) adalah kombinasi linier dari

1lah elemernt SE[Mle-

3@-;glemen-yang-
bagai'kombinasie"
s F dibangun -
:ehtof K atas F.

' ada n elemen ,

2lah idial | yang .

rreduéible

WMaka @ K = {U,I,ﬁ,"i'c;ﬂ- X, 0T K, 2Ky +2X, 2+2:x‘5
Jadi K adalsh perluasan Tield darl F.

W adalsh elemern netral dari K, ot
yang berbentuk q(x)(xg*l), dimansg
adalah elémenjnetral dari K.
Jadi W =0 |

Untuk q(x) = 1 , maka x° + L =0,
berarti x adalah akar dari £(x).
Sedangkan x € K.

Jadi £(x) punya akar dalam K.

Setizp elemen:K,merupakan kombin:

{16} .

au semuz elemen—

o(x). & F(x)

Lei linier dark




- Jadi basis ruang vektor K atas ¥ adalah {l,xy .
Jeningga dimensi rusng vekitor XK atas ¥ acalah 2 =

[

L A i . .
. Dengan demikisn K merupskan perluasan field darl i

[K : F] = deg f(x) »dap..f(x).-puaya.akar dalam K.

TII.2. SPLITTING FIELD.

- e e

Suatu perluasan field X dari F disebut spli
tting field dari f(x)& F(x), jika £(x) dapat dinya
takan 3 '
£(x) = a (x=%) (x=2%) eeens ()
dimena a&F "{ll’ "[2, covrern 9 dy & K.
dan K=F (a( 1,12, eevee 3 ,En)
Contol ‘

1. Jika @ adalah field bilangan Rasionsl dan Q(V2)
= -[a+b\f§ \ a,b € (:'5 maka QV2) adaléh split—
$ing field dari x° .2 G q(x).
Sebab, Q(V2) adalakh perluasan field dari Q,
x2 -2 = ("x-- V2 ) (Lx + V2 ) dimana \f2., -2

& q (V2). |
Kavena -V5,U2 € 0 (V3), maka field terkecil -
yang memuat Q ( 2 ), -2 danl V2 tidak lain ada

iah Q(V2) sendiri.

Theorema IIT.2.1.

Terdapat sbatu splitting field untuik setiap
polynominal dengan derajat posi'_tif atas suvatu .. =

field.
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‘Bukti @
Migal £{x) &7 Ex‘l , dengan deg £(x) = m

13

Dibuktiken bahwa terdapat splitting field dari f(x).
aken dibukbiken dengan induksi matpmatik.
* Un-tUK n = 1«

Jadi £(x) suatu polynomial dengan:deg f{x) =

ax + b, untuk suatu a,b €& F.
= a [X—'( -ba, 1)?1
Karena a,b &F, maka (-ba” l) & F, sehingga

F=F (-bah)

Moka £(x)

 atau field terkecil yeng memuat F dan (-ba~1) ti -~
 dak lain adalah F sendiri.

- Jadi F adalsh perluasan field dar1 ¥ sendlrl,

£(x) = a( x-(-ba™})), a€F dan (--b al) ¢ ¥ aem

= P(-ba"b).

Sehingga F adalah splitting field dari f{x), de =~

2 ngan deg f£(x) = 1. :

Jadi theorema hendr untuk setiap f£(x) dengam -

deg £(x) =

* Diasumsikan:bahwa theorema benar untuk setiap P2
lynomial dengan derajat kurang dari n.

% Sekarang untvk deg f(x) =n Y l |
Misal £(x) = fl(xj eesse £ (x), dimana fi(x),
fa(x);.... fm(xj adalah polynomial irreducible —

- atas F. |
Jika fi(x),fz(x), vesens fmﬁxﬁ adalah polynomial
polynomial perderajat L.
Jadi £(x) =‘a(xumi)(xn“é)‘..,.ﬂ (xp?%} dimana -
acP daneqsdor cevee vl & Fo
Maka F = F (dhys oy R A




47

Jadi P adalsh splititing field dari £(x)e

Sekarang smda:ll:an ada, fi(x} vang berderajat: le.=
bih besar dari 1 , untuk suatu 1€ i€ n. |
misal deg :E'l(f:x.',),! 7 1.
Menurut theorema ( ITII.1l.1 ) maka terdapat perlu
asan fiéld F(,Ll) yang memuat akar,/, dari ﬁl(x)_.f.
Menurut akibat ( IT.3.7.1s ), maka (X -4 )
adalah pembagi dari f(x) dalam ]5‘(.4‘1)}..

Jadi dalam fﬁ_eld F(Ml]‘5 kita punya relasi £(x) =
(x=Ly) &(x)- o
Dimana deg g(x) =n - 1.
Sekarang g(i) mempakzﬁ polynomial dengan . T =
deg g(x) = n - 1€ n.
Menurut hypotesa induksi diatas maka terdapat. -
Splitting field dari g(x)
F(,{l) (GLZ" cieee "J.m)"' = Fu;l"L_z’ """-Lm)"" ada -
lah splitting field dari £(x) ' '

Theorema terbukii.

Lemma IITe201e

Jika By, ¥, field. |

@, adalah isomoriisma, g, 8 —pT,

maka terdapat igomorfisma 525* S Y [x] ——f

IS -

dengan sifat #* (a) = g(a) , Ya & Py
Bukti | |

2 il
Misal £(x) = B + 8% + 8%  +. ccoe + a,X

Er (=]
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Pandang

2 ¥y [x] mmmmm V F2 [t]

aidefinisikan, g+ [£(x)] = & [ogtaqmra xs oo

=g (aoj + Fla )t +
ﬁ(ag)i&zg + oses +
g (anf[i'bn |

| #* adalah homomorfisma, gebab :

- L2 n
Jika f(x) = By + BqE + 8K 4 leese + a X

g(x) :‘bo + byx + b2x2 + leese ’omxm

adalah suntu polynomizl.dari Fl[jc], n boleh # m.
Misalkan n gm , '
g [f(x) + g(x)] = 53* [(a ¥ o) (o + Pylx +
| i{a, +b )x +(a +bm)x

m+1 - -
+(a m+1)x ... +(an)x

= @ (ay + by) + Blaq + o)t +
ﬁf(a + b )‘b £ eese 4 ﬁf(a +b )—tm’
w @ (am+l)t 17 e g(a, Y4

= @#lay) + B(b )[-&- glag)t *?5(13’.1,){_t +

Bay) t5+B(by)t i. ...... sp(a Yt ep(b )"

+sa’(am+l)tm+l vou + Bla )" |

- [Bay) = glapt + Plag)t” wees
+-h¢(a IR T +-ﬁ(a'n)tﬂ T
[9(00) + Boy)t + B0+ on

e ]

= ,(5*[ o T BB a2:>c2 + eee &

a Xn] + g% [bo + Toyx + box

R S

¥ [f(:zc)]ﬂff* [e(x)]

2 +

||




o (20 g )

g% adalsh injectif 3

= @* [‘( 8+ By X 8K

I

abx*’n]

Q{a b )4«55(21 oPy*
¢( df-bm) _Llll-i-l‘l]

Bla ) F(b,)+E(=
{b )u+”.+$3'(a )

1]

1
"
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2 n

tlow s ot X ).(bo-a-.
2

by %D E e .+'bmxm)]

Q’*{( - )+(a0bl+ lb )X‘l‘c.oo.""

albo).b']‘ao.u'i'ﬁ‘

() e Blay )8
ﬁ(b ) _tm+:<1

= W(fu )+¢(al)t+¢(c-f)’c +o--+ﬁ’5(a )62 ]

(20420,
(v )+ ]

il

by +b21:2+ e eotD

_ g o0l 8 (e

G = —_ ' =, - r2
Misal £(x) = B, + agX + B+ e

1

g(x) = b + blx + b K2 e
adalah polynoml 21l dalam T [x]
andaikan . gx [£(x)]= #% Eg(-‘x)]
“_:,__,_._.v g [:-L + B X a2:’2 + eeee
1
me=p @ (a,) + ;zf(ca.l)m + #la, )5° ¢

b-x ¥ b,,¢c2 + eswaes + b %

Qf(‘bz)t daeeat

. ' 2 n. *(‘
{éfj‘ [a0+a,_l_t+a2't $o o .-H-an:b ]95 L“L'-.b.o*

(x) ]

Il
[ 3 .'i‘ a_K
I

.ok bm}c

-+ an:tnj= W %:-.bo +
m] '
ens + ﬁ( an) 'bn

= P, ). + fd(b Yt 4 soe ﬁ(tm)tm

cm=p n=un dan @ (a)) = g (v, ),
#(a) = Blby)

s==p n =mdan a, = Dy & = Dq s

===p a_ + @ "

vz £(x) = g(X) |

sebab =

‘ ] 2
=b0+b1b+b2t 4 s e

g% adalah surjectifs

Jika g(t)

Qg(al)"p,(bl) gt

oe e a11.= blﬂ

_Il___ ‘ 4
4 a2}’+ sess + 8K = hb-rblxw;-...bmxm.

. + b t%  adaleh




suatu polynonial sembarangdalam F
ébJ_” oo bmé 12‘2 dan ¢ merupalkan
;ri Fl onto Fgu Sehingga untuk setia
;dapati¢1temukan:ac;a#,az,Lm..x..anf

»
o

. ﬁ(.ao)"bb :'_-¢(31') :""'b-l,a .

.....?Q(an) =D,

ésghimgga

. 2
= b0‘+ blt + bzt + ')

= #lay) + Pla)t + Blay)
#(o, )"

iJadi,g(t)

h = @'* [eao + g X F a2x2 +

= G [ 'J?(:éc)]
: ‘ - 2 :
CDimana £(x) = a + ApF 4 8K 4 e

v

- Jadi untuk setiap g(°

f(x) & Fl(};)

- =
==

@ [ £{ x)]

seningga @% adalah suatu homomoril

sedemikian schinigza

3

tif dari Fl[x]pnto inﬁ) &e§gan &

Vag Pq.

Lemmza terbukil.

Lemma IIL.Ze2e

5Q:

2[t]’ maka by

i gomortisma 4g

P

p elemen dalam F2

dzlam F,-sedemilklan

®(82) = Dpesenn

W0
St
+ By

2

t + M N *
4 3 ™
e & O v ..ln
i
- a P.x
+ c,Lm é 1?

dapat suabu

()

sma yeng bljeX

(a) = f(a),

Jika @ merupskan isomorilsma, .
¢' -F1 ___”’ on

‘ b - 2 "i -v-n'
Hisal fl(x) = fy B Ak ees ¥ B % + ewe + B X

T
o) Fl[x] %
f2(t) = ﬁ(ag) + ﬁ(al)t + %(

.
g(ah)“

) 2
L2L2)t + L +

i
P I ET
“ : it o ! N L e —rn——
males serdapatlah 180000ILSNR .;?}E 3 b
1]



dimana ‘.f (}:}-1 d:sm,[ fz{'b}] adalah
dan F ktl Jand maging - masing di

dazn fE( u)‘o
Buictd ¢ ‘
pandang @¥ 3 Flgﬁ] —] Z(tj.
dimema 3 @¥ Lfl(xil = fg(ﬁ)
), g* a(f».

x) adalah irre

w7
o

enurut lemms ( IXI.2.).
Diketahul habhwa fl{
£

2
3ehingga {f3(x) dan

(£) Jusza ipraducible.

male
Ty [4]
[L gﬁ)]

Maka -1[ ] aqﬁ adalah fi

7]

andaikan {f (zﬂ ::aﬁ_dan [f2(ﬁﬂ
pandang ¢ ¥ 3 E&iﬁl Sy FQ[?ﬂ
t Ty

dengan gz(t)‘ 2y

¥ adalah Jell 4ifine, sebab

ducible,

51
iaial dari Fqlx]

hmgm(ﬁdl%(ﬁ

2lah isomorfisma.

maka

[fz(tﬂ merupakan idial @axL

alde.

Qu)]

[~

¥ gy () & P[]

Kisal gl(x) dan h}(x) =dalsn polynomial sewmbarsig

dalan Fi'K]

Andaikan gz(z) = h3{x)

-

, untul suatu .

===p Wy + %ﬁﬁ =Wl+11(ﬁ

:Z:P gl(X) - 1'1 (.:C} & Jl -

S, (y) ~ g ( x) = Iy (x) o5 (x)
kl A)éEIHI ] .

B [0 - By (0] = o [x

—

px [glmlu g [y ()
g [0

gz('b) - 112(-1:) = 1{'2('t;).f2{t)

(x) JEy ;:)]

g [ %, (%)



0 misal g (), 11 L (D& Fylx)
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é:.—:: (t) — h (G) é w:) _
é:::b !fg + g:_)('t) = !"12 + h (-L)

;:xr—-P Iﬁ‘ [Wl + gl(x)] il [ \ll + hl pe

Pt
Kl
—_

E’ adalah homomorfisma, sebab @ |

| Wisul 2y (2} n,{x) & ¥ (=,

Maka : ¥ [{ + g ()|« [y« 1’11(??)”

| A RICICES L(l] |

=a‘__.,.;25*{ C)+h(1)} |

o {7 (0] + ox{my u)ﬂ

,:2 { ,(5) + Dy}

“‘{NZ + og‘\ L,,J.S +{‘f’2 + h (t)}
=P {‘f‘;’l + iijl(x)‘] + H{ 0y o+ hl(}c);j

" ben ¥ [{wy 31{'"‘:)}'{”‘"1 * hl(x)H ‘
3 = ¥ [ Wy + {gl(x)ehlix)”

W, + P | 5 (g (0]

Wy {gg(t) "hg(t)"}

{""""2 N gz(t)}-{wz ¥ hz(‘c)} |

= ¥ fiy + ey (9] {uy + m 0

¥ adalah injectif , sehab,

i

i

i il

i

| Andaikan M‘ [' + & (V‘)] = Ij [W + hl(:{)]
b | wz + C}E('{) = ‘:\'2 + 112(~_t)
g,(t) = hy{t) & Jp

==

il

it
1l
I
-

— ga(*{,) - T ét) = 15_(1:}.152('1), watuk suatu
n{%) & (%) | L
e P [0 (=] - Qf*(h (0] = g [1«21(}’-)] @#-[f;]_(ﬂ;;)] .

g [éq(x) - ( )] = ¥ l’1 Ii)ffl(]{)]
£ () - 1y (%) = g ()51 (D)

1

il

il
-7

,ﬁ,

it
-7

i




é::.—:—.p gl( x), - h’_l.( x)& Wi
.===’ Wl + g1( X-) = Wl + hl(x)

Jadi W

: ‘ o

Wy, + 8,(8) = Id'lwl + gl(x)}li
 Jadi ¥ adalab homomorfisma yang b
. morfisma .

~ Lemma terbuktij

. Jika § isomorfisma dari field F

Contoh

g:Q ——=FQ
ﬁ(a) = 2 9 ¥a € Q
. ﬁ_ g G "'""""—’ C./

53

¥ adalab surjectif, sebab untuk sembarang polynomi~-
2l gz(«t).e F2(1;};, maka terdapat gl(x);EFi(.x):,, sede -
- mikian sehingga * ﬁi*(gl(x))) = gz(’c)

= B[y + gliz?);:‘

Definigi IJ1,.2.

XK., dan K'2 masing - masing perluas

1

~ Sehingga untuk setiap W, + ga(t);é‘ Fgﬁtl'

e, berdapat~

S lah W, + & (x:)_ie Fl[XI , sedemikian sehingga
1 1 € ‘ i

ijectif ataw iso -

-¥ F,

an £ield Ty dan Py

Tsomorfisma ¥ ¢ Ky ---% K, dikatakan terusan dari-=

s somorfisma &, jike #(a) = @lal,

Yol F-l

Jike @ adalah field bilangan Rasional.

¢ adalah field bilangan KomplexXe

B(c) = ¢ , yecé& C

Maka ¥ adaleh terusan dari isomorfisma @, sebab =

¢ adalah perlussan field dari Q dan untuk sebiap

a € berlaku gla) = g(a) .




Lemng IIT.2+3.

Jika isomorfisma § : Fy

untuk setiap fl(x) é .‘E‘ll[x] dengan

punyza kawan £,(%) € A 4

dimana fl(x).: = aQ‘+ aq ¥ + a2x2 +

Blay) + glag)t +
ﬁ(ah)t

Maka isomorfisms @ dapat diterusi

£,(4)

g dari perluasem sederhana Fl('oL)

masing - masing akar dari f‘L(X) a
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_"'p F'2 »

£ 1 (x) irreducible

1
ease + A K

Tl
g( 8-2) 't2 +

ees e

an ke isomorfisma

ke Fz(ﬂ ) dengamo\(?,,@-

311 . fz( t) sedemiki

an sehingga & (&)

p

untuk Fl =

Dalam hal Khusus, = I, makn

H

w
T2

Jika K merupakan verluasan field F(x) ada -

P dan o B

sdalsh akar dari f(x) dalam K, maka, 7(J) =a2dalah iso

dari I,

lah polynomial ivreducible dalani

morfisma desngan F(ﬁ) dengan isomorfisma O yang mem—

bawa o onto ﬁ dan yang mewbawa seltlap elemen F ke

dirinya sendixri.

Fy
-

Bukii

Mepurut Temma IXT.2.1. , Jika @ iscmoriisma dari ¥y

- onto Fz, maks terdapat isomoriisma 53* dari Fl[:c:[

onto:"Fé'[tJ, dengan X, indeterminate, sedemikian s8¢

1).

.

hinggga ﬁ*(x)
Andaikan f (z) polynomial Jfredu
dan pﬁ*[f (x)‘l = £, ('t) polynomlq.l reducible.

su.a‘t:q gz( t),hg(t) &

uiblej da.l_gm Fl[xj

Maksa T (t} = c;f)( b) -La. (t)’ m’tm{

r, [t}

Karena @% 1b01ﬂ01"lloma, maka g2(t), T (‘a) €7, (t)

pasti punye kawan & (x)5 by (=) g Illm}h , sedemlL:Lem.

;.
-
A
I



g [y ()]
e [e0] = £(0)

Karena @* isomoriisma,- waka fy(x)

- sehingga fz{ﬁ)‘adalah ipreducible

. Karena fl(x) dan fg(tl adalah irr

sehingga

il

il

= # [e (0] [0,

o {0 ()]

"

- Berarti f,(x) reducible, Kontradiksi.

al yang dibangua oleh fl(x) dan €

den W2 merupakan i&ial maxinal.
Sehingga Fltxj= dan fgLE] adalah
14 I
Wy 7 W,

Pandang @, ¢ Fl[x'j[ — Fl{_J.'] ,
o o, akar fl(x) |
g [e, (0] = £,60, ¥ ()

er #; ={e,(x) € F, [x) | gy ()4 0}‘ |

Jadi Ker 55] = V[fl(x)l - 'n;l

55

g,(t)  den g [hl(:x:)] = h,(t)

)

¥

= gl(X)-hl(x)

1

;‘Misal Wy = Efl(xyl dan W, = [fg(m)] nerupakan 1di-
().
2 .

cducible, maks Wy
Field,
@ icomorfisma,

€ n[=l

Menurut theorema homomorfisma ubama, maka $

F | ‘.
a8 g o0

Analog seperti diatas, didapatkar

f.%f]g r, 1

indaikan By, B, adalah isomorfisma.,

Ay .F?;.,(‘ﬂ p 7, (=]
i [ 1 -

§=)
L1
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Ly, ndEl
R e A Y]

; Untuk gl(X) & Fl{ x} dan {52(1:) & T
5 ﬁ2 [WQ + gz( t)} = gg(ﬂr ) 3 Idz [ Wé\ + ’bJ = g

. Menurut Lemma ITI.2.2. Ty [x] g T, 10]

At o e

Wl ] W

i

 Andaikan ¥ isomorfisma, ¥ @ F1{}"] e P ?_2;[11:_‘
- "

kavena, TEFY__ 0 | wnge TalY aan Polt ea
Wl ==t Ty 5 R ‘(\fl W 5

: FQ[B] g 'I: 7 [t]E ' '.
- Heka : T LAl EL[A = &EJ = Fz[ﬁ] -

5! 15
Maka i Fy (L]1E Fg[ﬂ
Andaikan © isomorfisma, 8 & F
Jedi 0 = ¥,. ¥. ¥ T [4]
Seningga © () =¥, ¥ -¥ (L)
I A )

4 7, [4]

=By ¥ Ui+ x
= }52- [IJ( Wy+x ﬂ
=¥, Lugs)
. B -

Jadi terdapa’ﬁ jsomorfisma @ t Fj_[ijg-———P thﬁﬂ

sedemikian sehingga o (&) ==ﬁ .

Lemma terbukti.

Contoh |

Jika Q =dalah field bilapngan Rasional
Q( v2) = {a + Y2 \ 2,b & Q?!
Isomorfisma @ : Q —-~=-PQ |

#(a) = a , va€ Q.
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Maka © merupakan terusan dari jsomorfisma #, dimana
8 1 Q{V2) ——m= » Q(V2)
dengan 9(a) = 2, Yaé& Q(V2)

. Pheorema IIT.2.2,

Jiks £(x) polynomial sembarang dala{n F[x]

|
!

liaka dva splitting field dari £(x) adslah isomor =
' phik. |
Juga pemetaan isomorphil dapat méxne‘balién setiap ele
men ¥ ke dirinys sendiri, dan memegtakan semua akar-
akar dari f(:{j: dzlam Splitting field yang satu ke
akar - akar dari f{x) dalam splitfing field yang la
ine | '
Boukti s , | _ ‘
andaiken K, dan K, adalah dua splitting dari £(x) -

dalam F[x] | | |
Sehingga K, = F (Lqsdhgr eovece s d g )

| R, = F (B oo eoeeree 18 )

Andaikan £,(x) adalah faktor irreducible dari £(x)
dengan deg fl(x) 7 1 _
‘Ma.ka salah satu dari Lqs Loy eeel "in adalé.h akar dgz
ri f(x) didallam Kqe Demikian pula galah satu ~dali

Bivhogs eooee 2hn adalah akar dax'i:fl(x) didalam

K.»

2
Andaikan Lq» By adalan akar dari £ (%) masing -
masing didalam K.,L dan 15'12. '
Menurut Lemmz ITL.2.3+ meka terdapat suatu 1somoLl

" w 7 : = : - ol
fisma 91 dari ¥ (Sﬂ;l) onto F(;Ql) yang membawa Ny
ke ﬁj dan yang pembawa setiap g;}emeén_i_F"ke diri-
nya sendiri.Sehingga 9,1 merupakan terusan dari iso-

morfisma identitas I.




58:

Andaikan () = ( x "°Ll )gl(x), dimana gl( x) &
Ry [x] -

ks o {2(0)
| ()

= [(x ~ 1) -g1($:)] __
E XK - G(J‘l)] . @;[ gl(x):l

( Kavena 6, memetakan setiap elemen F ke diri

in

i

nya sendiri, &y [f(x).l = f{x) ).

~ Atau £(x) = { x “491; )- Qlfgl:‘x]t;] s dimana

_ o, [g,(0] € F@)[x]

 Andaikan hl(:%{)‘g adalah faktor irreducible dari gl(x) »

h?(]{.) adalsh faktor irreducible dari -

’ [ gl( 2:)]1»

N{Elka Sa;lah. Sa.t;'l.l dc?‘—rj.cl‘ 2;) OL 3’ 60w dfn -'a,d.alah a}:ar

dari hl(:c) dan juga akar dari g.l(:c) .

Demikian pula‘ alah satu dari /22 @3, R ﬁ) a

. gdalsh akar é.a:fl h (x) dan juga a?lcav' da,rl 9y [g]_( x)]

Andaikan  5» ﬁ o masing - masrx.ngF akaxr d.d.I‘l gl( %)
| _

Ql [gl(K)J e ;

Menuyut Lemma 11X, 2 3., maka te‘ﬂciapa'b isomorfisma S,
dari F(J. )(oL;,) = Fledqad ) ke F(ﬁl)(ﬁ ) =
(‘; 19 B ). yang memetqicanoll Aéﬂ 1, ketgz

memetakan setlmg elemen ¥ ke (311‘1.1’1‘,5?'—1 send:.rl.

Andaikan f(x) = { = -~ Y( x -J,2 Yo gz(x)i, dima-
na g,(x) & Floyselp) [x] o -
Maka 6, [£(x)]= 0, [( 3 =dy V02~ Loy Yegp(®] o

£(x) = [(x= gl =~ 9,(o 5] .9, [a,(x)]

( Karena 9, memetakan setiap elemen F ke -
girinya sendiri, O, [£(x)] = £(x) ).
pten ) = (x-gy ) x =g, 8 (0]
dimana Qz[gz(xﬂ & F(ﬁl'.tg 2) [ XJ '




. Jika proses dilanjutkan Tterus sampgi ke n,maka ter-

 dapat isomorfisma €, dari F(o4 %y,
’O(:n) ke F(fg.‘,/z’-oo-

79&) vang memetakan

cccccc

CF(ey, %

F(fysfor

diringa sendirl danmemetakan himpu

didslam K, ke [/31 ,/32,.

Sehingga K, = F(mﬁ,mb,..,qn} dan

------

-----

adalah isomorphik.

- Thecorema terbukti.

,,,,,,

:idalam KZ‘

Ko=F(@ 1 fyr e oBn)






