BAB II
MATERI PENUNJANG

IT.1. EEORT ‘HIMPUNAN.

II.1.1l. Semegta Pembicaraan

‘Suatu pembicaraan menguraikan sifai-

sifat dari Relasi-relasi antara  obyek -

obyek tertentu. Keseluruban dari obyek -
}

~obyek yang dibicarakan d%lam Ppembicaraan
itu disebut Semesta Pemb%éaraan.

_ Pada‘setiap pembicaraan %atematik, Oraﬁg
.selalu_menetapkan lebih %ahulu semesta pem
bicaraannya, yang kemudién dikumpﬁlkan\meg_
jadi éuatu himpunan.

1. Himpunan bilangan bulat

4= {0’, i._lg :!‘__2, goc.y:
f |
2. Himpunan biléngan Rasional
Q= {F|abes, b#O}
|

3. Himpunan bilengan Riil
t

$=[-m4m<hl
4. HimpunaA bilangan Koﬂplex _
G={a+ib | abe Q;gizm:r_}
5m:Him@unan.bilangan.prim&={xj ;ﬁilangan,prﬁie}f
Selanjutnya akan_digunakan igtilaln
w Relasi " yang dianggap bahwa konsep ita
dapaf §itangkap, yaitu dianggap 1éngsung -

bisa digengerti apa yang dimaksuﬁ, umpama




dengan kalimat " 4 habis

# 5 adzalah synboya bood

Definisi I1.1.1.

Relasi B digebut
(¥ a €& 3) a:

Contoh

Relagi mencintail,

orang yang tidal mencint

Definisi IIal.zu

Relasi 3. disebut
(& a, b & 8)

a

Contoh

I
d

4

dan

n lain - lain.

f bhb

Yo
r
o
=

refle

iy

_~

sabah tidsk ada
b1 diri sendiri.

gymetris bhbd

RDb == HDRa

Relasi kesejajaran antara garis -~

garis dibidang datar.

Definisi IT.1.3.

Relasi B transiti
(¥ 2,p,ce 85) a

Contol

Relasi kesejajaran anbara garis

garis dibidang datar.

Definigi Il.l.de
Relrel I yang sek
fat reflektif, symetris,

digebut relasi equivalen
Contoh
Relasl keselajara

L

£ bhb

R & bRc == akkc

aligus memilikl -
den travsmitif -

sl

=i W=

n zsntara &




garis dibidzng datar

IT.1.2. Pemetaan

[

~ Misal S dan T adalah dua himpunax
sembaring |
Suaﬂcv.jpeme"uaan dari S ke T adaish suatue
perkawanan, dima_n;a setiap elemen dalam S

dikawankan dengan tunggal suatu elemen dg

Jam 7.

[ 1]

Ditulis dengen simbol £ ¢ § —w-p T

1)

Jiks u & S m.aka £ (u), adalah elemen E&T
vang dikawankan dengan w oleh f. £ ( u }
dinamakan harga f di v, disebut juga bays
ngan 1 dibawah L.
Himpunan semua elemen f (v) bilamana u
menghasilkan atas semua elemen 3, disebut

bayaagan { image ) dari

T

Contoh
Misal 5 dan T adalah himpunan bil_%
ngan Riil R dan £ ¢ R —-t> R dengan
f(x) = x>, ¥x € R,
Maka f merupakan pemetaan d:ari R ke R, da

bayangan f adalah himpunan bilangan 7 Q.

Suatu pemetaan dari S ke T itu di-

sebut “juga pemetaan dari S into 7. Jika

elemen - elemen dari T juga . dihabiskan,
jadi gsesiap t € T punya _l%awan dalam 3, ma

E
ka pemetaan itu disebut pemetaan dari &



onto T atan pemetaan surj

e,kt i f_-il

Jadi :f t S =P T disebut Surjektif bhi
(¥te1) (Fses)f(s) =1
Pada suatu pemetasn dari S ke T, suatu t&T

mu.ngkaf.n mempunyal :lebih dari sa‘bufkawan da

lam S.

Pada pemetaan dengan sif:ag:t; babhwa . setiap

t €& T yang mempunyai kaw&%n, hanya mempu =
ﬁyai satu kawan saja, maiita diéebuﬁ peneta—~,
an injectif. Sehingga pétuia, pemetaan yang
injectif uwntuk. setiap pa_sEangan: Sqs S, & 8
berlal%ti jika £ ( Sq ) = £ 85 ):==p :s"-ﬁS'z
Jika pemefaan itu sekaligus surjectif dan

injectify maka disebut pemetasn Dbijektif.

Contoh

1. Misal S himpunan bilangan . cacah,:
T himpunan bilangan _a__sl':;;. _
Maka f : £ (s),- = 8l

5 ===p T dengan
{
adalah pemetaan injectif.
2, Misal § dan T adalah l’FLimpun'an ‘bilangan:

S, --—-Emv T yang ditentu

bula't, maka f

kaﬁ oleh

noe-d £{n) =0, jikan ganjil.
n—p £{n)= %, %ili:a n genap.

[

maka f adalah Sur'jec't:'ELf..
&

3s Misal S adalah hj.mpun%n bilangan . asli

dan T himpunan bilanga%n geﬁap .posi’cif,

-
-*

maka £ : 8§ ——$ T yang ditentukan oleh

L3
-

——

f e+ ne-pf (n) on, maks f adalah

bijectif.




IT.1.3. Bilangan Bulat
Definizsi TI.ls3ele

(b £0 )&% disebut pembagi dari
a,jika a = bm untuk suatu m=% . Selan =
jutnya akan dinotasikan b | a, dan jika. b
bukan.pﬁmbagiJ a dinotasika b‘%fa.

Contoh

6, b=3", nia 3\6dan 6 )3
2 , maka 218 dan 8 F¥2

Misal &

]

Definisi TT.l. 3426

Misal n0 merupakan bilangan bulat, maks
didefinisikan a = b mod i jika nl ( a-b )
atau a2 = b + kn untuk suatu bilangan bu-
lat k. |
_Contoh

73 = 4 mod 23

21 = -9 mod 10

Lemma ITI.le3el.

Jika Q.E b mod n yOEdrmO%an;,, maka 2 + ©
E('b+d)rmdn,dw1&c§(”md)1mdn
9z 4md5, dan 11 =1 mod. 5,
Maka i . '

99

20.

]

T
e

‘4 mod.

ilt

5 UlOd. :5: -




II.2. [TBORI, GROUR,

Iimz.l. Pengertian

Definisi IT.2.1.%.

 Suatu group ialah suatu himpunam &

yang terdiri atas elemen yang tidak didefi
nisikan beserta suatu hukum | - komposisi,
vyang disajikan dengan tanda, pefgandaan dan.
yang ﬁemenuhi axioma—-axioma &

1. ( Yz, b&d ) (FlceG ).ad =
2. (¥, b, c&G ) o € ab )ec

¢
Q

g
Ry

o
Q

e

3.(36&G)('#36G). Be€ = €. = &
4e ( ¥ a&G ) (aa—lé{} ).a..a_l = & .8 =2,

Ke empat sifat tersebut diatas dise -
but aksioma — aksioma dari group.
Selanjutnya apabila masib dipenuhi aksioma
5 ( ¥ 2,0 £G ) a.b = bea

. Maka grovpnya disebut group komuta-

tif atauw group Abelian.

Definisi diatas komposisinya disa -
‘ E
jikan sebagai pergandaan. Dan groupnya Gi

sebut group multiplikati%. Apabila kompo--

sisinya disajiken sebagaé jumlahan,  maka

groupnya disgebut group Aéditif ataun group

~jum1ahan. | '

Contoﬁ

1. Himpunan bilangan bulat Z = {O,i},tz,uq
merupakan group terhadap jumlahan, telapi




"gaﬁdaaﬁQ

2,
3.

4.

bukan"merupakén, group terhadap paf -

Himpunan bilangan Raé}onal Q¢ merupakan
group terhadapjumlaha%o

Himpunan bilangan Riil, setelsh o dike-
luarkan merupakan gro;p mulﬁlpllkatlfs
Hlmpunan bl]angan bulaL modulo 5 = 15

fo, 1,25 20
merupakan group terha?ap jumlahan dan

setelah ¢ d:keluarkan, merupakan croup
multlpllkdtaf. f
|

Dar1 contoh ~ con%oh diatas, mMaka

conﬁoh 1, 2, 3 banyaknyg anﬂgota dari, &

gdalah tak terhingga, dan yroupnya disebut

group:tak terhingga. Sedangkan contoh 4,

banyaknya anggota adalah| berhingga, - dan

groupnya disebut group berhingga.

Definisi 11,2612

Order dari suatu group berhingga G

ialah banyaknya anggota G, dan dinotasikan

o (&)
Contoh

@ himpunsn bilangan bulat modulo 5, dengan

[o]

tif,

adalah 4

dikeluarkan merupakan group muitiplika~

{I,ﬁ,ﬁ{ﬁ% , maka order dari group G




TI.2.20

Ctalke :herhingga..

‘t{aféﬂ._—:& =L &

Definisi ITe2.1.3e

Jika G group berh

maka ordexr dari a ddalah

sitif terkecil m, sedemi

10

ingga' dan a€ G
“pilangan bulat po-

kian. . ~sehingga

-—

G = {E,E}?;ﬁ} , maka ordernys ? adalah 4

iklik

systim pembeptuk group S

pefinisi IX.2.2.1.

d@mi};]_an sehingga G= { al "l'

maka & &isebut'grqup gtk

i- 3 igje

CJontoh

2 ag sedemikian se-
i:‘:O,illx,_tz, L ) 0‘}
lik. Selanjebnysa

O’l; 2, L ¥ 1‘3. Lad l} ) lefnana : ﬁo=&n=e 2
‘al..&a - 3,1'+3};iika i 3(1’1 dan. ol _

, jika i+jpn

6 = {1,237} edaten group siklik.

ada dus macam gro

group siklik berhingga dan group

vp siklik, vaitu

siklik

pPerhatikan bahwa apabila suatu group sik-—

1ik aibangun oleh a (dinotasikan{a)) ber-

patan n, Hal ini memaﬁg demikian,

order n, maka & = e bhb Xk merupakan kell

asabhab

apabila k kelipatan n, [umpama k = Men, ®m&

ic Maetl ,on fm

= e



IIob.uE)u

Theorena Llelelele

Jdika untuk suatu

terdapat sustu elemen g

der gams dengan orderny:

Sub Group

Defll’liﬁi I3 u263|l¢

H himpunan bagian
sub group dari & bhb tex
sigl yang sama
G, H merupakan

ETOUP .

Teman Ilele3els

Jika HLG, makas &

cuitup cgar

1o a.,b é H ===PD
2, a & H — a1

1. Hispunan bilangan bul
group dari himpunan T
2. Himpunen bilangan Bii

f
group dari himpunan U

Theorenn ITe3elo

Jika G adalah grc
-~ [&]

H. adalah sub group dari

e

1l

sroup abelian &
vang mempunyai oI
maka & siklik.

al
Ay

dari ¢ disebut

hndap hukum Kompo

dengan hukum Xomposglsinya~

yarat peclu  dan

supaya H merupakan sub group G-

& H
Hi
at adalah sub -
ilangan Hasional.
1 merupakan sub -

ilangan komplex.

up berhingga dan:

¢, mska O(H)IOGG}.




12z

Akibat ILe3.1.

Jdika G group berhingga dan a & G
maksz :

1. o (a) ] a{G)
2e ao(G} =
Contoh
Missl G adalahn himpunsn ‘b‘ila:ngan bulat mo
dulo 5, dan II =adalah Slei group dari Ge.
Jadi G = {Igﬁ,?,zi dan H = {1}_ atan
w={1,2,3,7] '

Jelas bahwa 14 dan 4}4

II.2.4. Xonjugasi

DeflﬂlSl Tle2afruls

Jika a,b &G, mska b dikatakan meruvpalen -
konjugat dari aé& &, Jika] terdapat’ elemen

-1

cé€ G sedemikian sehingga b = ¢ T a.c

Contoh
Hisal ¢ ={T,2,%,%}
(

Taks 4

It

i}
4
<
4=
&
rot

= 4

Jadi 4 keénjugat dengan 4

Perhatikan bahwa ﬁelasi Konjugagi~
perupskan relasi egulvalen.

Jika C(a) = fixé G/fl llamx& merui:aakan Klas
equivalen a dari GI {Biazanya ﬂikaﬁalcari -

kias konjugat dari a dalam G), den dimisalkan-

bahwa C(a) dempunyai  Ca _elemen , -

|



13~

Maka o - (G)' =

Definisi I1.4.2

Jika a € G, maks N|(a) disebut Nor-
malizer dari a dalam G.

N (a) = {x&(}ixa = axi

Dei‘ihisi Ilo4s3e

Jika G adaiah group, maka Z Sentrao-
liger dari G didefinisikan & = { xé&| xa =
ax 5 Y2 € G-k-} |

Lemma ITe4delo

‘ - Jika G group, makal &
1. ¥ (a) adalah sub group dari G
2; Z | adalah sub group darﬁ. G.
3. % | .adalah sub group dari N (a).

Theorema I1Lo.4.1. f

Jika G adalah group berhingga, maka

Ca = )
dengan perkataan lain & Banyaknya . ' elemen
yang konjugat dengan a dalam G sama dengam

index normatizer dari a didalam G-

Lﬁmma‘11y4o2o,
‘ag% bhb N (a) = & dan jika G berhingga,
maks a &% bbb o(N(a)) = o (G).

‘Perhatikan sekarang suatv&. group berhingga &



14

Banyaknya elemen -~ elemen. dalam kelas kon=

juga‘t‘ yang memuat a, (jadi himpunan semua

elemeh: —elemen yang. -='K@nj;ugafé' dengan: &, jdi-
‘ | .

sajxikari dengan ‘Ca. Dafr perhatikan Juga -
: .

: j
bahwa elemen - elemen dalam Z, menentukan

kelas ~ kelas yang ‘cerdizE"i atas sé.tu ele ~

men saja, sebab elemen m-'Ee]-.emen itu komuta

.51f dengan setiap elemen

dari G.

Apsbila order dari G disajikan dengam o(G),

mzka didapatkan

o ( &)=
o { &) =

o (G ) =

o (2 )+ Cay

o{ %) +&Ca
a¢l,

+ Caz H ese + Ca

Tie

o ¢ 2 ) +Z ﬂ-rﬂ—

ITe3+ TRORT RING, IDIAL BAN FIBLD.
 II.3.1l. Pengertisn

Definisi IT,3.%ele.

Suatu Ring ialan

suatu himpunan: R

yang ;'bidak kosong, ’oesei‘ta dua hukum kompo

sigi yang disajikan dengan. tanda jumlahan

dan pergandasn, dan yang

sksioma ¥

L., ( ¥a,5€R ) (A)PER )

2e
3e
4o
5e
6o
To

( ¥a,b,céR ) ( a +

memenuhi aksioma

a4+ b=

b )+ ¢ = arlb+c)

(H0:&R ) ¥a &R ).oka :ai+ o

( Yaer) {R(~2)E&R

( ¥2,DER ).a+b = b+a

( ¥a,bER ) (dlc&

é.\*-ayb,céiﬁ) (a.b).¢c =

) ean{~a)=(-a)+a=0

R.. ) aob = C

a.(b.c.') .




TI.3.2. Klasifikasi Ring

8n (3 va,b‘,c {E‘--R)ua.f( b
a.b + a.c dan ( b .

Dot + Ca

' 'G:).z

FC ) e &

Selanjutnya jika masih dipenubhi aksioma @

9, (3c&R) (Va&R ).a

.e:@;a:—"&,m?:

ka R disebut suatu Ring dengzn elemen

gabilan.

Demikian pula jika aksioma R masih dipenu-

hi aksioma @
10, ( Va,bﬁ'— 2 )oa.b = bh.a

suatu Ring komutatifs
Contoh

1. Himpunan bilangan Riil

., maka R disebut

terhadap jumlah-—

an dsn pergandaan aritmatik meruvpakan -

ring komutatif dengan: elemen gatuan.

2, Himpunan bilangan komplex terhadap Jum -

1ahan dan pergandaan aritmatik merupa =

kan ring komutatif dengan elemen satuane.

3, Himpunan bilangan bulat, terhadap jum =

lahen dan pergandaan aritmatik merupa -

kan Ring komutatif dengan elemen sabuan.

4. Himpunaa bilangan pulat modulo n, terha

P
dap jumlshzn dan pergandaan modulo . 1,

[

merupskan ring komutatif dengah elemen=

Sa5UaNe

Definisi II1.3¢2.10

T iten fAnat k- Dine komubtatif. maka a &R



dikatakan meruvpakan pembe

16

gi nol, jika J BER,

b # 0, sedemikian sehingga a.b = 0.

Definisi II 0:302-2-

Suatu pembhagi nol
bagi nol sejati bhb ( a
ditemﬁkaﬁ (b £0)&R,
ga a.b = 0.

Contoh

a &R disebut pem:
£0 )&R dapat

ssedemilcian sehin&

R = { 6,1,?,5,2[,'5} ada;'m himPUIlaIl bilang

an bulat modulo 6.

3#0dan 4 £ 0, tetapi 5.4 = 12 = g.
maka - 3 dan §  disebut pembagi nol sejatis.

Definisi 1103029;—:’

Suabu Ring komutatif R disebut dae-

rah integral jika Ring tersebut tidak memy.

at pembagi nol sejati.

Contoh

Himpunan bilangan bulat 2 = A{Osi“_lstQ: .....}

merupakan daerah integral.

DEflniSi i1 0,302040

Suatu Ring R disebut ring pembagi

jika R - {0} merupakan group pergandaan.
. o

Oont‘dh {

1, R himpunan semma bilangan rasional ter-

hadap Jjumlahan dan  gpergandaan aritmatik

B cooc
biasa merupakan ring
> E

f
f
'
-l
1
|

penﬁbagi .



Himpunan semua bilangan
Jumlahen dan pergandaan.

merupakan ring pembagi.

Jumléanan dan pergandaan'

merupakan ring pembagi.
b, Himpﬁnan.semua bilangan:
1, ={ 0,T,2,3,5,5,8 ] .
an dén pergandaan modulo
pembégi. |
Hiﬁpunan semua bilangan
~15=-{‘Gg:if,§,?§,z+'} terhad
pergandzan mocule 5 meru

bagi.

Deﬁinisi II.3.2.5.

Suatu ring pembagi ¥,
sehut field.

,Qﬁﬁiah.

1. Himpunan semua bilangan:
jumlahan.dan‘pergandéan
merupaken field.

2. Himpunan semua hilangan

| terhadap jumlahan dan pe

merupakean field.

Himpunan semua bilangan

17

ritl R terhadap

aritmatik biama

Komplek terhadap

sritmetik biasa

hulat medulo 7,
terhadap . jumlah-
7 merﬁpakan ring-

bulat modulo 5 ,

an Juwnlahan dan

pakan ring pem-

ang komutatif df -
riit R terhadap
aritmatik biasa-

bulat modulo - 7

rgandaan modulo?

Perhatikan bahwa berdasarkan definisi distas

suatu ring pembagl adalah ¢

umum daripada field.

:istenn yang lebih




Setiap field pastl merupa
Jélas‘3uga bahwa suatu fi
rinya dalam dua group,yai
jumlahae dan pergandaan y
lian.Sedangkan ring pemba
nya délam dvua group ,yait

terhadap jumlahan dan gro

18

kan ring pembagi.

tu group terhadap

ang keduanya abe.+x
gi menyatukan diri-
u group abelian -

up terhadap pergan-

dsan yang tidak disyaratkan abelian.

Lemma IX.3%.2.1.

Ip yaitu himpunan

CcntoﬁL

bilangan bulat-modulo Py -

riem,

I =-{G,T,?,?,K,3,EJZ, merupakan field.

, ET

15"—-{

upakan field

Lemma T1.3.2.2.
Jika D ring pembagi, N{al
aeD dan Z adalah zentrai
makas
1.

dan Z merupakan field:

7

2. N(a) adalsh subring P
3, 7 adalah sub riog pemé

4. a % bhb N(a) = D.
Gontoh.

D=1, ={0,7,2,3.3,5.5]
7 = N(a) =

1

balam hal ini

Jadi 2 ¢N(a)¢D.

Normmlizer dari- -

izer dari B,

7 adalah sub ring pembagi D yang komutatifl

embagi dari D.

agi dari D.

D

c1d menyatukan dif_‘hi



 1T.3.3. Karakberisbik

Definisi ITe3a3ele

Misalkon R suatu Ring, apabila da -
pét ditemukan bilangan buiat positif n, se
demikian sehingga n a = 0, untuk setiap -
dER, maks:ng‘tarkecil;deﬁgag;.sifat-demmkiap
*mgrupakaﬁ:garakteristik déri_R‘

Juga dikatakan bahwa R mempunyal karakte: =
ristik positif. Apabila bilangan bulat po
sitif demikismo tidak ada, maka terminologi
tidaklah seragam. Ada yang‘mengatakan bah
wa o mempuﬂyai karakteristik O; a&a yang
mengaﬁakan bahwa R mempunyai karakteriétik
v éan ada pula yang mengétakan bahwa R ti-
dak mempunyai karakberistik.
Cbntoh
1. Misal R = Ig = fﬁ,I,ﬁ?E;Z} maks bilang-
an 5 mempunyai sifat 5.2 = 0 untuk se -
tiap a&R.

Biiangan 10, 15 dan

)]

sberusnya punya -
sifat ini, tetapl 5 adalah yang terke -

Ciia Maka 5 adalah karskteristik dari

Re

Lemma IT.3e3e16

|

Apabila Ring R.me@punyai elemen sSa-
tuan -6, ada Bilangan bulat positif terks: -
éil dengan sifat bahwa n.e = O, maka n pas
tilgh merupaken karakteristik dari Re

Demikian pula jika R mempunyai elemen satw




IT.3.4.

adalah :{b,e,Ze,Be,.......
semganye berbeda. -
Contoh

R= 15 = {U,I,?}E,ﬁ}
elemen satuannys adalah

5=0"°

maka karakteris%ik

Sub Ring dan Idial

Definisi Ila3.4.1.

RY adalah sub ring

R adalah

20

,(n—1)ej yang -

, sedangkan 5.1=

5o

dsri R, jika R’

terhadap hukum komposisinya R, mefupakan -

Ring

Lema II.B-4~¢10
Syarat perlu dan
rupakan sub ring B ialah,

a,h ER', maka 3

==

1. a,b &R! a-b &R!

2e 8,b &R’

Contoh

1. Misal R = [O,41,42, 000

{0,32,14,f.0,}

adalah merupakan sub-
dap penjumlahan dan pe

ik biosa.

Deflnisi 1T, 304—. Ze

==p aab e R¥.

sukup agar RY me -

untuk setiap

E » maka, R

ring dari R terha-

rgandsan aritma —

Suatu himpunan bagiasn W yang tidak

kosong dari R, disebut i

dial bhb dipenuhis



1. ( Ya,vé& 11 ).a,beN

2, ( ¥a€M ) ( VL ER). &

Géntoh

1. Himpunan bagian dari R

atas elemen O saja, ya

idial.

Idial ini disebut idial

2e

Idial ini disebut idia

Definisi ITe3eds3.

Suatu idial yang 4

oleh satu elemen saja dis

Contoh

R sendiri juga merupak

21

?Pa-ebém.

v &.r.a&M.
yang terdiri -

itu.{O} merupaksn

1. nol.
an idial dard Re

] satuan.

apat dibasilkan -

ebut idial pokok.

Himpunaen Ra yang terdiri atas Seaua

elemen - elemen kelipatan

~ tentu, sedprigkan r menjel

merupakan idial pokok.

Definiel IIle3e4.4e

r dengan a ter -

ajahi R, maka Ra

Suatu idial M didalam Ring R digse~

[ .
but Maximal bhb M tidak ﬁermuat dalam sug~

tu idial lainnya selain M sendiri dan R.

Lemma ILe3e402e

Idial yang dibangunnoleh

prime adalzh idial Maxim

Contoh _
Jika R adalah Ring bilan

maka B2 = ( 2 ) ={r2|re R} adalah idial

bilangam
Lo |

gan bulat.




II.3.5.

22 ~

Maximal.

Definisi I 0'30405 @

Jiks R suatu Ring dan N idial dari R, makas

R/N = {:a + N aéB.1[ disebut residu klas -

ringe.

Lemma fle3e4¢3s

Jika R suatu Ring komuta‘l;if dengan ‘elemen
sa.tuap.; maka N adalah idial Maximal bbb R/N
field.
Contoh
Misal R himpunan bilangan bulat dan N =(2}
={o,t2,84,£6, o)

Maka R/N = i 5,{? merupakan field

Homomorii Sfize

Defn.m.s:n. ITe3.5.4

Pemetaan f dari R:Lng R ke R' dikata
kkan homomorfisma, jika um;u:_z}gas-eta.ap a,b & Ry
1. £(a+b)=f(a)+ £ (D)

2, £ (ab) = £ (a). £ (D).
Contoh

|
I
N
Misa:!- f % x """‘"—}) i (X) é_RI!’ VX'é;R.

f

Maka f merupakan homomorfg.sma, .sebab
£ (x) = O. {

£ (y) = O

P (x+y)=0=0+0= f(x) + f(y)

£ (x0y) = 0 0.0 = £(x) --%(y),.

i

i

b
Jadi £ merupaken homomorfp.sma.

f
o



Definlﬁzi 110305 22

| Jika f suatu homon

-
]

ke R* , make
Ker f = { x€R !f (%) = O]’

Definigi IYe3e5e3s

Suatu homomoriis
dikatakan isomorfisma, ji

o

metaan yang bijektif. Se

dan R? dikatakan isomorph

Lemms 11.3'513.0

Homomorfisms £ dari R ke

Pisma bhb ker £ =40.}

Lema‘ 11-3.5»2.

Jika T homomorfisma, f
ker f‘merupakan idial dail
Contoh |
Misal R = | Oy £1 5 £2, 4
& Oy +25 +4y co |
X -—PLf (x) = 2

-
-

Jiks f

Maka ker f = i O'H dan {071

ri R.

Theorema IIO3I5.1.

Jika R dan RY mer
homomorfisma dari R onto

maka R' isomorfik dengan

b

23"

orfisma dari R

a f dari R ke R¥
ka f merupakan pg

dengkan Ring Ri

le .

R' adalah isomor-

R ——pR' , maka

1 R

3y o;Luﬁ dan RY =

x £R', ¥ x =R.

adalah idial da-

upakan Ring dan f

a' dan ker f = U,
R/U.




Contoh‘ |
Misal R = 2 = {O, +1, +2, ...} dan: N ada -
' lzh idial dari R yang dihasilkan oleh bila
ngan 5. N = {5.a| 2€R. | |
Misalkan R' = 15 yaifu himpunan bilangam -
bulat modulo 5. Jadi B' = I ={0,1,2,3,%
Dan didefinisikan T, '
f 3 g m=pPF (a) =2+ NERY untuk
setiap a&€R .
Maka ker f = N.
Dan  z/ker (f) = Z2/N SR = 15

1.3, Ga PO].Yﬁomial

Definisi Ile3e60

 Misal F suatu field.
Suatu polynomial atas field F. adalah suatuf
fungsi f dari F ke dirinya sendiri, sedemi
kian sehinggs terdapat aqs 8oy see Ay & F

4 .

gehingga

: 2 : n
£ ‘(t)ﬂ am)“'a:l.'@J'l“ azt! '{‘{' ees + ant .
|
E’ : -
Se:lanautﬂya ao' a];_, 9.,2’ ¢ sa an é F
disebut koefigien dari polynomiale Bila
) E e
n ~adalah. bilangan bula? tertinggi sede -
mikian sehingga a, £ 0 , maka n disebut de
i _ _
rajat ( degree ) dgri £ (t) dan a, disebut.
koefisien suku tertinggi ( koefisien pemim
pin ), sedangkan a, adalah suku konstent -

dari £ (£).

.n
polynomisl £ (L) = a, + 86 + .00 + aht



dapat juga ditulis

£ (%) =
otn*l + |

2 un
8, + 8y t + azt 4+ see an# +

Jika koefisien pemimpin dari f (%) adalah.

] | :
1, maka £ (%) disebut monic polynomial.

Sedangkan yong disebut polynomial nol ada-

1lsh suatu polynomial yang

nya nol.

Menurut definisi derajat,

tidak mempunyal derajat.

semus koefisien-—
polynomial nel

Polynomizl . . de-

ngan derajat 1 disebut polynomial linier.

‘Contoh

£ (4) = 1 = 2t + 56° + 118

merupakan pok{

nomial atas P dalam t berderajat 4 dengan

koefisien pemimpin 11 dan

Definiei I1e3.6e24

Misal £ (%) = 8, + alt +

dan

adalzah polynomial a%as ¥,

g (%) = b, + blt +

suku konstant 1.

2
azt +
2 .
bf;f
‘misal:

' n
»{o-fah-t

m,
see + bmt
n>m,

£ (%) + g (%) yaitu jumlah dari f (t) dam

g (%) dan didefinisikan
(ab +;bo? +(a{}5dyt 4 s

n
soo + {az + O ) t.

Contoh

Misal%F suatu field

£ (%) = 24 48 - TE2 4
g (4) = 5 - 3t & 8%

maka £ (%) + g (%) =

( 2
+

+ O

£l
»

3

0+8) £°

£ (%) + g (%) =

. @
Y (a,m +.bm)t +

dan

+5 )+ (4=3)%

~7+0 )t° 4 (14+0) £

- - [~



Definigsi IXZ.3.643,

Bila S&F , maka €.f (%)
cef(%) = ¢a, + Gayt + ca,
Contoh.

Misal F suvatu field

Bila ¢ = 5& F dan £ {
+2t3 , maka c.f(t) = 10 +

Definiﬁi 1103-6040

Misal F suatu field

. 2
() =a,+at+ ta +
g - . ) 2

adazlah polynomial atas F.
f (%) .g(t) didifinisikan
T () !g(t)

—
=

ag b, + (_aob
2

+ ( ahpm )

Theorena [l.3.0.10

26 -

--
-

didifinisikan

2

t + ewee +C‘=an‘t

£) = 2 + 4% - Tt°
50t ~ 35%2 + 10t°

see b anjn dan

i
ease + bmt

ae

1+ aibo_)t +
.2

+ azbo )t 4+ erve

tn#mo

Jika f(t)_dan g(t%

al dengan koefisien dalam field F,

j
deg T

deg (£ (t).g(t) ) =
contol

Misgl £(t) = 1 4 © - 2t2
dan g (t) = 2+ 4% - 2

nomial atas .
£ (t)@g_(t) = 2 +
344

-
L

Make

Terlihat bahwa, deg ( £(%

+ deg g (%),

adalah polynomi=
maka

(t) + deg & ().

+ %5 adalab poly-

68 — $2 - 8t -
- 2¢2,
).g(t)) = deg £ (%)



Lemma TI.3.6.1e

27

. - 2 ' : I <1
Jika £(%) = a, + agt + ayt” + aee b
e 1 2 LI
dan  g(t) = b, + by¥ + béﬁ 4+ eee * hnﬁ |
meka £(t) = g(t) bhb m=n den ai = bi,
Vi.

Theorems II~3.6.2.

' Misal R suatu Ring

elemen satuan maka himpun
mial - polynomial atas R
nutatif dengean elemen sat

Atau jika R suatu ring kc

komutatif dengam
Ay, semus polyno -
merupakaﬁ Ring ko
uane |

mutatif dengan

elemen satuan, maka R Et%

adalah rifg komu

tatif dengan elemen satuéno

Definisi I1+3.6.5.

Misal f(1) suatu i
field ¥, dan A skalar.

Jike £(3) = O , maka » d

£(4) .
Gontoh
£(t) = 5 - 2t + 3t° - 6%
tu polynomizl atas field
ks 1 adalah akar dari £(
Sebab f{X) = O

Theorema 110306-30

volunomial

atas

isebut akar dari

3 . t% + t5 sy Sua

bilangan riil, ma2

%) .

Jika £(t) suatu Holynomial dengan. -

: E
koefisien bilangan komplex C berderajat le

f

|

bih besar dari 1 , maka

f(t) punya suatu -



TI.3.7.

COntoh

(1) = £°

1,2 g

[t}

= 1 f_ ie

-~ 2t + 2 , maka

L1

Jadi aker dari £(t) adalah 1 + i dan 1 - i,

semuanys dalam C.

Al gexiima Euclid

. Berdasarkan defini

g -~ definisi daw

operasi - operasi polynomial yang telah d4i

bahas scbelumnya, maka pada bagian ing

skan diberikan sifat -~ sifat vaku lain da-

ri polynomial, yaitu Ageritma Euclid.

Theorema 110307010

Jika f(ﬁ), g{+%) polynomial -~ polynomial =

atas field P , yaitu polynomial - polynomi.
| .

gl dalam F(%) dan deg g(?} 7 0. laka ter—

dapatlan dengan tunggal polynomial . g(f),

£(4) = g(t).g(t) + ¥ (%),
deg.r{t) {deg.a{t).

Akibat TTe3e7eLe

E : : .
‘r(t) dalam F(t), sedemikian sehingga &

dimana r{t) =0 dtaw |

Jika f(t) bpukan polynomipl nol dslam T ().

Dan A&F , sesemikimn sehingga £(?) = O.

Meka terdapatlah polynomial g(%) dalam P(%)

sedemikian sehingga F£(t)

wena deg qlt) = deg £(%)

= (6~ .q(%), di-
- 1.



Akibat TTe3eTe2e
Fika £(+) & P(%) dan

ka £(t) paling banyak mem

akar.
Contoh
Jixa £(t) = 7 - 1
a{t) .g(t)
deg T(t)  deg g(t).

Tulislsh £(%)

=1

Penyelesaian

29

deg £(t) = n, ma

-

punyai n buah

dan q(t) = -1

+ (%) dengan.

£(%) = oa bTT AT a(8) + £ (%)
fi(tj: £(%) - a, bmfl £ 2( %)
I N R Ean T € )}
S S B T
| =12 -1
deg £1(%) 7deg 3(t)
£,(t) = 2 = 1 = L1677 (6-1)

£2 - %2 4 b - 1

-

= b+ 1
deg fz(ﬁ) = deg g(+t)
£4(6) =t - 1 & 1(t-1)
= 0

deg.f3(ﬁ) ( deg g(t)

sehingga didapat q(t) = © qz(t) =1,

maka ¢
R
= (%% b+ 1) (
Jadi £ — 1= ( tz + b+

(4) + q(t))elt)
v - 1)

1) (t - 1')




TI.3.8. Faktorisasi Tunggal

Deflnlol II¢3.8.1.

suatu polgnom.dl plTIET °(

30

4)  disebut irre~

ducible atas Field F , Jjika p(%) =-f(t).g§t),

. dengan £ (%) ;'g?(t) =
i 5 E= 0_;'«

o0

deg £{%) = 0 antau deg a4
Contoh
p(t) =

==

tZ

misl irreducible atas fiel

tetapl reducible atas fiel

plex.

Theorem& IT.3.8.1.
J:.k:a £{4) & F(t)-,

71 , maka £(%) mempuny
nggal, yaitu 3
py(t)s (), +os P (F) B

A+ L, ad

¥ .(t)., maka

atlah suatu polyno
d bhilangan riil,

3 hilsngan kKom: ~

dengan deg (%)

ai faktorisasi tw

p (%) , dengan

olynomial irredu—

cible dan g sdalzh konstanta # O.

Aklbat IT+3.5.1.

Jika f(ﬁ) = - 1éE.C(b)
punyai faktorisasi :
£(6) = (i) (t=ip) «oe
iy _
\iéi C
o & ¢
Contoh .
1, £(t) = t° - 1L & (%)
maka, 2 -1 =(t=-1

,m&maﬁt)mwh

(t—zn), dengan

) (b + 2 )
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2. £(t) = 3 - 1 &0 (%)
moko 60 - 1= (5-20) (£ + t+ 1)
= (t-2) (%=~ (~3+3v335))
(%= (=% - 3¥30).

DeflniSi 110308020

Migal f('t) ,g(t)e F('t) pol,'y’nomial. £ 05
g(t) dicebut pembagi dari £(t), ditulis 7

g(¥) | £(t) , Jike 'Foq(p)er(t), sedemiki-
an sehingga T(%) = q(t).é(‘t).

: C‘on‘bohr

(%) = 5 - 1 dang(t) =+t -1,

maka terdapat q(%) = 2 4 b4+ 1

sehingan &5 ~ 1= (t=1) { t2 % t+ 1)

jaai (6 -1)1( %2 ~1))

Deflnlsj. 1103-8030

Jika p(t) irreducible &a? £(t) = (k) &(t).
Blmana suaty palynomlal ﬁ(b) bukan pembagi
g(t) d&n m bilangan hulat 20, maka m 4
sebut multiplisitas dari p(t), dan didefi~
nisikan p (%) =
Fika o sior dari £(8), den £(%) = ( t -4 )08 (t)
| dengan’* e ™ bukén‘pembagl' dari e(t),maka
zfﬁfdiSQbuﬁ.5multiplisitas-dari té-aﬁldalémrf(t);
Dapat: juga @katokar  banwa’ me adélah - mul-

tiplisites: dari o< qidelam ().




Theorems, 11e3.8.24

Migalaakar dari £(%) dan

MultipliisitasAdalam £(6)

Contoh

Hisal T(%) = t° - t° - %

nomia,i_ aelam G(t).

1 adslab skar duri £(t),
C£(1) = 4917141 = O,

fL(t) = 3% ~ 26 - 1

£ (1)

£(1) = 0

3-12 - 2nl "".:.L

LNY)
N2

deg (%) Z 1
> 1 bub £ A)=0.

+ 1 adalah poly-

seban &

Maka 1 vaitu salah satu skar dari £lg) =

mempurysai multiplisitas

- (=1) ndalsh akar dard (%), sebab T(~1)

el(t) = 3¢% = 2t -1
£1(t)
() = 4 £ 0.

M

Jadi (~1) mempunyai mulis

lebil dari satils

Definisi IT.3.8.40
Hisal (%) € F(%)

‘](t) disebut idial dari

hi aifat - sifat sebagal

1. O éi (%)

3(=1)2 = 2(=1) -

b
7 1.

i
O

pams. =

iplisitas tidak -
| ,

F(t) Jika memeny

Berikut o

0. dixa £(6), &) € (&), maka o

£(t) « g(t) € JE).
3. dika ‘i.‘(’i:) £ J(t) c‘Lan-j.k

Tt £(8) =E(8). &

(%) & F(+), r.w;;;alia

(?)6“.3(t).
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Conton

Himpunan yang berdiri dar% 0 saja yaltu {O}
merupakan idial. Demikiaﬁ juga F(t) sen -
diri jﬁga merupakan idial, yaitu idial
yang dibentuk oleh 1 , yaﬁg disebut ddial

Unit.

Theoremz Il. 3«8- 2o

Jika p(t) suatu polynomial . irrecducible,
maka idial yang dibentuk oleh p(t) - merve
pakan idial maximal. |
Contoh

Misal ptt) = 2 & J.Eg(ﬂiﬂ , dimana @ adas~
‘lah field dari bilangan Rasional.

Maka [(t2+l):l ={q('¥:) .('t2+l) ! q('t)é Q_(t)]mer_g

pakan suatu idial maximals.

TT.4. RUANG VEETOR.

:11.4.1. Pengertian Ruang Vekitor
. | Suatu ruang velkton V Iatas.field' K
adalaﬁ himpunan obyek - obyek dimana berla
ku operasi " jumlahan ¥ terhadap elemen -
elemen V dengan elemen — elemen K {disebut
perkaiian skalar), dan v memenuhi aksioma
aksioma @ |
1. V merupzka group abe;lan terhadap jﬁm -
lahan. | '
2. ( Vx,yeV ) dan ( ¥, B€K ), ‘berlakus
ae d{xy) = Lex+ A '
b.f (h+f)x= oLx + P}:

-
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(LoB)x=LBx).
de Lox. = X, dimzna 1 adalah elemen Sgltuan:

dari K.

Untuk selanjutnya elemen - elememn. -
dari V disebut wektor dan elemen ; elemen.
dsri K disebut skalar.
Gontoh
1. V = Himpunan semua pasangan berurutan -~

dari bilangan riil terhadap aturan kom-

posisi &

ef | o
(‘als 552) + (bl’b )d"-—»‘ (8. »+b,']‘,8. +bé‘).

r(aj,a2) dei(ra“ra,QEdEﬁgaﬂ préoRe . o

Maka ¥V merupakan ruwng vektorbatas -

flelé # j

[
}

2, V = Himpunan semua fuggsi riili £ =

[ _
R -wa R dengan aturan komposisi seba-

|

'
.
‘f

(£22) (x) TET2200). # g(x)
(1.£) (x) def'kJ(f(x)>

Maka V. merupakan ruang vektor atas -

gal “herikut

Tield R.

perhatiksn bahwa, jika F| suatu field yang-
memuat field K, maka F dapat dipandang se-
bagal Ruang Vektor atas:field K, sebab :

1, T field, maka jelas merupakan Zroup abe

lizn terhadap gumlahan. _
¥, E F ) da.n("afoi ﬁéK), karens
K (. I, maka jika Eﬁt K pasti o, ﬁ LT,



Sekarang dapet dipandang x,7,0, 8 & Fs
maké 3 | -
ae o (xy) =dxedy };.ssifat aistributif
b. (J.-l-@ Y= qlx+ﬂa x field. |
co (dPlx = J(Px), sifat assosiatif-
_terhadap pergandaan field.
de LeXx = X , karena field i)unya elemen:
satuan.
Contoh
R. 2dalah field bilangan Riil dan G
adalah field bilangsn komplex.
Karena R(.C, maka C. dapat dipaildang seba -

gai rusng vektor atas field R.

Suatu ruang bagian dari ruang vektor V ada
lah himpunan bagian W yang tidak kosong da
ri V, sedemikian sehingga untuk setiap X,
X, & W dan skalar] ,ﬁ didapatikan .{xi +
9 X2 € W

Dengan demikian W sendiri merupakdn ruang™

vektor dengan hukum kompct»sisi yang sama G€

. t .
ngan hukum komposisi ruang vektor V.
b

E

Ruang: bagian khusus dari V yaitu W = Vv di-
s‘ebutj ruang bagian tak s%jatio Rﬁang ba -
gian yaang lain dari V yaﬁg £ 0 disebut ro-
ang bagian sejati. _

Suatu kombinasi linier dari vektor-

Vektor VyyVpy eose Vp dari ruang vektor V

adalah persamaan berbentuk :

& Ve + LoVy eos + [0V diman .L:L’le ee Im



skalar.
Selanjutnya Jjika ( ¥wew
sedemilkian sehingga w = L

+ LV » maka {vl,vz,,

36

) (Tdgsd gy eery)
(VY # ATy * eees

ss o ,.K Vma dige =

but pembentuk dari w.

Lo L

IT.4+2. Bagis dan Dimensi Ruang Vektor

JDefinisi I1 -402-:1.

Misal V ruang vektor atas field K
dan»vlg"fgy «s e vn é_ Ve .
fvl’vzg see ’v:ﬂj

jika terdapat - -

himpunan vektor - vektox{

disebut tak bebas linier,
skalar "I‘l”t‘z” eons Loy ya_:rflg tidak semuanya=
"0, sehingga dipenubl : [ '
&7y FohoVy + ceee + AV, = Qi

Jike tidak demikian maka himpunan vektor -

'V:ektor s‘vll,vz, vee 3V

n} c?.:n.katakan. bebas 11

nier, yaitu jil{allvl + “{21"2 + see + ,(nvn

mengakibatkan

= 0,
J_l = 4‘2 = ‘L_j) = LR N N = ”Ll'l ‘-—'-0)-
Contoh ‘ i

1. Tiga vekbor ( 1,-3,-4 ), (2,~1,-3 ) dan
(~8,9,17) dan B> adaleh tak bebas lini-
el

2e Dﬁa veok'tor' ai R?“, yaitu ( 0,1 ) dan
( 1,0 ) adalah bebas linier.

3, Suatu vektor v £ 0, zdalah be’bas linier,

= 0.

Lolinder)

kareaa olv = O dj_dapa,"bi bila

4. Vekitor v = O adalah tak bebas




karena 2V =

Definisi IL1s4e2e2e

37

0. wntuk setliap .

Jisal V ruang vekior atas field K.

Bj—la V = ( V ;V?, a e @ ]

X'vl,v,, ses vnﬁ bebas linier,

ivl,v2,',..

ang vekior Ve

\ ) dimana

maka

,vn} disebut basis dari rw -~

Abaun dengan kata 1ain : Basis dari ruang.
vektor V adalah sitem peshentuk dari 4

yang hebas linier.

Contcoh

Misal V = RO

IMaka himpunan vektor - vektor{'vl,vz,...,vhj

dimana 3

V"nv.-: ( 0,0,0, o e

sdalah basis dari

TheQrais TT edo 2_¢_l_‘w

Tika {vl,vz, e vn]

0 ).
Q. J.

1)
¥

pasis dari V makas-

setiap vekbtow veé V dapab dinyatakan de -

ngan sunggal sebagal kombinasi 1inier dari

{V_'l,vz, 0w ,V_ﬂ} -

Definisi TLedalela

Migal V rusng qektor_atQS field K.

L
}- - * -
Jiks basis dari V terdiri dari n telemenl,



make dimengi ruang vektor,
adalah n.
Dinotasikan‘[v :Ii] = ..

Contohn

. n . aa .
Ruang Vektor R mempunyal dimensi

n, sebab vektor - vektor
. . on .
merupakan basis dari R~ ya

n elemena

ng terdiri dark

v atas field K

[vrvy oee s )





