BAB II
 KONSEP DASAR

2,1. PENGERTIAN GRAFH.

Suatu graph G=(V,E) terdiri dari himpunan terbatas
yang tidak kosong V= v, ,VpsVgyeessVy dan |disebut titik-ti-
tik. Himpunan yang lain B= €11€)9€z5 0008y yang disebut ga
ris~garis,masing-masing garis e ditentukan oleh sepasang
titik (vi,vj).

Contoh 1 ¢ Gb.1 menunjukkan graph dengan lima titik dan

tujuh garis }a,
Vs Ya . % K
¢

PN 4 €,

v

3
€3 Vz

Gb. 1

Garis yang ditentukan oleh satu titik (vl,vi) disebut deng
an gelung{loop) seperti e, pada Gb.1. Disamping itu dua ti
tik juga dapat menentﬁkan lebih @ari satu garis, garis-ga-
garis yang demikian disebut garis-garis paralel. Sebagail

contoh ey dan es pada Gbe.1. |

Graph yang tidak mempunyai gelung dan tidak mempuug

nyai garis-garis paralel disebut graph sederhana ( simple
graph ). Perlu dicatat pula bahwa dalam éambar graph ben-
tuk garis (lengkung maupun lurus) dan pangﬁng pendeknya ti
dak menentukan apakah dua graph sama atag tidak,tetapi
yang pentlng sifat in idennya diantara géris garis dan ti-
tlk—tltlknya, Selain itu sering kali dalam gambar graph
ada Deberapa garls yang saling berpotongén tetapi titik po

tongnya tldak merupakan anggota v sepertl @n dan ey pada

Gb.1 o |

: r
Catatan: Suatu garis e,= (vi,vg)_maka ek?an Vi maupun ey

- ie YT e s i
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Contoh 2: Gb.2a dan 2b adalah dua gambar
da tetapi mewzkili graph yang y

sifat 1n31den diantara garis dc

i
L

sana.

2,2. DERAJAT ( DEGREE).

Deffinisi 3.

Dua titik vy dan vj
Jika vy

‘ | eq. s .
insiden dengan garis ey démlklan Juga v.

graph yang berbe-
‘amg sama karena

n titik-titiknya

disebut bertetangga (adjacent)

J

Juga insiden dengsn €e Seballknya dua“ garis yang

tidak paralel ‘dikatakan bertetangga Jika keduanya

insiden pada titik yang sama [
Deffinisi 4, | | i
Derajat titik vi dalam graph G ata
nyaknya garis yang 1n51den pada v
hitung dua kalj
Contoh 3: ~ Dari G-b,‘l_v1 dan v, bertetang
- garis ez’dan @3y
tangga. 3
- Pada Gb.i

d(vq)
d(vs)

d(vB) =
’ d(Ve)

i

Teorema 1:
Jumlah derajat titik-titik graph (
>. d

Bukti: Diandaikan graph G dengén q garis

kali jumlah garisnya { q )

v1,v2,v3..a,vh, Karena setiap gari

{
|
i

tetapi es da

u d(vi) adalah ba

dengan gelung di

rga demikian Juga

n e5_tidak bente_

nd

; sama dengan dua

:Vi) = 29
den n titik yaitu

is insiden pada

dua titik maka masing-masing gariﬁ menyumbang dua

Caln v mrem

P e
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G sama

dengan dua kali jumlah garis dalam G, Jadi

S: dtvi) 2 20  eeeacecciocecsnvescea{ 1)

Contoh 4: Jumlah derajat graph pada Gb.1 adalah

Akibat

Bukti:

H

5
z: -d(Vi) d(v Y+d (v )4d{v3)+d(v4)+d(v5)
=1 =4 +2 + 4 +3 +1 =14

dua kali jumlah garis.
1.
Dalam graph G Jjumlah titik berderajat ganjil adalah

genap.

Pisahkan titik berderajat ganjil ?an genap, Sehingga

' ruas kiri dari persamsam (1) dapat dinyatakan seba-

Deffinisi 5.

Deffinisi 6.

L
gal jumlahan dari dua jumlahan yang lain :
\

n |
Z d(Vl) = id(v'j) 4+ I_Cil(vk) cocoa-v(a)
i=1 J=genap knganjil
Karena ) d(v) adalah genap dan E; d{v ) juga ge»
nap maka Elti(vk) juga harus genap '

Z d(\? ) = g@ﬂap 0.0000‘[-9...1&-0000«(3)
kwganall |

masing-masing‘d(vk) pada (3) ganjil,dan jumléhan

. - I

dari persamaaﬁ,tersebut genap,denéan demikian ba-~
%

nyaknya titik berderajad ganjil adalah genap.

Graph G yang setiap titiknya mempunyal derajat sama

disebut graph;reguler,

a. Titik yang mempunyai derajat sgtu disebut titik

akhir sedangkan titik yang ber?erajat-nol diset.s
but titik. terasing. }

|
b. dua garis disebut seri Jika ti?ik persekutuannya

berdera jat dua. o -{



Contoh 5: pada Gb.3 diperlihatkan dua graph reguler ber-
derajat tiga dan dua.

Contoh 6
vy titik terasing

vz titik akhir

e41€5 gmris yang seri

2.3, _ISOMORPHISMA,

Deffinisi 7.
Dua graph G dan G' dikatakan isomorphic jika ada ko
respondensi satu-satu diantara titik-titik dan ga-
ris-garis dari ¢ dan G' sedemikian hingga sifat in-
sidennya masih terpelihara. |

Yang dimaksud sifat insidernnya masih terpelihara adalah

apabila garis e insiden pada vy dan S delam G,maka e' da-

lam (' yang berkorespondensi dengan e harus insiden pada

v{ dan vé yang berkorespondensi dengan vy dan v,

Contoh 7: Korespondensi diantara dua graph yang isomorphic
pada Gb.5 skb. ¢ a,b,c,d dan e berkorespondensi
dengan LERACTALTA/N dan Vi e Sedangkan garis-ga.ris

142,3,4 dan 5 berkorespondensi dengan garis-garis

€1180s8%s€y, dan e5.

Vi
a . : e, B
y
4 W,
| G 3
& ” 2,
vi s V2




2,4, SUB CRAPH.

Daffinisi &.

Graph g disebut sub graph dari G jika semua titik
. : !
|
dan semua garis dari g merupakan anggota dari G.

Contoh 8: g4 dan 8o pada Gb.6 adalah sub) graph dari G.

Gb.6
Penghapusan sebuah titik vy dari graph G akan meng-

hasilkan sub graph:G-v; yang terdiri dari semua titik da-

lam G kecuali v, dan dan semua garis yang tidak insiden
pada V. Sebaliknya penghapusan sebuah ggris e'j dari G-
menghasilkan sub graph yang terdiri dari semua titik dari

G dan semua garis dalam G kecuali e..

J
Contoh 9: v e : Vz’ A Vi 8 Na ex Vs WM GV & My
23 e5 ¢ ¢ %
v b o vs A v‘l_lcs Ve
G G-v5 G4e5-
Gb. 7

' 5.5, JALAN (WALK) .

Ceffinisi 9
a. Jalan adalah deretan bergantian dari titik dan
garis yang dimulai dan diakhiri dengan titik.

b. Jalan tertutup adalah jalan yang titik awal dan

titik akhirnya samao'
c. Jejak (ITéil)-adalah jalan yaﬁg garis-garisnya
_ | ;
berlainan 5

d. Jalan tapak (Path) adalah jej%k yang semua ti-

tiknya berlainan kecuali jala# tapak tertutup



Contoh 9: Dari graph G pada Gb. 7

2‘6.

CRAPH TERHUBUNG .

-8B~

vang mana titik awalnya sama dengan titik akhir.

e. Sirkuit adalah jalan tapak yang tertutup.

-Jalan : v1e1v292v392¢?e4vh_ataq VqVaVzVovy
Jalan tertqtup s v1v4v5v2v1
Jejak Vi€ VorsVseg Yy, atau VaVoVsVy,
Jalan tapak : Vo, Vieg Vs atay VZVAVS
Sirkuit Vi€ Va8, V)5V,

Deffinisi 10

Graph G dikataken terhubung jika paling sedikit ada
satu Jalan tapak diantara dua titik dalam G. Jika
tidak demikian disebut graph tidak terhubung { dis-

connected graph ).

Contoh 10: Graph G pada Gb.6 dan Gb.7 merupakan graph yang

terhubung. Sedangkan Gb.4 graph tidak terhubung
karena tidak ada Jjalan tapak dari titik v, ke
titik-titik yang lain.

L
P

Graph tidak terhubung paling sedikit terdiri dari

dua sub graph terhubung,yvang masing-masing sub graphnya di

sebut komponen. Jadi graph terhubung hanya terdieri dari

satu komponen.

Teorema 2:

Bukti:

Jika graph ¢ ( terhubung maupun tidak ) mempunyai

tépat'dua tit;k'berderajat ganjilwnaka harus ada ja
lan tapék yang nmenghubungkan dua %itik itu,

Diambil G graph dengan semua titi?nya berderajat
genap kecualiqudan v, yang berde#ajat ganjil. Dari

akibat 1 tidak ada graph mempunyai titik berderajat

- ganjil yang Jjumlahnya ganjil dengén demikian titik

‘ | :
vy dan \Z harus berada pada kompopen yang sama, jadi
' : \



O

Deffinisi 11
Graph G disebut ferhubung-n { n~co
ling sedikit n titik dari G dihapu
G tidak terhubﬁng atau menjadikan
komponen. |

Contoh 11:

ANAN

terhubung-1

terh
Gh, 8

2,7. CGRAPH LENGKAP { COMPLETE GRAPH ).

Deffinisi 12
Graph iengkap dengan p titik ( Kp
derhana yang setiap titikaya berte
tik yang lainﬁya«

Contoh 12: Gb.9 merupakan Kp dehgan 2,3,4

— b

®

aected ) jika pa-
s dapat menjadikan
G lebih dafi satu

abung-2

) adalah graph se-
tangga dengan ti-

dan 5 titika

\

Gh, @

Karena setiap titik dalam K_ bertetangga

D
lainnya maka setiap titiknya berderajat (

2.8, HIMPUNAN BEBAS ( INDEPENDENT SET ).

Deffinisi 13

‘Himpunan bebas. H dari graph G adal

dengan titik yang
p=1 )e

ah himpunan bagian

titik-titik anggota G sedemikian hingga tidak ada

dua titik dalam H yang bertetanggal

Dari deffinisi 13 ini Jjelas bahwa setiap

titik tunggal dari

 graph G merupakan himpunan bebas. Sedangkan untuk setiap



: : 70w

titik v; diluar H, himpunan H U vy

i menjadi tidak bebas

maka H disebut himpunan bebas meksimal.
Contoh 13: Graph Cb.10 himpunan-himpunan bebas diantaranya
{ y1,v6,v3} dan { v5,v7,v2,vA}
sedangkan { vq,v5,v?} himpunar) tidak bebas,

Untuk himpunan bebas maksimal diantaranya adas .

lah.{vg,ve]-, {v2,v#,v5,v7} .

Gb. 10

2.9. GRAPH TERBAGI DUA ( BIPARTITE GRAPH ).

Daffinisi 14 |
Graph G disebut terbagi dua apebila himpunan titik
titik dari G dapat dipisahkan menjadi dua himpunan
bebas V1 dan V, sehingga jika garis e € G maka e
menghubungkan titik di V1 dan titik 4l Vo

Contoh 143

Deffinisi 15 L
Jika setiap titik di V, bertetangga dengan setiap ..

- titik di Vs maga disebut graph terbagi dua lengkape
Gb.11.b merupaka graph terbagi dua lengkap dan dlnota81kan
sebagal K dengan m banyaknya titik Vq{dan n banyaknya
titik Ve Keaadlan khusus dari Km adalah Jika m=1 yaitu

K, . dan disebut graph bintang ,sepertier.11 ¢ adalah K ,8



]

Teorema 3:

Graph G terbagi dua Jjika dan hanya’

kuitnya .mempunyai panjang genap.

Jika setiap sirm

Bukti: Sebagai catatan lebih dulu bahwa pﬁnjang dari Jjalan

(==>) Misal v, dan VZ himpunan bebas da

(

I

Jejak/jalan tabak/sirkuit adalah banyaknya garis da

|
ri jalan/jejak/jalan tapak/sirkuiﬁ itue

sirkuit. Apabila C dimulai dengan
ah titik di V1 vaitu vy maka tit
muanya akan mempunyai indek genap
G pasti berbentuk: v2v3...v2n

\_______,/
njil

~ganjil 1.

genap

sehingga setiap C dari G tersebut

panjang genap.

Diambil sembarang titik v, dari G,

titik dari G;yang mempunyai jalan

jangnya genap dari va dikumpulkan

dan diberi indek ganjil. Sedangka
beri indek genap dan dikumpulkan

nya akan ditunjukkan tidak ada du
|
bertetangga,sebab jika ada yang b
-titik Vo g dan V3 maka

genap—~h‘\ 1
/ N
V1V2V3.o--v¢onolonv‘2n+1 V3

\\\“~—h~.gangll~—~ﬂﬂ"’/

sehlngga 31rku1t v3v4.an..v2n+1 j

ri G dan C adalah

menentukan sebu-

ik-titik di v, se-~

sehingga C dari

-A.é-

pasti mempunyai

kemudian semua
tapak yang ﬁahw
dalam himpunan vy
n titik 1ainnyé di
dalam Voo Selanjut
a titik di Vﬁ yang

ertetangga misal

mempunyai panjang

ganjil bertentangan dengan yang QLketahui bahwa se-

|
tiap smrkultnya mempunya i panaang genape.

Kemudian diselidiki unyuk Vé,_mié
) |

dan a bertetangga dengan b ( Gb.1
‘ l

al titik a,b € A

|
2 ). gq adalah
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dan mempunyai.panjang ganjil, Pan

jang Jjalan tapak

terpendek dari vy ke b yaitu 8o Juga ganjil, maka

panjang sirkuit giabg, = ganjil+ganjils1 = ganjil,

bertentangan dengan yang diketahui, Maka yang benar

tidak ada dua titik dalam V, yang
baik di V1
maka G terbagi dua.

Dari (=) dan (<==) terbukti te

DNorem e — e —dD 7

— e o m e - _——— e —

Gb.12
2410, MATRIK TETANGGA { ADJACENCY MATRIK

bertetangga. Jadi

maupun Vé tidak ada dua titik bertetangga

Sorema e

- T

vy

).

Deffinisi 16

)

_ | :
Matrik tetangga dari graph G dengan n titik dan %i-

dak mempunyai garis-garis paralel

adalah matrik

biner atau {0,1)-matrik yang berordo n x n dan di-

simbulkan sebagai X(G) = X; 40
X34 = 1 jika gar%s (Viij)-EE G
Kij = 0 Jika garis (vi,vj) ¢ q-

Contoh 15: Matrik tetangga dari graph Gb

VT/O 11 0 1)
1 0 1 0 0

X(@ = vg[1 1 0 11

+713 adalah :




1B

V2
v1 . /\\EVB
\ -
G .
Vi v,
: Gb. 13

beberapa sifat matrik tetangga.X(G) :
1. Elemen-elemen pada diagonal X(G) semuanya O jika
hanya jika'gmaph G tidak mempunyai gelung, gelung
pada titik‘ké i berkorespondensi dengan X, ='1.
2. Jika G tidak mempunval gelung dan tidak mempunyai:
garis paraiel maka derajat suatu fitik dari G sa-
ma dengan jumlah elemen 1 dari baris atau kolom
yang berkorespondensi, Seperti pada contoh 15

titik v, berderajat 3 sama denga jumlah elemen 1

pada kolnmuv1 mupun baris vy

3, graph G tidak terhubung dan mempunyal dua kompo-
| |
nen g, dan g, Jika dan hanya Jjika X(G) nya dapat -
dipisahkan sebagai 3 '

. X(gg)! O
X(G) =
o X(gz)

X(g1) matrik tetangga dari ko$ponen g1 sedangkan

X{gz) matrik tetangga dari ko@ponen oo

2.11. POHON ( TREE J.

|
Deffinisi 17 L
Graph G disebut pohon jika G ter%ubung dan tidak
mempunyai sirkuit. Sedangkan jiké G terhubung mau-
pun tidak serta tidak mempunyai %irkuit mka dise. .’

but hutan ( forest ).

|
i'
f
|
i
|



Contoh 16

Beberapa

berikut ini.

teorema 4

Tujuh pernyataan dibawah ini ekwiy

1.
2,

Bukti

: Hutan pada Gb.14 terdiri atas

-]l

masing-masing pohonterdiri ats

tiga pohon, dan

s 2,4 dan 5 titik

—_—— e — ——

[

’ — b
1 .

1

!

'

t

Gb. 14

!
t
!
'
1
1
1
1
!

sifat penting dari pohon disajikan dalam teorema

G adalah pdhon,

alen untuk graph G

setiap dua titik dari G dihubungkan dengan Jjalan

tapak yang_tunggal.

G terhubung dan p = g+1 { p=banyak titik, dan q

banyaknya garis e

¢ tidak mempunyai sirkuit dan p = q+1

I
G tidak mempunyai sirkuit dan ﬁika dua titik dari
’ |

G yvang tidak bertetangga dihubﬁngkan oleh sebuah

garis e maka G+e mempunyai tepét satu sirkuit.
\

G terhubung dan bukan Kp untuk%

p 2 3 dan 'Jika dua

‘ |
titikyang tidak bertetangga di?ubungkan oleh se~-

buah garis e maka Gie mempunyali tepat satu sirw

kuite.

G bukan K3lJ Kﬂ atau KBlJ Kz, p =.q+71 dan Jjika

dus titik tidak bertetangga dihubungkan oleh ga-

ris e maka G+e mempunyai tepat

satu sirkait.

—=>2 Karena G terhubung waka harus ada paling sedikit
: . \

satu jalan tapak diantara setiap

%

asang titik dari

. |
¢, Misal diantara dua titik a dab b mempunyai dua



. tapak tersebut akan mefupakan si

15w

pohon terjédi kontradiksi jadi
Jalan tapak diantara setiap pasa
Akan dibuktikan dengan induksi.

untukAp=1 karena tidak mempunya
p=g+1 betul yaitu 1=O+ﬁ. Untuk p
garis hanya satu sehingga p=q+1

rkuit dan G bukan

hanya ada satu

ng titik dalam G.

i garis maka

=2 maka banyaknya

Jjuga betul. Demi-

kian Juga untuk p=3 banyaknya garis hanya ada dua

sehingga p=q+1 betul yaitu 3=2+1,

Andaikan (2==3) betul untuk poh

titik kurang dari p (p:>j3), aka

tuk pohon debgan p titik. Misal e

v, dan vy sesﬁai dengan (1==2)

.k
3 e

dian jika € dihapus dari G maka

tapak lain diantara \£ dan v

terhubung (Gb.15) jadi G-e, terd
ponen dan karena tidak ada sirku
masing komponen sebut G1 dan G,
G1
rip ( misal p, dan pz-). Sesuai

dan Ga masing-masing mempunya

an maka G, mémpunyai (p1—1) gari
(p,-1) garis. Jadi G-e) mempunya
(p-2) garis. Jika e dikembalikan

akan mempunyai (p-2)+1 =

on dengan Jumlah
n dibuktikan un-

menghubungkan

k
tidak ada jalan

cuali )9 kemu -

G menjadi tidak
iri dari dua kom-
it dalam G masing
merupakan pohon.

i titik kurang da
dengen pengandai
3 dan Gy mempunyai
i (py=14pp-1) =
dalam G maka'G

{p-1) garis atau p=q-+1.

Gb.15

( G?
|
:

3=34 Misal G memuat sirkuit dengan n titik dan n garis.

Perhatikan bahwa G tidak hanya terdiri atas sirkuit




w16

ngaﬁ banyak garis bertentangan dengan p=q+1, dan

p-n titik berada diluar sirkuit itu. Seukurang -

kurangnya ada satu titik diluar sirkuit itu. deng-
| :
an setiap titik diluar sirkuit dapat dikaitkan se-
: [

kurang-kurangnya satu garis diluér sirkuit yaitu

\
garis yang insiden dengannya. Paﬁa Jalan tapak ter
pendek dari titik itu ke suatu titik dalam sirkuit

. . . |
( misal dengan A dilanjutkan x1,§engan B dilanjut-

kan Xs dst.'seperti Gh.16 ). Denéan demikian ba-

r
nyaknya titik kurang dari atau sama dengan banyak

garis {( p<q ). Kontradiksi sebab diketahui p=q+1,

atau p>q. Jadi G tidek mempunyai sirkuit.

P

Gb.16

4==95 Karena G tidak mempunyai sirkuit,masing—masing kome

6

ponen adalah pohon. Jika ada k komponen dan karena
masing-masing_kelebihén satu titik dari pada jumlah
garignya maka p=q+k. Sesuai dengan yang diketahui
ﬁxq+1 maka k=1 dan G %erhubung yaitu hanya ada Satu
komponen, Jjadi G pohon,.Sesual Ketentuan 2 setiap . .
dua titik dihubungkan jalan tapak tunggal,apabila
titik u dan v darl G yang tidak bertetangga dihu-~

bungkan oleh garis e naka Jalan tapak yvang tunggal

dari u ke v dan e akan membentuk sirkuit tunggal.
Jadi G+e mempunyai teﬁat satu sirnkuit.

Karena setiap Kpiuntuk p» 3 berisi sirkuit berarti |
G buken salah satu diesntaranya. Misal G tidak terhu

bung maka dapat ditambahkan satu garis yang tidak

menghaSilkan:sirkuit , misal garis tersebut e. Hal



6=7 Implikasi

=51

6.c G terhubung.

' Maka 7.a G+e mempunyai tepat sa
7.b G bukan KﬁlJ.K1 maupun
7eC D = g+1.

_ bung, bertentangan dengan 6.c Jad

" 6.a dan jika tidak dapat ditambah

-17=-
ini dapat ditulis sbb.
Jika 6.a G+e mempunyai tepat sa

6.b G bukan Kpiuntuk P2 3.

tu sirkuit.

tu sirkuit.

-KElJ Kiqe

7.a tidak lain ketentuan 6.a. Sedangkan 7,b Jelas

berlaku sebab'KBLJ K1 maupun K3
Karena G terhubung meka setiap du
kan dengan jalan tapak. Andaikan
pak, berdasarkan 1—=32 maka akan
Sirkuit ini tidak mungkin mempuny
lebih sebab jika ditambahkan gari

G+e akan menmpunyai dua sirkuit, b

Maka G merupakan Kp dengan p »3,

an 6.,b, pengandaian salah jadi ya
satu jalan tapak yang'menghubungk
tik dalam G. bari 2=3 maka p=Qq+

9 K1 tidak terhu-
i G terhubung.

a titik dihubungs
Fda dua Jjalan ta=
%erupakan sirkuit.
ai 4 titik atau

s e ( GCbe17.a2 )
ertentangan dengan
kan garis (Gb.17.b)
bertentangan deng-
ng benar hanya ada
an setiap dua ﬁiq_

1.

>,
=

éiz- : ‘ b

Gb, 17 {

Misal G bukan pohon berarti G tidak terhubung atau
' b

G mempunyai sirkuit, atau dapat ﬁerlaku salah satu

hal berikut ini jika G bukan poh@n:

(i) G tidak terhubung dan tida% punya sirkuit.

(ii) G terhubung dan mempunyi sﬂrkuit.

(iii) G tidak terhubung danmempunyai sirkuit.
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Selanjutnya akan diturunkan kontradiksinya.

( 1 ) Jdika berlaku (i) maka dapat dilakukan penam-
bahan suatu garis yang tid%k menghasilkan sir
kuit,hal ini bertentangan,i 1

( ii) Dipelihatkan bahwa sirkuitﬁya tidak mempunyai
4 titik atau lebih sebab Jjika demikian penam

bahan satu garis e akan terjadi dua sirkuit

 (Gb.17.2) bertentangan den%an 7.8. Sedangkan
jika tidak dapat ditambahkan satu garis e

p dengan ;J}4, fetapi banyag

‘nya igaris dalam K, = ip(p-1) dan ini pasti

akan merupakan K

lebih besar dari {(p-1) untqk:;ﬁ}é. Bertenta=-
ngan derigan p > q sehingga sirkuitnya paéti
segi tiga. Selanjutnya paséi ada titik léin
sebab Jjika tidak akan berténtangan dengan
7.c yaitu p=q+1 jadi penamﬂahan satu garis e
akan menghasilkan dua sirkuit, kontradiksi.
(iii) Seperti pada {(ii) ﬁntuk sirkuitnya harus:se-
gi tigé,karena 7.c komponen-komponen lain
merupakan pohon. Oleh seb&p 7.b komponennya .
tidak mungkin terdiri atas satu titik dan

dan juge tidak mungkin terdiri atas satu ga-
ris seBab G bukan Kz\J K, maupun Kz U Kz;

" sehingge komponennya sekurang-kurangnya ter-
diri 2 garis. Tetapi jika demikian penamba-
han satu garis e akan menghasilkan dua sir-

kuit, bertentangan dengan 7.a.

Ternyata dalam setiap kemungkina? (i), (ii), (iii)

i { 3 4
terjadi kontradiksi dengan ketentuan 7,Jadi G ter-
hubung dan tidak mempunyai sirkuit yaitu G pohon.

Terbukti 1=%2=3=>4= 5’@6% 7=21
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Teorema 5:

Pohon dengan dua titik atau lebih sekurangﬁkuraﬁgm

nya mempunyai dua titik akhir.

Bukti: Menurut teorema 1 untuk semua graph L d(vy) = 2q.

Sedangkan menurut teorema 4 untuk|pohon berlaku

p=g+1 atau g=p-1 sehingga untuk pohon berlaku :

Y a(vy) = 2q = 2p-2

Misal hanya ade satu titik akhir,jika pohonnya mem-

punyal p titik maka p-1 titik yang lain berderajat

dua atau lebih sehingga :
Z d.(vi) > 2{p-1)+1

¥ d(v;) » 2p-1

bertentangan dengan hasil Z,d{vi) = 2p~2 diatas.

jadi yang benar setiap pchon paling sedikit mempu -

nyai dua titik akhir.

2.12., POHON PERENTANG,

Deffinisi 18

Pohon T disebut pohon perentang dari graph terhubung

G jika T adalah sub grapgh dari G dan memuat semua

titik dari G..

Contch 17: Pohon perentang dari graph G pada Gb.1& dilukis

dengan garis tebal.

Gb,18

Pohon perentang hanya terdiffinisi

bung, pohon harus terhubung,dan dalam grap

vang terdiri dari n titik tidak dapat dip

untuk graph terhu

h tidak terhubung

eroleh sub graph
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Garls -garis dalam pohon perentang
( branch ) dar1 T, sedangkan garis-garis
suk pohon perentang T tetapi anggota G d
2,13, ' GRAPH PIANAR.

2.13,1, Graph bidang { plane eraph ).

T disebut cabang

yang tidak terma-

isebut tali {chord).

Suatu graph G dikatakan dipancang%an pada luasan S

apabila graph itu dilukis pada luasan S #edemikian hingga

tidak ada garis-garisnya yang berpotongan kecuali pada ti-
|

tik anggota G, Dari pengertian ini diperoleh diffinisi -:

Deffinisi 19

Graph bidang adalah graph yang di%ukis pasa bidang

datar sedemikian hingga tidak ada

yang"berpotongan kecuali pada tit

( contohnya gfaph pada Gb.19
Deffinisi 20

“garis~garisnya

ik anggota G.

Graph planar adalah graph yang dapat dipancangkan

pada bidang'datar atau graph yang

isomorphic dengan

graph bidang. { contohnya graph Gb.20.a ).

Gba19

Gb., 20

Keterangan: Ketiga graph pada Gb.19 meruz

dan graph Gb.,20.a adalah gra
isomorphic dengan graph Gb.2

1

o

cakan graph bidang
oh planar karena

Dobe




2-13'20

2%

Dua graph Kuratowski.

tu dari
dua ada

dan 9 gapis atau K3 30 Ghe2%.a graph kur:
,

dan Gb,
beda.

Graph lengkap dengan lima titik (
dua graph kuratowski, dan graph
lah graph reguler berderajat tiga

23.b dan c graoh kuratowski kedua

Teorena

Bukti s

- lima (Gb.22.b), selanjutnya garis

63
Graph lengkap dengan lima titik (
Diambil K5‘yang titik-titiknya v,

K. ini merupakan graph sederhana.

5
AEAALAS yang merupakan segi lima
lima ini membagi bidang menjadi d
dan diluar segi lima. Karena vy b
\&; maka ada garis yang dilukis di

segi lima,misal garis-(v1,v5) dil

Ks ) merupakan sa

xuratowski yangi ke

dengan 6 titik

atowski pertama

yang dilukis ber-

K5) tidak planar.
'VE’VB’VA dan #5'
Ada sirkuit V4V
(Gb.22.2),segl
ua yaitu didalam
ertetangga dengan
dalam atau diluar
ukis didaldm segi

(v,,sv, ) dan garis -
274

(V2,V3) keduanya tidak dapat dilukis didalam segi

lima tanpa memotong garis yang su
dua garis ini dilukis diluar segi
Garis (VB,vs)égar tidak memotong
dilukis didalam segi lima (Gb.22.
garis (vz,vh):tidak dapat dilukis
pun diluar ségi lima tanpa memoto
tid

lain. (Gb.22.e). Jjadi graph K5

dah ada, maka ke-
lima {(Gb.22.c).
garis yang lain
d). Yang terakhir
baik didalam mau
ng garis yang

ak dépat dipancang

kan pada bfang datar. Kesimpulann

va K; tidak planar



Teorema 7:

Bukti: Diperhatikan pemancangan K3 3 s5es
b

Beberapa sifat dua graph Kuratowski :

Keduanya merupakan graph yang tida

-2

. /\‘va
— v 4
b
1
Gb.22

Graph kuratowski ke dua ( K3 3 )t
[l

bukti'teoremafG, selalu dapat dia

enam beraturan misal.vq,VQ,vzqul

nya K3 3 planar mska garis-garis
’

dan (VB,V6) k¥etiganya harus dilua

ketiganya berada didalam segi ena

idak planar.

uai penalaran pada
nggap memuat segi
VB_VB Ve Seandai-
(V49v4) s (V2sV5)s

r Segl enam atéu

m. Akan tetapi ji-

ka demikian ketiganya akan berpotongan, Jadi K3 3
| 4

bukan graph yang planar.
Keduanya merupakan graph reguler.

Menghapus satu titik atau satu gar
graph tersebut menjadi planar.
K

>
tik paling sedikit dan K4 2 graph
-9

adalah graph yang tidak planar

k planar.

is akan membuat

dengan Jjumlah ti-

yang tidak planar

.

denpan jumlah garis paling sedikit
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Contoh 18: Graph-graph Gb.23 masing-mesir

Teorema &:

Bukti:

Contoh 19:

...2_3..'

Bua graph dikatakan homeomorphik

jika salah satu

graph itu dapat diperoleh dari graph yang lain,deng

an menciptakan garis yang seri (
sipkan titik-titik berderajat dua

menggabungkan garils yang seri.

dengan cara menyi-

) atau dengan

1g merupakan graph

yang homeomorphik terhadap yang lain.

Gb. 23

Graph yang mempunyai sub graph yang homeomorphik

dengan K. atau K tidak planar.
5 35|. 3 !

Karena graph yang homeomorphik dehgan Kg aawl:eztu-l%’3

tidak dapat dipancangkaﬁ pada bilang datar maka

K5 atau

dang datar yang berarti graph tersebut tidak planar.

A A

. graph vyang me@punyai sub graph homedmorphik dengan
Kz 3 juga tidak dapat dipancangkan pada bi-
o

(b)

At B! cr
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Keterangan: Graph Gb.24.a tidak planar s
ris {a,x) dan (A,C) dihapus
sub graph Gb.24.b yang homeo
Gb.24.c ( yang diperoleh dar
menggabungkan garis yang ser
Sedangkén Cba24.c isomorphi

vaitu XK, . Jadi Gb.24.a gra

343

2.1%.3. Graph Dual,

Liiambil graph bidang G dengan eng
FLI"F‘B dan F6 (G‘b.25'a)a Erniam titik p1’p2
ditempatkan pada sisi-sisi G masing-masi

perti Gb.25.b

(@)

(e)

Gba25

ebab_jika dua ga-
akan dipefoleh
morphik dengan

i Gb.24.b denga

i pada titik x).
k dengan Gb.24.d
ph tidak planar.

m sisi F1,F2,F3,
rPBrpq_!ps dan Pg

ng satu titik se-

Kemidian enam titik p,sPpsPzs4-+sPg dih@bungkan dengan -

garis sesual prosedur berikut

Jika dua sisi Fi dan Fj bertetangg:

5 ( mempunyai ga: -

ris berserikat ) dilukis garis (p;

?pj) memotong ga-



garis berserikat lLebih dari satu di:

(p

diantara F, dan F

2B

i'pj) vang memotong masing-masing

3 tepat satu kali.

lukis lagi garis
gari's berserikat

Untuk garis e da~

ri G yang berada pada satu sisi misal Fy dilukis ge=

lung pada titik b, Yang memotong garis e satu kali. .

Prosedur diatas akan menghasilkan graph baru G* { Gb.25.c .

yvang dilukis dengan garis terputus-putus

},yang terdiri

enam titik pq,pz,pB,ph,p5,p6 dan garis—gTris vang menght-

bungkan titik-titik tersebut. Graph G* y?ng diperoleh dg-

ngan prosedur diatas disebut Dual Geometrik dari G atau

cukup d

isebut Duaal dari G.

Beberapa sifat hubungan diantara graph pl

dual G¥
1

S

6.

7o

Teora=ma

Bukti: Akan dibuktikan graph yang

Garis yang membentuk.gelung pada

kan garis akhir dalam G¥%,

Garis akhir dalam G menghasilkan
Garis paralel dalam G menghasilke

lam G¥%,

Garis seri délam G menghasilkan g

lam G¥*,

Dari sifat-sifat diatas,banyaknye

batasi sisi Fi dalam G sama dengs
p; dalam G* yang berkoresponden ‘¢
Graph G* juga dapat dipancangkan
merupakan gréph yang planar.
Dual dari G¥ tidak lain G itu ser
9:

Suatu grapn mémpunyai dual jika d

graphnya planar.

tidak

punyai dual. Diambil graph G yang

lanar G dengan
G akan menghasil-

gelung dalam G¥%,

n garis seri da-
yaris paralel da-
3 garis yang meme
in derajat titik
lengan F i*

pada bidang dan
1dirie.

an hanya jika

planar tidak meme

tidak planar, . .
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maka Sesuail teoﬁema 8 G akan mempunyai sub graph.K5

atau K3 3 Untuk melihat graph G m%mpunyai duval ha-
s _

. . . . |
nya Jjika setiap sub graph g dari G dan setiap sub

graph yang homeomorphik dengan g mempunyai dual,
[

Untuk itu akan ditumjukkan baik K; maupun Ks 5 tidak
. : 9’

_mempunyai dual dengan cara mencari kontradiksinya;

e

Misal K3,3 mempunyai dual D. Sifat bahwa himpunah
pemotong { himpunan garis-garis graph G yang apra-
bila dihapus mengakibatkan G tidak terhubung) ' ber-
korespondensi dengan sirkuit dal%m D . Karena K3’3
tidak mempunyzi himpunan pemotoné‘yang terdiri da=

ri dua garis maka D tidak mempunyai sirkuit yang

: |
terdiri dari dua garis yaitu D t%dak mempunyai se-

pasang garis paralel. Karena setiap sirkuit dalam

K3 3 mempunyai panjang 4 atau 6.9? tidak mempunyai
s
|

himpunan pemotong kurang dari 4 garis. Derajat se-

_tiap titik dalam D paling SEdikiF &, karena D ti-

dak mempunyai garis-garis paralel dan deraja£'Se;
tiap titiknya 4,maka D harus mempunyai paling 59@5
kit lima titik yang masing-masing berderajat 4
atau lebih.Yaitu D harus mempunyﬁi paling sedikit
: (5%x4 ) = 10 garis, ini berten%angan sebab K3,3
mempunyai 9 garis. Jadi K5 3 tidak mempunyai dual.
Misal graph K5 mempunyai dual H Qan diketah@i bah-
wa Fﬁ.mempunyai sifat-sifat : 1

1. terdiri 10 garis. | |

2. Tidak_mempunyai sepasang %aris paralel.

3. Tidak;ada-himpunan pemoto%g denga dua garis

4, Himpunan ﬁemotong hanya tgrdiri 4 atau 6

garis.

' \
Akibatnya graph H harus : {
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2. Tidak mempunyai titik dengan derajat ku-

rang dari tiga ,
3. Tidak mempunyzi sepasang garis paralel.
4, Hanya mempunyai sirkuit /dengan panjang

4 ataun 6.
Sekarang Jjika graph H mempunyai sirkuit de..-
ngan pénjang 6 dan tidak lebih 3 garis dapat
ditambahkan pada sirkuit tersebut tanpa meng
hasilkar sirkuit dengan panjang 3 atau sepa-

sang garis paralel ( Gb.21.)c ). Karena kedua

'nya tidak dapat berada dal%m H sebab H mempu.
. | :
nyai 10 garis yang paling sedikit pada 7 ti-

|

tik dari H. Derajat masing%masing titik pa-
ling sedikit 3 sehingga H mempunya i paling
sedikit 11 garis , Kontradiksi Jjadi K5 tidak
mempunysi dual.
Sebaliknya graph G mempunyai dual pasti planar se-
bab untuk memperoleh dual dari G dapat dilakukan
setelah G dipancangkan pada bidang datar,.dan graph
yang bisa dipancangkan tidak lain graph yang pdanar

Jadi terbukti teorema 9.






