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BEBERAPA PENGERTIAN: DALAM TEORI GRAPH

3, 1. DEFINISI GRAPH
Definisi 3.1.,1
Suatu graph G didefinisikan sebagai pasangan G =
< V;E:)éyang terdiri dari himpunan obyek V = {vl,
VosVzs e } dimana V merupakan himpunan dari elg
men-elemen yang disebut titik (point) dan V # @ ,
sedangkan E = {91’82’95’ oo } merupakan himpunan
dari elemen-elemen yang disebut garis (line), se-

demikian sehingga setiap garis e merupakan © - pa«

sangan berurut dari titik.(vi,vj).

Contoh :
v
]
6
21 ©1
e
: 3
v¢
Gambar 3 .1 Graph G = {V,E}
Keterangan :

e, merupakan pasangan berurut dari (vl,vq),
©2
terusnya.
Catatan
Suatu garis dalam graph G dapat dipandang sebagai garis =
yang mempunyai dua arzh, maka suatu titik juga dapat dipan
dang sebagai titik aWai mavpun titik akhir suatu garis.
Sebagai misal : |
V. o ®x oV

1 v mod
maka v, adalah titik awal e, karena e berjalan dari vike

- e -

merupakan pasangan berurut dari (vl,vq) dan se.




lah titik akhir e

ri v. ke
J

% karena dipandang garis € berjalan da-

\ZE sehingga vj sebagai titik awal e o

3 ‘s 2s GELUNG (LOOP) DAN GARIS PARALEL

Definisi

Contoh

S 3L2.1

Gelung (loop) didefinisikan sebagal suatu garis
dalam graph yang mempunyai titik awal dan titik a
khir yang sama atau suatu garis ey sebagal pasang

an berurut dari titik yang sama yaltu (vi,vi).

Ganbar %.2 Graph dengan tiga gelung.

Xeterangan :

Definisi

vy adalah titik awal yang sekaligué merupakan ti-

tik akhir dari €1 maka ey disebut gelung demiki-
an juga e, dan 8 |
5.62e2

Garis e; dan e disebut garis paralel bila dan ha
nya bila titik awal e; sama dengan titik awal e

demikian juga titik akhir e; sama dengan titik a-

hir e..
k J

Gambar 3.3 Graph dengan 3 pasang garis




Keterangan

\41 adalah titik awal dari ey dan €5 dan L adalzah

titik akhir dari ey dan €59 maka ey dan e, merupa
S

kan garis paralel, demikian juga ey dan e- , e,
dan €g o
Tetapi e3 dan ec bukan merupakan garis paralel kg
rena titik awal dan titik akhirnya tidak sama.
Definisl 3. .23 |
Suatu graph G disebut graph sederhana ( simple
graph J bila dan hanya bila graph G tidak mempw -
nyal gelung dan garis paralélf

Contoh

Gambar = 3 .4 Graph sederhana
Definisi 3:.2.k
Suatu graph G disebut graph umum (general graph)
bila dan hanya bila graph G mempunyai gelung atau
garis paralel atau keduanya.

(1) (i1) (iii)

Contohr

Gambar 3 .5 Graph umum
(1) Graph dengan 3 buah gelung,
(ii) Graph dengan 2 pasang garis paralel,
(1iii) Graph dengan 2 buah gelung dan 3 pasang garis

paralel,
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Definisi 3..2.5
Graph lengkap (complete graph) adalah graph sedep
hana yang mempunyai garis yané maksimal artinya
setiap titik dari graph sederhana pasti dihubung-

‘kan oleh suatu garis .,

—_—

Gambar 3.6 Graph Lengkap

Contoh

3. % GRAPH BERHINGGA DAN GRAPH TIDAK BERHINGGA

Definisi B eBel
‘ Graph G disebut suatu graph berhingga (finitegraph)

jika memenuhi

a. V merupakan himpunan titik yang berhingga dan

tidak kosong,

b. E merupakan himpunan garis yang berhingga.

Contoh :
‘ O

Gambar . 3.7 Graph berhingga dengan 8 titik dan

| 7 8 garis.
Definisi 3..3.2
Graph G disebut tidak berhingga (infinite graph)
jika memenuhi @
a. V merupakan himpunan titik tidak berhingga dan
tidak kosong,

b, E merupakan himpunan garis boleh berhingga.
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-

Contoh : :N

\

Gambar = 3.8 Graph tidak berhingga

Keterangan : Titik dari graph ini tidak berhingga banyaknya
dan garis-~garisnya tak berujung.

Catatan : Dalam pembahasan selanjutnya yang digunakan adas-

lah graph berhingga.

3.o4+ INSIDEN DAN. DERAJAD (DEGREE)
Definisi . .3ehal
. Bila suatu titik \f adalah suzitu titik akhir dari

beberapa garis eJ 3 dikatakan ™insi

den" satu dengan lainnya,.

q» maka vy dan e

Contoh @

e_,J VL!_ 83
e
5

Gambar 3 .9

Keterangan :
e1s€, adalah insiden dengan Vo 83’64 dan e5 insl
den dengan Vq dan sebagainya., Tetapi e tidak in-
siden dengan v3. |

Definisi .. 3.4.2
Dua garis yang tidak paralel dikatakan sebagai te
tangga (adjacent) jika garis-garis itu insiden pa

da suatu titik yang sama,

Fp SUSUNRNE RO | B [ B — B S Y
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Contoh : Gambar 3.9
e, dan e, adalah tetangga, karena keduanya insi =
den pada Vo3 eg dan e7 adalah tetangga, karena in
siden pada v5 .
Tetapi ey dan e3 tidak tetangga, karena kedua ga-
ris tidak insiden pada titik yang sama,

Definisl 3.443
Dua titik dikatakan bertetangga (adjacent) jika

- titik-titik itu merupakan titik akhir (titik awal)

dari garis yang sama. |

Contoh. : Gambar Z.9

dan v adaléh tetangga, karena merupakan titik

"1 2
akhir (titik awal) dari garis e,.

iy dan v3 bukan tetangga, karena tidak merupakan
titik akhir (titik awal) dari garis yang sama, ya

itu v, titik akhir dari 94 dan v3 titik akhir e3.

1
Definisi .3.4.L
‘ Derajad (degree) suatu titik v, adalah banyaknya
garis yang insiden denpan btitik Vs dengan cata =
tan bahwa titik yang memiliki suatu gelung maka
titik itu mempunyal derajad sama dengan dua.
Contoh : Gambar = 3.9
Titik v, memiliki derajad  dua, d(VB) = 3,
d(vl) = 2, d(vé) = d(v7) = 1 dan sebagainya.
Teorema 3,1
| 'bélam setiap graph, hasil jumlah derajad dari se~
mua titik v; sama dengan dua kali jumlah garis e.

3
"> derajad vy = 2.2 e,
1 i

atau

Bukti : Dalam kenyataan, jelas bahwa setiap garis terle =

tak antaras dua titik. sehingga metiap earis itu
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memberi sumbangan pada 2 derajad vy adalah dua,
Jadi terbukti bahwa ZE derajad vy o= 2 EE e .

Teorema 3 .2
Dalam setiap graph, jumlah dari titik dengan derg
jad ganjil adalah selalu genap.

Bukti
Pandang titik dengan derajad ganjil dan genap se-
cara terpisah. Jumlah ruas kiri pada Teorema 3,1
sama dengan dua kali juﬁlah garis, masing-masing
titik dengan derajad genap dan ganjil dapat dile-

takkan sebagal berikut :

= alry) = = alvy) = _dly)

genap ganjil
Karena _:E:‘d(vi) adalah genap, maka ;E:d(vj) a-
dalah genap (jumlahan dari angka-angka genap) dan
:2:? d(vk) juga harus genap, sebab setiap d(vk)
adalah ganjil , maka jumlak total dari d(v, ) ha -
rus genap untuk membuat jumlah itu menjadi angka

genap. Jadi teorema terbukti.

Contoh @
. v}- .
e 4
e
Y4
g
VB

Gambar 3 .,10

Keterangan @

34+34341 = 14
=2 =x7

i

d(vl)+d(v2)+d(v3)+d(v4)fd(v5)

Jumlah garis = 7, jadi jumlah derajad dari semua
titik sama dengan 2 kali jumlah garis.
Titik berderajad ganjil adalah vl,v3,v4mdan v5 R

juml ahnva empat (genan).
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. 3.5, TITIK TERISOLASI DAN GRAPH NOL

Definisi

Contoh

Definisi

.Contoh

34541

Suatu titik v, dikatakan titik terisolasi (isola-
ted point) bila dan hanya bila derajad titik v,
sama dengan nol artinya tidak ada satu garispun

yang insiden dengan titik Ve

v

Gambar 3 .11 Graph dan 2 titik terisolasi-wl&m?.

3503 .
Di dalam definisi dari graph G = (%,E), himpunan
E diperbolehkan sama dengan nol atau kosong, ma-
ka graph yang tidak memiliki garis disebut graph
nol, Dengan kata lain,setiap titik dalam graph -

nol merupakan titik terisolasi.

*V5 |
Gambar 3 .12 Graph nol dengan 7 titik

3,6 SUBGRAPH

Definisi

3 ..6.1
\ :
Suatu graph G dinamakan subgraph dari graph G ji
ka semua titik-titik dan semua garis~garis dari

L]
graph G berada dalam graph G, dan dalam subgraph

]
G- susunan titik-titik dan garis-garis dari graph

G tidak boleh dipindah atau ditukar letaknya, ju-
ga tidak boleh menambah titik atau garis yang ba-

™.



Contoh :

20.

3

1
Gambar 3%.,13 Graph G dan salah satu subgraph G.

Pada dasarnya pengertian dari subgraph adalah sa-

ma dengan pengertian dari himpunan bagian (subset) pada te

ori himpunan. Simbul dari teori himpunan yaitu " C " He-

! 1.
tap digunakan dalam teori graph, G (. G berarti G ada-

lah subgraph dari graph G,

Catatan :
1.
2e

3.

e

Setiap graph adalah subgraph pada dirinya sendiri
Suatu subgraph dari subgraph dalam graph G juga
merupakan subgraph dari G,

Suatu titik tunggal dalam graph G adalah sub -
graph dari G,

Garis tunggal dalam G, bersama-sama dengan titik

akhirnya juga merupakan subgraph dari G,

3 .7. PATH DAN SIRKUIT

Definisi

3 o7l

Jalan (walk) adalah deretan bergantian dari titik

dan garis, dimulai dan diakhiri dengan titik dima-

ma setiap garis insiden dengan titik yang mendahu-

1ui dan yang mengilkutinya.

Contoh
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(b)
Gambar 3 .14 Graph dan dua buah jalan,

(a) Graph G,
(b) Jalan V1€ V583V, 8pVgesVae,V,e V) disingkat
| menjadi Vv,V VgV3V,Vy {ada titik dan garis
yang diulang).
(¢) Jalan V5€3V,,€, V38575 atau v,v,V3Vs
Catatan : Dalam suatu jalan, titik maupun garis boleh diu-
| lang, bila titik awal sama dengan titik akhir ma
ka jalan yang demikian disebut tertutup dan bila

tidak disebut terbuka.

Definisi 3.7.2
Jalan tapak (trail) adalah suatu jalan dimana ga-
risnya tidak boleh diulang tetapi titik-titiknya
boleh diuvlang.

Contoh : Pada Cambar . 3.14. (a)

(a) ‘ (b)
Gambar . 3.15 Suatu jalan tapak.
Keterangan :
(a) Jalan tapak VVoV3VsV, Vs (ada titik yang di-
ulang tetapi tidak ada garis yang diulang).
(%) Jalan tapak VV,V, Vs (tidak ada titik maupun

garis yang diulang).



2z
Definisi 3743
Path {(alur) adalah suatu jalan tapak dimana semua
titik-titiknya tidak boleh diulang (terkecuali ji
ka path itu tertutup dimana titik awal sama dengan
titik akhirnya)l.
Contoh : Pada Gambar . 3.14.(a)

Gambar 3.16 Suatu path (alur),
Keterangan :
| (a) Path AZVALICIE
(b) Path PAEACAMPEE
Definisi  3.7.4
Sirkuit (circuit) adalah suatu path yang tertutup

berarti titik awal sama dengan titik akhir.

Contoh : Pada Gambar . 3.1l4. (a)

I vy I
e
6 e eg
V3 V5 vy Vs

{a) (b) (¢)
Gambar .. 3.1l6 Suatu sirkuit.
Keterangan :
(a) Sirkpit Vaeé“5euvqe5va atau Vovsvyvo o
(b) Sirkuit Vge, V) egVsesls atan vsv,Vsvs .
(c) Sirkuit Vpe3¥, 8cVsecVze v, atal Vv, vpvav, .
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- 3..8. GRAPH TERHUBUNG, GRAPH TAK TERHUBUNG DAN KOMPONEN

Definisi 3.8.1

Contoh

Suatu graph G disebut. graph terhubung (conmected
graph) .jika setiap pasangan titik (vi,vj) terda -

pat paling sedikit satu path,

53 \ '5
Gambar  3.17 Graph terhubung

Keterangan : Pasangan (vl,v5) dihubungkan V181V, v, egVs

Pasangan (va,vs) dihubungkan VoezVz , dan se-

bagainya.

Definisi  3.8.2

Coﬁtoh

" Suatu graph G disebut graph tidak terhubung (dis-

~conhected graph) jika terdapat sekurang-kurangnya
dua titik vy dan vj{yang tidak terhubungkan oleh
suatu path, ‘

V"a‘ oV ..VLI-

Vl. .V5
Vg
(a) (b)

Gambar 3,18 (a). Graph nol {totally disconneg

ted graph)
(b). Graph tidak terhubung

Keterangan : (a) Jelas graph tak terhubung, karena semua

pasangan titiknya tidak terhubungkan o-

leh suatu path.

)

(b)) Terdapat pasangan (va,v5),CV1,vh),(v2,v7
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Definisi 3 ..8.3

Contoh

Pandang suatu graph tidak terhubung yang terdiri
dari dua atau lebih subgraph yang terhubung, make
setiap subgraph yang terhubung ini disebut suatu

"« omponen",

: Pada Gambar 3 .18 (a)

Graph nol terdiri atas enam subgraph yang tidak
terhubung, jadi ftidak mempunyai komponen.

Pada Gambar 3 .18 (b)

Graph tidak terhubung terdiri atas dua subgraph

yang terhubung, jadi terdiri dari dua komponen.

- Dengan demikilian komponen dari suatu graph terhu -~

bung adalah graph itu sendiri atau bisa dikatakan setiap

graph terhubung adalah merupakan satu komponen, Dan pada

setiap graph tidak terhubung G akan ditemukan paling sedi-

kit dua subgraph yang terhubung dan subgraph ini tiada la=-

in adalah suatu komponen.

Teorema

Bukti

3.3
Suatu graph G adalah tidak terhubung bila dan ha-

nya bila himpunan titik V dapat dipisahkan menja-
di dua himpunan titik yang tidak kosong dan meni~
sah menjadi Vi dan Vé sehingga tidak ada garis
yang menghubungkan titik-titik dalam Vi dan titik
titik dalam V2 .

Misalkan diambil titik sebarang dalam Vl adalah a

dan titik sebarang dalam V, adalah b, maka teore-

ma diatas dapat disajikan sebagai :

Graph G tak terhubung <%:::%r tidak ada garis yang
menghubungkan titik a dan titik b, dimana a é; Vl

dan b €= V_ serta V.U V. = V.
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Titik a dan titik b tidak dihubungkan oleh garis
maka titik a dan titik b tidak mempunyai path,se
bab tidak ada garis yang menghubungkan fitik-ti-~
tik dalamnm Ui dan titik-titik dalam Vz. Dengan deg
mikian maka akan dapat. ditemukan sepasang titik
yaitu titik a dan titik b yang tidak dihubungkan
oleh suatu path.

Menurut definisi graph tak terhubung, maka terbuk.
ti bahwa graph G tidak terhubung. |

Tidak ada garis yang menghubungkan titik a dan
titik b === graph G tak terhubung.

Andaikan graph G adalah terhubung,

Maka setiap pasangan titik dalam graph G minimal
terdapat satu path yang menghubungkannya. Sedang
kan diketahuil bahwa terdapat sepasang titik yaitu
titik a dan titik b yang tidak dihubungkan oleh
suatu path. Dengan demikian maka pengandaian sa=
lah, yang benar adalah graph G tidak terhubung.
Karena (===% ) dan ( <£===) terbukti, maka teorg

ma berlaku,

3 ,9. POHON:. (TREE) DAN POHON PERENTANG (SPANNING TREE)

Definisi

Contoh

3-0901
Pohon (tree) P didefinisikan sebagai suatu graph

yang terhubung dan tidak mempunyai sirkuit,

{c) (4).

(a) (b)
Gambar 3.19 (a) Pohon dengan satu titik,
(b) Pohon dengan dua titik,

(c) Pohon dengan tiga titik.
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Definisi' = 3.9.2
Hutan (forest) H didefinisikan sebagai suatu graph
yang tidak mempunyai sirkuit.

Contoh : |

‘ Pada Gambar 3 .19 keseluruhannya merupakan hutan

atau gabungan dari pohon dengan 1,2,3 dan 4 titik
adalah merupakan hutan,

Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa tiap pohon adalah

merupakan hutan tetapi tidak berlaku sebaliknya.

Teorema 3 W4
Dalam pohon P pada setiap pasangan titiknya hanya
terdapat satu path,

Bukti :
Diketahui bahwa pohon P adalah merupakan graph ter
hubung. Maka dalam graph terhubung paling sedikit
setiap pasangan titik nya dihubungkan oleh satu -
pathe 7
Andaikan dalam P terdapat titik a dan titik b yangi
dihubungkan oleh dua path, maka dalam P akan ter -
dapat. sirkuit, sebab setiap dua titik yang dihu -
bungkan oleh dua path akan membentuk suatu sirkuit.
Sedangkan dalam pohon P diketahui tidak boleh ter-
dapat sirkuit, sehingga‘pengandaian sélah. '
Yang benar bahwa dalam pohon P, setiap pasangan ti
tiknya hanya terdapat satu path saja.
Mzka teorema ini berlaku, |

Contoh -

*V,
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Keterangan : _
Setiap pasangan titiknya (vi,vj) hanya terdapat
- satu path, misalnya :
- (vl,v5) terdapat path V189%,837,8, V5
- (va,vg)'terdapat path v,ezv, e, VsegVy »
- (VB’Vl) terdapat path vge,vye vy dan sebagai-
nya.
- Teorema 3.5
Suatu pohon P dengan n titik akan mempunyai garis
ssebanyak (n~-1) buah,
Bukti :
Dari contoh pohon pada Gambar‘. %Z,19 telah terbuk
ti bahwa untuk pohon dengan 1,2,3 dan 4 titik a -
kan didapat 0,1,2,dan 3 garis.
Dengan demikian teorema berlaku untuk pohon P de-
ngan 1,2,3 dan 4 titik.
Misalkan teorema berlaku untuk graph G dengan n-1
titik, maka akan dibuktikan teorema benar untuk G
dengan n titik,
Ambil P dan pisahkan menjadi dua yaitu P1 dan P2
dimana Pi dengan titik sebanyak ng buzh, éedang -
kan P2 dengan titik sebanyak n, buah, sehingga
Elk“,PZ = P dan ny + n, = N
Misalkan dalam P terdapat e buzh garis maka dalam
~¥3 terdapat e; buah garis dan dalam P2 terdapat
eé buah garis dengan e = e; + e, + 1,
Pandang Gambar 34,21, dan ambll titik sebarang
dalam Pl yeitu v, dan titik sebarang dalam PZ ya-
itu Vj’ dan hubungkan dengan suatu garis yaitu e
Misalkan garis e, dihapus, maka akan terjadi dua

nohon denean hanvaknva titik tetan. vaity n=n. +n_
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sedangkan baayaknya garis pada P yaitu e~1 = el+e2

sehingga pada

Pl H e]_:nl ""1 ssep s R LA TRA EES (1)

Pa : 92:112—1 ss s e s s ENGERBeES (ll}
dari (i) dan (ii) diperoleh :

ey + &, = Iy +'n2 -2

e~-1 =n-~2
e =n -1,
Maka terbuktii banyaknya garis pada P dengan n ti-

tik adalah sebanyak (n-1) garis.

Gambar = 3.21

Contoh :

Gaﬁbar 34,22 Pohon P dengan 22 titik
_Keterangan
Pohon P terdiri.dari 22 titik, P setelah garis €
dihapus maka didapat dua pohon yaitu Pi;dengan_
‘n, = 11 titik dan 10 garis (ei), jadi e; = ny -1

1

dan P2 dengan n, = 11 titik dan e,

- 1_-»

= 10 garis, ja
di e‘2 = n2
Maka untuk pohon P berlaku e = ey * e, + 1 .



Teorema

Bukti

‘Contoh

Teorema

.

29

e = nl -1 + n2 -1 + 1

= nl + n2 - 1

11 +11 -1 =21 =n -1

N

Jadi pohon P dengan n = 22 titik terdapat garis
sebanyak e = 22 - 1 = 21 buah,.

3 .6
Graph G terhubung dengan n: titik dan n-1 garis

adalah suatu pohon,

Karena G terhubung, maka tinggal membuktikan bah-
wa & dengan n titik dan n-1 garis tidak mempuhyai
suatu sirkuit.

Andaikan G mempunyal sirkuit satu buah.

Karena G mempunyai satu sirkuit, maka terdapat
suatu garis misalkan E dan jika garis fersebut
dihapus maka Qidapat-SUatu graph G - e, adalah
terhubung dan tidak mempunyal sirkuit dan ini me-
rupakan suatu pohon dengan n titik dan n - 2 buah
garis yaitu n - 1 garis dikurangi garils €
Kontradiksi sebab diketahui G dengan n titik dan
n-1 garis, pengandaian salah.

Yang benar bahwa graph G tidak mempunyai sirkuit;
maka graph G terhubung dengan n titik dan n-1 ga-

ris adalah suatu pohon, teorema terbukti,

: Pada Gambar 3,22

Terlihat suatu graph terhubung dengan 22 titik

dan 21 garis merupskan suatu pchon,

347
Graph G adalah suatu pohon bila dan hanya bila G

terhubung minimal,




Bukti

::? )

Contoh

Teorema

Bukti

30

Graph G terhubung minimal Jjika G terhubung dan me-
miliki jumlah garis yang minimal,

Graph G adalah suatu pohon ===% G terhubung mini-

mal .

G adalah pohon, maka & terhubung dan tidak memilik
i girkuit, karena tidak mempunyai sirkuit maka G

terhubung minimal, sebab jika dihapus salah satu

‘garis dalam G maka pohon tersebut akan tidak ter-

hubung lagi, dengan demikian sudah tidak merupakan
suatu pohon, Maka terbukti bahwa G terhubung mini-
mal.,

G terhubung minimal ==3 Graph G adalah pohon.

G terhubung minimal, maka G harus bebas sirkuit,

Karena G terhubung dan bebas sirkuit maka G adalah

-merupakan pohon, terbukti.

Dari (== ) dan (<£==) maka teorema berlaku,

Pada Gambar 3 ,22 adalah suatu pohon, sebad graph
nya adalah graph ferhubung daﬁ mempunyal garis mi-
nimal. Karena dengan menghapus satu garis saja a -
kan menyebabkan graph G tidak terhubung lagi, se =

hingga bukan merupakan pohon.

3 .8
Graph G dengan n titik dan n-1 garis serta tidak

memiliki sirkuit adalah terhubung.

Mndaikan graph G dengan n titik dan n-1 garis ser-
ta tidsk memiliki sirkult adalah tidak terhubung.

Maka paling sedikit terdapat dua komponen, yang se-

4 mm lrramrararmera i Aalyr mamryainarad o vlesd



Contoh :

p2a

Ambil G terdiri atas dua komponen yaitu P1 dan P2
dengan Pl terdiri dari ny’ titik dan eq garis, se-

dangkan P, terdiri dari n, titik dan e, garis (un

2
tuk lebih jelasnya lihat Gambar  3.21).

Sekarang ambil titik sebarang v, - P, dan vjéiPé
jika kedua titik itu dihubungkan oleh suatu garis
yaitu ey meka G + e adalah terhubung dan tetap

tidak memiliki sirkuit atau merupakan pohon de-

ngan n titik dan n buah garis.

Kontradiksi, sebab diketahui graph G terdiri atas.

n titik dan n-1 garis.

Maka pengandaian salah, yang benar adalah graph

G terhubung, terbukti. |

Pada Gambar 3,22, suatu graph dengan n = 22 ti-
tik dan e = n-1 = 22-1 = 21 garis dan tidak mem -

punyai sirkuit adalah terhubung.

Akibat dari teorema . 3.bL, 3;5,A05;6, 3,7 dan 5.8 ma -

ka dapat disimpulkan bahwa graph G dengan n titik disebut

suatu pohon, apabila

1,
Za
3,
e

Se

Definisi

Contoh :

G terhubung dan tidak mempuhyai sirkuit.,

G terhubung dan mempunyai n-l1 garis,

G tidak mempunyal Sirkuit dan mempunyai n-1 garis

Setiap pasangan titik dalam G, hanya dihubungkan

oleh satu path.

G- adalah terhubung minimal,

34943

Suatu pohon P disebut pchon perentang dari graph
‘terhubung G jika P adalah subgraph dari G dan P

memuat semua titik dari graph G,
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Contoh: =

Gambar 3.2% Graph G dan pohon perentang T.,
T, dan TB.

Pohon perentang dapat pula dibentuvk dengan cara
menghapus setiap sirkuit yang terdapat pada graph G,
Misalkan kita mempunyai graph terhubung G, kemudian pilih-
lah salah satu sirkwvit dan hapuslah salah satu garis dalam
sirkuit itu misalkan e maka terbentuk suvatu graph G - eq
vang tetap merupakan graph terhubung, selanjutnya teruskan
dengan sirkuit yang lainnya sehingga tidak ada lagi sirku-
it dan akan menghasilkan suatu pohon perentang.

Contoh :

Seperth pada Gambar 3 .23, yaitu Tl garis-garis €5
e6,e7 dan eg adalzah garis yang terhapus, pada TZ
garis 83’85’96 dan e7 yang dihapus, pada T3 garis
©11€5583 dan e, yang dihapus, sehingga hasil akhir

~nya tidak memiliki sirkuit dan dinamakan pohon pe-
rentang,
Didalam graph tidak terhubung dengan n titik dan e

buah garis serta k buah komponen, dimana setiap komponen -
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nya adalah merupakan graph yang terhubung, kemudian pada
tiap komponen kerjakan cara penghapusan salah satu garis
pada suatu sirkuit sehingga terbentuk pohon perentang~po- -
hon perentang pada setiap komponennya dan dalam setiap kom
ponennya hanya terdapat satu pohon perentang. Jadi banyake
nya pohon pérentang pada graph yang tidak terhubung adalah

sama dengan banyaknya komponen yaitu k buah.

Definisi 3 .9.4
Tali (chord) adalah garis-garis yang dihapus pada
pohon perentang di dalam graph G.
Contoh :
Pada Gambar 3.23 yéng merupakan tali adalah :
~ pada Tl yaitu garis 85?66,87 dan eg

~ pada T2 yaitu garis 93’65’66 dan en

- pada T3 yaitu garis el,e?_,e3 dan e
Definisi 3..9.5
Cabang (branch) adalah garis-garis yang terdapat
pada pohon perentang dari graph G,
Contoh
Pada Gambar 3.23 yang merupakan cabang adalah
-.pada T1 yaitu garis 91?92’63 dén el+
-.pada TE vyalitu garis 138558, dam;e8
- padé TB yaitu garis €53€¢9 80 dan egs
Dengan demikian, maka jumlah dari banyaknya cabahg
dan banyaknya tali dalam sustu graph G adalah banyéknya ga.
ris dalam graph itu.
Apabila suatu graph @ didalamnys terdapat m buah sirkuit
maka banyaknya tali sama dengan banyaknya sirkuit yaitu
m buah, Dan jika graph G adalah merupskan pohon maka Dba=-

nyaknya talli pada graph tersebut sama dengan nol,‘sebab




i
i Teorema

1

3.9

Dalam pohon perentang dari graph terhubung G de-
ngan n titik dan e buah garis mempunyal (n-1) ca-

bang dan {e-n+l) tali.

‘Pohon perentang juga merupskan pohon, dengan demi

kian maka sifat-sifat dari pohon juga berlaku un-

tuk pohon perentang.

- Menurut teprema -3 ,5 suatu pohon dengan n titik

gkan mempunyai n-l garis, garis-garis tersebut mg
rupakan cabang dari pohon yang jugé berlaku untuk
pohon perentang.

Sekarang akan dicari banjaknya tali, Diatas dise-
butkan bahwa juﬁlahan'dari banyaknya cabang dan

banyaknya tali adalah banyasknya garis dalam graph

~terhubung, dengan demlkian banyaknya tali dalam

graph terhubung adalah

e-(n-1)=e~-n+1,
Maka terbukti bahwa dalam graph ferhubung dengan
n titik dan e buah garis mempunyai (n-1) cabang

dan (e-n+l) tali.

Gambar 3 .2L Graph dan pohon perentangnya.

'Keterangan

Graph terhubung G dengan 9 titik dan 12 garis, da-

lam pohon perentang (garis tebal) mempunyai cabang
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banyak e = n +1 =12 ~ 9 + 1 = 4 buah,

Adapun cabang dari pohon perentang diatas adalah

93’eq;e6’@7’ eg,e'lo,el1 dan €y Sedangkan tali-
nya adalah e1s€s€5 dan eg

Teorema . 3..10
Dglam pohon perentang dari graph G yang tidak ter
hubung dengan n titik dan e buah garis serta k by
ah komponen mempunyai (n - k) cabang dan (e - n +
k) buah tali.

Bukti .
Dalam graph tidak terhubung G dengan k buah kom -
ponen, maka terdapat sebanyak k subgraph yang tep
hubung, Dari teorema  3.,9 disebutkan bahwa dalam
graph terhubung dengan ntitik dan e buah garis mg
miliki (n - 1) cabang dan (e = n + 1) tali.
Karena terdiri dari k komponen, maka banyaknya ti

tik dalam graph tidak terhubung G adalah :
‘ k

H:E Ili

i=1
Pandang salah satu komponen, misalkan Kl dengan
‘ng
banyak (nl ~ 1) cabang dan (e; - nq + 1) tali.

titik dan €4 buah garis maka ekan didapat sg

Karena terdapat sebanyék k buah komponen, maka
banyakn?a cabang dalam graph tidak terhubung adg
lah :

&
= (ni—l)
i=1

(nl-l) + (nawl) + ees * (nk-l)

H

(I‘l +n .+ o;|| +n ) - (l+l+ L +1)
\l 2 _1;{ "\ 7

4

n
=n-'kl‘

Dengan jalan yang sama, maka banyaknya tali ada-

lah
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k
>~ (ei—ni+l)

— (el~n1+l)+(e -n +1)+...+(ek-nk+l)

2 2
(el+ea+&oo+ek) - (Ill+n2+ ee s +nk)

+ (1+1+ .., +1)

Maka terbukti bahwa graph tidak terhubung dengan

n titik dan e buah garis serta k buah komponen ng

miliki (n - K cabang dan (e - n'+ ¥ tali.

Zaw

Gambar = 3.25 Graph tidak terhubung G

Contol

Ketersngan :

- Graph #idak terhubung G terdiri dari lima kompo -
nen, dimana pada setizp komponen diperoleh pohon
perentangnya (bergaris tebal), |
Graph G terdiri dari dari 16 titik dan 14 garis,
pada ‘pohon perentangnya mempunyal. cabang sebanyak

n-k=16 -5

i

11 buah, dan memiliki tali seba-

nyak ¢ - n +k = 14 - 16 + 5 = 3 buah,

3 ,10, HIMPUNAN: PEMOTONG (CUT"- SET)

Dalam suatu graph terhubung G, yang dimaksudkan dg

ngan suatw hinpunan pemotong adalah himpunan garis - garis
yvang dihapus dari graph @ yang menyebabkan graph G tidak
terhubungkan lagi dan himpunan garis ini tidak mempunyal
himpunan bagian sejati dari garis yang Juga mengakibatkan
graph G tidak terhubungkan lagi.

Contoh :
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Contoh

vy .
5
e vy
L
V2
Fs
Gambar 3.26 Graph G dan himpunan pemotong {62’
65’66’87} yang memotong graph G mep
jadi dua.
Keterangan :

Himpunan garis-[ea, e eé, 67} adalah merupakan suatu
himpunan vemotong, karena tidak ada himpunan‘bagian sejati
dari garis yang mengakibatkan G tak terhubungkan.
Beberapa himpunan pemotong yang lain, seperti ; {92’65’84’
e5 } 3 {81’62’95} ; {91984’65} 3 { e5,e6,68};{e2,e7,98}
dan sebagainya,., Serta himpunan garis yang hanya terdiri da
ri satu garis saja misalnya.{eg} juga merupakan suatu hin
punan pemotong. |
Himpunan garis { 82’87’68’99}- bukanlah‘ﬁimpunan pemotong
karena himpunan ini mempunyai himpunan bagian sejati yaitu
{ 82’87’88} dan juga {eg} yang masing-masing juga menga =
kibatkan G tidak terhubungkan lagi.
Cara lain untuk.menentukan suatu himpunan pemo =
tong, yaitu : |
Jika kita memisahkan semua titik dari graph terhu
bung G menjadi dua himpunan bagian secara nyata ,
maka yang disebut dengan himpunan pemotong adalah
jumlab minimal garis-garis yang dihapus dari grap
@ dan yang menghilangkan (merusak) semua path an-
tara duaz himpunan titik-titik graph G,

Contoh :




Teorema

Bukti

Contoh
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menghubungkan himpunan titik &vl,va,vgkdan{vs,v5,
v6}.

Catatan : bahwa satu atau kedua dari himpunan ba-
gian dari titik-titik ini boleh terdiri atas satu
titik saja .

3 W11

Setiap himpunan pemotong dalam suatu graph terhu-
bung G harus terdiri paling sedikit atas satu ca-

bang dari setiap pohon perentang dalam graph G,

Diketahui G adalah graph terhubung.

Dari definisi bahwa hi@punan pemotong adalah him-
punan garis-garis dalam graph G yang dihapus, Sen.
hingga graph G itu tidak terhubungkan lagi.
Pandang T adalah pohon perentang dari graph G, ma
ka setiap pasangan titik-titiknya hanya terdapat
satu path. Sehingga apabila salah satu garis da -
lam T ini dihapus, maka menyebabkan T terbagi a -
tas dua pohon,

Jadi terbukti bahwa setiap himpunan pemotong ha -

rus mengandung paling sedikit satu cabang dari po,

hon perentang dalam graph G,

Gambar . 3,27 Gfaph G dengan pohon perentdng

(garis tebal)



Keterangan :

Teorema

Bukti

39

Terlihat pada Gambar, bahwa setiap himpunan pemo-
paling sedikit terdiri atas satu cabang dari po -

hon perentang dalam graph itu,

3 .12

Dalam suatu graph terhubung G, setiap himpunan dag
i’ garis yang minimal dan ﬁaling sedikit mengan -
dung satu cabang dari pohon perentang graph G di-

sebut suatn himpunan pemctong.

Diberikan suatu graph terhubung G.

Pandang @ adalah himpunan dari garis yang minimal
dah paling sedikit mengandung satu cabang dari sg
tiap pohon peréntang dari G,

G - Q adalzh subgraph yang tersisa setelah peng ~
hapusan garis dalam Q dari G, Karena subgraph G-Q
bukan merupakan pohon perentank dari G, maka G-Q

adalah tidak terhubung (salah satu komponennya bg, i
leh terdiri dari sath titik terisolasi).

Juga, karena Q adalah himpunan dari garis yang mi

nimal yang dimiliki, maka setiap garis e dari €

~apablla digabungkan pada G - Q akan menimbulkan

paling sedikit satu pohon perentang dari G,

Jadi subgraph @ - Q + e:-adalah graph terhubung.,
Maka dari itu, @ adalah himpunan minimal dari ga-
ris yang dihapus dari G yang ményebebkan G tidak
terhubung lagi. Dari definisiy maka Q adalah sua-

tu himpunan pemotong.

~ 3.11. SEPARABLE GRAPH DAN NONSEPARABLE GRAPE

Definisi

3 .ll.l

ms 1 % - - » - ~



RO
tong (cut-point) dari graph G apabila penghapusan
titik A beserta garis-garis yang insiden dengan
vy menghasilkan graph yang komponennya lebih ba =-
nyak dari komponen semula.

Jadi Jika vy titik pemotong dari graph terhubung
G, maka G - V4 adalah graph tidak terhubung.

Contoh
vl [ 92 V‘IB v?
el el_|. elo
e

Gambar 3 .28

Keterangan :

v5 adzlah titik pemotong, karena bila dihapus meng
hasilkan dua komponen. Demikian juga v, tetapi v?
bukan titik pemotong sebab apabila dihapus tidsak

menghasilakn graph yang tidak terhubung.

Definisi 3 .11.2
Suatu garis e dari graph G disebut suatu. Jembat-
an (bridge) dari graph G apabila penghapusan ga =
ris e dari G menghasilkan graph yang komponennya
1ebih banyzk dari komponen semulas.

Contoh :
Pada Gambar 3%.28, garis e adalah jembatan dari
graph itu, karéna bila dihapus menghasilkan dua
komponen, Garis €10 bukan jembatan,

Catatan : Definisi dari titik pemotong hanya berlaku pada

graph terhubung yang mempunyai tiga titik atau lg

bih dan bukan merupakan graph lengkap.
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Definisi 3 ,11.3
Separable graph (graph yang dapat dipisabkan) ada
lah suatu graph terhubung, bukan graph nol dan

graph itu mempunyai titlk pemotong.
>i

Gambar 3.29 Separable graph G

Contoh :

Keterangan :

Graph G ini disebut separable graph, karena mem -
punyai titik pemotong yaitu Ve

Nonseparable graph (graph yang tidak dapat dipi -
sahkan) adalah suatu graph terhubung, bukan graph

nol dan tidak mempunyal titik pemotong.

=

Gambar . 3,30 Non separable graph

Contoh

Definisi = 3.11.5
Suatu blok (block) dari graph G adalah subgraph
yang tidak dapat dipisahkan yang maksimal dari
graph tersebut.

Contoh :
Pada €ambar 3.29, graph tersebut terdapat dua

blok, yaitu : '





