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TEORI PENUNJANG

Agar lebih mudah membahas Proses Branchlng, maka da -
lam bab inl dltérangkan pengertlan-pengertlan” teori-teori
dan beberapa contoh yang menunjang isi daripada Proses Brah

ching tersebut.
IT.1. KONSEP ~ EKCNSEP PENPING

Setiap hasil yang mungkin.dari suétu eksperimen dise -
but out-come. Dan setiap out come yang ﬁungkin dari suatu
eksperlmen disebut titik sampel, blasanya diberi not381 W,
sedangkan keseluruhan darl out come yang mungkin disebut ru
ang sampel, yang biasanya diberl notasi I}.. Suatu event
adalah éuatu himpunan bagian dari ruang sampel. Kelas dengan
.anggota—anggotanya semﬁa event yang'mungkin'dari suatu eks -
perlment dlsebut ruang event. Ruang event biasanya dlberl no
ta81‘/2 » Sedangkan j: dan }3 notasi untuk kelas yang ter -

diri- -atas sejumlah event.
I1.2. FUNGSI PROBABILITAS.

'Sébelum menjelaskan'fungsi probabilitas teflebih da -

hulu diﬁerangkan mengéﬁai'fungsi. |

DEFINISTI I1.2.1,
Suatu fungsi dari S ke T (gtau S sebagai daerah sum -
ber .(domain) dan T'sebagai daerah-kawan (co-domain)
ialaﬁ suatu aturén yéng-pada setiap anggota dari S
menentukan dengan. tunggal satu anggota dallam.T. -

Suatﬁ fungsi f dari S'ke_T disajikan dengan tanda,

f:8 -====a3r. Apabila 8 & S, maka kawénnya {tunggal)

‘yaﬁg befada dalam T disajikan dengah f(s),iyahg menyatakan‘

. bahwa s dibawa ke f(s).



'Catétaﬁ : Apabils anggota sembarang dari himpunan § disg
jikan dengan perobah "x'" , sedangkan dnggota
sembarang darl hlmpunan T dlsaglkan dengan pe -~
robah "y" mwaka suatu fuugsi f:yang disajikan de
pgan £ : X ~-=3 ¥ = f(x) =Ix2; Dalam terminolo
gi lama orang berbicéré tentang fungsi y = x2.
Ini kurang tepat. Sebab'ﬁang disebut fungsi is
lah perkawanan.selufuhnya..Se&angkan x° (=y) -
adalah kawan dari x, dan diséﬁut harga dari fung

. 8i untuk x. Terminologi.lebih‘baik ialah bahwa
rumus y = xz‘menentukan suatﬁjfungsi.

| DEFIﬁISI 11.2.3. | .

Misalkan Xl adalah ruaog sampel dan jl adalah aljabar
event, suatu fungsi ﬁrobabilitas ?(.) adalah fungsi
semua himpunan dengan domain‘Jlldan daerah kawan (ko
domain) interv31 [O,l]'yang memenuhi :

i.  P(A) > O untuk semua 4 é_j?

ii. e =
iii. Jika Ay, Ayy....... koleksi event-event yang
saling asing dalam jq-(yaitu Aifw Aj = @, uh
tuk L £, 1 =1, 2, 3,00uen . dan j =1, 2, 3,
. ) dan jika A1UA2UA3-U vares = =) A &

J[; ,_maka
p(UJ ay) - Z:P(A.)

Cétatan': P(4) dibaca ﬁ probabllltas event A ".

Suatu ruang probabilitas adalah trlpnl(f) J}, (. )]
dlmana fl adalah ruang sampel, /1 dalah ruang event dan
P(.) adalhh fungsl probabilitas dengan domaln .

DEPINIST II.2.3. - ‘

Diberikan ruang probabilitas [fl,:jl, P(.)] , A dan B

adalah dua event dalam‘j}. Probabilitas bersyarat déri



p(alf) - ZLB)
. P(B)

Notasi untuk P(AB) adalah P(4(}B).

TEQREMA II.2.1. |
Misalkan [fl,_jl,‘P(.)] adalah ruémg_probabilitas

dan Bys Bpse+e-vs+y B, adalah koleksi dari event-

event dalam_j; yang saling asiong, yang memenuhi

o :
‘_fj_ = L“{ Bj dan_P(Bj) > 0, untuk § =1, 2, 3,.:

Bukti.

Karena A

«+s«y B. Maka untuk setiap A Q/ﬂ.berlaku :

n

P(4) = 2_ P(A!By) B(By)

J=1

It

=\ (&B;)
g=

—
L]

dan karena ABy 5 j =121, 2, 3,00.4..+, 0 saling asing maka

menurut Definisi II.2.3%. didapat :

p(4)

Contoh

Jawab,

n
P(?__ (4B.)
=t 4

H

a !
E P(AB.)
=1

n

= . .3(-1; p{n.
%= P(a1By) P(B;)

ferbhkti.

iDimisalkan terdapat kotak pertams dan kedua, jika

‘kotak pertama herisi 3 bola merah dan 7 bola biru

‘seddngkan kotak kedua berisi 6 bbla_merah dan 4 bo

r

la biru. Satu kotak dipilih secara raddom dan satu

‘bola diambil dari kotak tersebut. Berapa probabili

tas bahwa bola tersebut wmerah 7



Misalkan 4 adalah event diperoleh bola merah, B, dan B, ada
lah event dipilih kotak pertama dan kedua, sehingga probabi

litas bahwa bola merah adalzah

2
P(A) = g;; P(A!1B,) P(By) = P(a!By) P(By) + P(A!B,) P(By)
. 3L 61 _ 9
*.10°2 T 102 T 30

I1.3. PENGERTIAN RANDOM VARIABEL DISKRET

DEFINISI II.3.1. |
Suatu random variabel adalah suatu fungsi berharga re
al yang harganyarditéntukan oleh setiap anggota dalam
rﬁang sampel. | 2
Suatu random variabel dinyatakan dengan huruf besar, misalkan
X, sadangkan harganya dinyétakan dengan huruf kecil, misalkan
X. |
DEFINIST II.3.2.
Sﬁatu randqm varéabel X disebut diskret jika range X
adalah countabel, ‘
Catatan : Himpunan H disebut countabel jika H berhingga atau
anggotananggbta dari H dapat dikawankan satu-satu

dengan anggota-anggota himpunan bilangan alam;

I1.3.1. DISTRIBUSI PROBABILITAS

Diberikan suatu ruang probabilitas [Jl, Jﬂ, P(.)] dan
misalkan X adalah random variabel yang didefinisikan pada ru
at]g Sarﬂpel Q dengan RX: {Xl’ XZ"ocnovjcavo-o} yaﬂg Counta -
bel. Suatu himpunan {_L.J! we fi, Xw) = X; & RX} € f3 atau
ditulis.sebagai { X =-xi} = [m! oo'eﬁ,‘, X(w) = X € RX} .
DEPFINISI IX.3.3. _ '

Diberikan ruang probabilitas [fl,‘jl, r(.) ] dan su -

atu random variabel X pada ruang sampel L, suatu fung

si Py = {(Xi,P(X‘= x;)) ! Xy € Ry disebut distribusi

probabilitas dari .



Contoh :
Suatu mata vang dilemparkan dua kali. Jika rendom va
rigbel X menyatakan jumlah muka dari pelemparan mata
nang, makagl. &nzﬂd, (m b), (b, m), (b, b)} , dan jika
A Eﬂ dengan P(A) = = n' , maka [S-l , ﬂ, ]
adalah suatu ruang probabilitas.
Perhitangan.
{x =0} = {(b,n)}, mara 2(x = 0) = B((b,0)) = %
{‘c = 1) {(m b), (b,m}, maka B(X = 1) =% + %‘: -35
(x = 2} = {(mm}, meka B(X = 2) = B((m,m)) = 1.
sehin gga distribusi probabllltas X adalah Py = {(O’Z)’
(1L,3), (2}

L

I

il

il

DEFINISI I1.3.4,

Dlstrlbu51 berserikat dari dua random variabel X dan
| Y pada ruang sampel fl di dalam ruang probabilitas

(Sl,.jl, P(.)] adalah fungsi {((Xi,yj),P(X = X,
Y=y | % € R 7y € Ry Y.

gontoh | '
Sﬁatu kotak berigi empat bola bernomdr s 1y, 2, 3
dan 4. Dua bola diambil secara random. Jika dua rap
dom variabel X dan Y didefinisikan pada gl dimana X
menyatakan jumlah dari dua nomor yang diambii dan Y
menyatakan nomor‘yang lebih besar dari dua nomor |
yang diambil. Ditanyakan distribusi probabilitas ber
serikat dari random variabel X dan Y ?

Penyelesaian . |

Untuk A.Eﬂ, , P(4) = g'-‘ﬁ*, sehingga [Q,ﬁ, P(n)] suatu ru

ang probabilitas. Didapat ruang sampel gl— {(l 2), (1,3),

(1,4); (2,30, (24), (3,4) ], dan &g = {3, 4, 5, 6, 7},

RY = {2y 3 4}
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3)
)
5} =

i

{(1,2)],
(1,3},
{(1,4), (2,3},

6} = {(2,0)},

 Jika diambil event {X = 3,

sehingga P(X = 3, ¥ = 2) =

samza dapat'

P(X =3, T=
P(X =4, T=
P(X =6, T =
B(¢) = O.

P(X=5, Y=
P(X = 4, =
P(X =6, Y=
P(L =5, T=
P(X=17, T =

3)
4)
2)

4)
3)
4)
3)
4)

I

dihitung :

B(X

Sy
5,
P(X =17,

BE(X

!

P({1,4))
P((1,3))
P((2,4))

P((2,3))
= P((3,4))

{Y
{E
{Y
{x

T = 2} , .

P((1,2))

Y =
Y=

<
il

:=E

= o¥i- o1 oY oN

4)
2)
2)

.

Il

i

(1,2}

{3, (2,3}

= {(1,8), (2,4), (3,0}

= {(3,4)]
-3

=%
P(X=4, ¥
P(X =6, ¥
P(X =17, Y

It

2)
2)
3)

Dengan cara yang

il

Didepat tebel distribusi probabilitas berserikat dari X dan

Y sebagai berikut :

L

g

EQ}E@&' 3 Y
:."- y L 1 1 ] ' ' ' :1- 1
.2 g oo o o 5
' Ty ¢ L 1 ' ' ) '
I S o' z 'z 0 0 5
. , : 1,1 .1 .1,
s 1 . Ll o, 1 , 1 1 .
Py 3 Z 3 5 0z L0

Tabel 2.3.a.

' Présedur diatas secara mudah dapat dinyatakan sebsgal

berikut. Misalkan [jl,‘j¢, P(.)] ruang probabilitas, X dan

Y dua random variabel yang didefinisikan pada ruang sampel

ﬂ’ daﬂ jikaRX={Xl, X2,4......}, daﬂ RY ={yl, y2’0|oo}

Jika probabilitas berserikat dari dua random variabel X dan



- ygntuk singkatnya ;ika Py(x;) = P(X = x;) dan P(X = x;, Y = yj)'
= ;40 dengan i =1, 2, 3,000000s dan j =1, 2, 3,.uueees
Untuk suatu x; € Ry waka dapat dihitung Py(x;) sebagai beri -
kut |
PX(xi) = P(X = xi)
P({x
P(Ad = w {: .B
4 } Y =y5))
- 2L (- {r

EP(X = }Ci,j Y = y.)

i
v
’—I-
Pu——
~—

H

]
=
T
L
~

I

(yj) dihitung éecera sama.

Perlu diperhatikan bahwa pada pembicaraan tersebut,
yaitu random variabel berdimensi dua (X, Y), yang didefini
-sikan pada ruang probabilifas yang sama. Jika Xl, KZ,.....
eeeey Xy adalah k buah random variabel yasng didefinisikan
pada:puang probabilités yang sama, maka (Xl, Koseaonn, Xk)
disebut random variabel berdimensi k. Random variabel'(xl,
. Xk)_aisebut diskret jika nilai-nilei yang mung
kincadalah (xl, Kosesssess X} yang banyakaya countabei.
Distribusi probabilitas Bersama‘untuk k buah random vafi'
abel didefinisikan sacara gama, dengan duah: buah random

variabel.
. 11.5.2, EESPEKTASI DAN VARIANSI

DEFINISI II.3.5.
‘Misalkan X adalah random variabel yang diskrit de -
- ngan range RX = { 19 Xopeeenens } dan berdistribusi

- probabilitas P . hksnekt381 atau maan darl X adalah :

E(X) =" ZE:::: x5 PX(Xi)

\ C¥; & Ry | |
Notasi untuk E(X) yang lebih umum adalah /U%.
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Dengan Definigi II.3.5, an dibukitikan bahwa :

50G) = e X Pylay)

Bukti;
" B(XD) = o—s . 3. Po2(}
i s e .

1)

= %Fﬁxa 31»:[P(X = \/_Sk) * P(X = “\/—gk)]

= S ERe2 Bk-P}%(\Bk) ¥ %k € Ry2 3 Pxl- ﬁ:)

Jika PX(J%R) £ 0, maka ng = Ay € Ry sedemikian sehingga x. »

= ;::::—5L Sk P(X :\f%k ateu X = _ﬂE

J _ J
‘ 2 S et . ‘. .
0 dan X3 = §k. Demlklanrguga jika pX(~V§k) £ 0, maka -\Ek =
3%‘EZRX sedemikian sehingga xi‘< 0 dan x§ = %k‘ 0leh karenanya
2 E
B(X™) = 2 2
- X3 & By xj Pylxg) + Lﬂxi R, i Pyr(xy)
X520 x; <0
2 .
= 2:;;_R. x. P,(%, ). Terbukti
X k "'k *
K X ‘

DEFINIST I11.3,1.
Misalkan ¥ adalah random variabel, Variansi dari X di
nyatakan dengan symbol GE adalah 62 = V(X) = E[3X - E(K))ﬂi
dan akar nonnegatif dari variansil disebut standard de -
viasi dari X.

TROREMA II.3.1.
Jika X random variabel, maka V(X) = E [(X - B(X ))2] .
E(x2) - (8(0)%. |

Bukti,

Dari Definisi II1.3.6. didapat :
V() E[(X -'E(Z;{))Z]

E‘[X2 - 2%X(X) - (E(.X))EJ

1]

1!

E(X%) - 2B(OB(X) + (B(X))2
=3E(X2) - 2(‘5(}@:))2 + (E(X))2

H



II.3;3.,1NDEPENDENT RANDOM VARIABEL

. Misalkan X dan Y random variabel yang didefinisikan
pada:ruang sampel ,fl dan distribusi probabilitas masing-
- masing Py dan Py, maka distribusi bersama diberikan dengan

P

ij = P(X = x5, T = vy ).

DEFINISI 2.3.6.

Dua random variabel X dan Y pada Ruang sampel yang

sama dikatakan independent Jika :

pyy= P(X = x;). P(Y = y3) = Pylx;) Py(y)
Pengertian saling independent dari tiga atau lebih ran -
dom variabel adalah sama untuk dua random variabel. Ran
dom #ariabel X1, Xz, .}..;, X didefinisikan pada ruang
sampel yang sama dikatakan saling independent Jjika
Pi142....9n = Py = xgq0 Xp = Xypeeees Xy o= xgp)

= Py (x, - (Xip) oo Py (X
,PK1(XJ1) Pxékxag) Xn(*{Jn)

IT.4. BEBERAPA TEOREMA DASAR

POSTULAT :
Jika terdapat N cara Untuk membuat pemilihan yang
satu dan M cara untuk membuat pilihan yang lain,
maka terdapat NM cara untuk membuét pilihan kedua
- duanysa.
Unfuk menjelaskan postulat ini, misalkan A dan B suatu
himpunan yang masing-masing mempunyai n(4a) dan u(B) el -
emen, maka jumlah elemen dari AXB adalah n(A),n(B), ar -
tinya n(AXB) = n(A).n(B).
TEOREMA 1TI.4.1.
Jika r, + T, ceeet T = D, maka bényaknya cara
‘ menyekat n elemen yang dapat dibagi menjadi k ma -

- sing-masing berisi r1“'r2, cees Tp elemen adglah

( n ) - nt
r1, r2,...., rk ri! r2! . rkE
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: . n

Bagian pertama ry elemen dapat dipilih dengan (r ) cara, yaug
‘ : n-r "1

kedua dipilih dari sisanya dengan ( r )cara, ketiga masih ter

& 2 L o

dapat‘n—rl-r? elemen dapat dipilih dengan ( r; 2)cara, dan

2 - R 5

seterusnja sehingga bagian terakhir dapat dipilih dalam

SR AR A P r .
(. 1 -2 k"l) = ( ,k:) cara. Menurut Postulat maka

L
banyak cara menyekat suatu himpunan n elemen adalah :
/ )(D-rl | n_rl_r2) : (nur1~r2» ..... ~rk?l> _
ry N r, r, Ty
o, }(n-rl)!‘ (nwrl—rzn....u..—rk_l)!

n(n-‘l) ¢ n—rl+l) (g-.rl) (11-1‘1-'.1.) e (n—rl—rz-rl)'

LI R N

ry! ro!
rk(rk-l) “ e u2.01¢
rk!
- n!
rll‘ r,! PP r! ( " )
Dimana notasi untuk nl adalah TYy Tppeeenst)
| ’ ‘ r' r“..‘.r!
: Kk
C) - ot
dan _' C.omm
e rkl n-r, !
TEOREMA II.4.3.
< Jika n dan j adalah bilangan bulat nonnegatif, maka ber
. - n n n + 1 :
taw s () (0 )= (00 7)
Bukti. d J- 4 J |
ukti. B
n! H!
N+ () = .
J j-1 Jr{n=3)t  (J-1)1{n-j+1)!
. (n=j+1)n! n! j
= . +
Jt(a=3+1)1  Jr(n=-j+1)!
(n=j+l+ji)n! (n+1)n! (n+1)
Jr(p=3+l)t Jr(n-g+l)t §i(a-j+l)

n+1i ‘
( ) -+ Terbukti.
TIOREMA IT.4.4. . '
. Jika ry+ Ty + sue. + 1y +.j =, dengan J bilangan bulat

honnegatif maka .berlaku :

‘ n a-j ( n l
_(j)--(rj, N r;) B y T j)_
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Bukti.
(r}) ( n-J )= -y (n-j)!
J r - L I‘" L] . -

Terbukti.
TEOREMA II.4.5.

Jika r, + Ty * aee + Ty =1, maka berlaku

1

(., Yo DR

1-1,’ I‘2, e a3 I'k 1, I‘2—1, ) 'Y .k

cee. + (x= 31f1__ R )

12 Lo k=1

]
o~
H
=
H
S

Bukti.
Dibuktikan dengan induksi pada n.
Pangkal : Pernyataan benar untuk n = 1, dari pengamatan
n
sebab jika n = r, = 1, maka,(r1“1) *(r1)= 1
‘Langkah': Andaikan pemnyataan benar untuk n = p akan di-

buktikan bahwa pernyataan benar untuk n = p + 1

Dari Teorema I1.4.5. didapat

(oy o D)-UNG, .

1° I‘2, s 3 I‘k » 1: "’ K
,(P“) ( p1 ) T ) o+
i r1:1y Topeany Ty Ty r2-1,..., Ty
ssew T (‘ P-1 )
19 I'2 LI + I'k"1 '
? p p-1 ( p-1 )
= {(ﬁ) * (0) ](( o1y Ty eee rk) + Py Tp=Ty weny T

1]
—
-
—
F Snmmnamn

o
L
—

I

-—
R
el
- b
H
e
+
-
i d
—_
R . §
+
——
+
.
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1 Foo - k 17 Tor
Goa, 2)f )+ (e s )
= T)=l, Tpy eee 5 T, L + ryy, Tl ey Ty, 1 T
ol )
- (rl, s cee r-1, 1 * Tys Toy ees g Ty
lerbukti,

THOREMA Il. ¢ 6.

' Jlka ry tr,t ... b= n, uhtuk g tertentu ber -

laku 3 “
: a >, N
a,--+.a + e + a =
( l 2 ' q) I‘l+l’2+. . o+rq=n- (r1’ r2, ..y I'q)
r r xIr
¥ 2 q
: a.l 8.2 P aq
Bukti,

Dibuktikan dengan induksi pada n.
Pangkal' : Pernyataan benar untuk n = 1, denggn:.pengamatan
| n_(® 1 Ty
jika r{ = n =1, maka (a;) =(r) a;” = ag
. . L
Langkah : Andaikan perayataan benar untuk n = k, akan di
| buktikan perayataan benar untuk a = k + 1,
k+1 ;> k
(a, + a, *Teeat a_ ) = )

! l '. 2 q_ I‘l'f'I'Z‘*'.-.‘i‘“I'q: K I’l,‘rz,..., I'q
+l r T ‘ ' k r
ail aZ?..a o :2>+~ OO =k (r r ) all
q ...l 12 - L] I‘ — l, 2,00., I‘q
T+l r .
322 <o aqq ol F £?+r S (r r . T )
l 2 LI q l, 2,"‘, q
T T r +1 '
1 a’
al a2 '.-aq

Jumlah pangkat pada tiap suku adalsh k + 1, dimisalkan

le+ R2 +auet Rq = k + 1, maka persamaan diatas menjadi

- e+l j> k
(a + a +ul|+ a ) ’ = H - — ( _.) i
1 ? e . R1+ﬁ2+...+dq_k+l 3 -1, 32 Ro {
Rl i g
2 a :
al a2 -o:,ola-q- + .k. _]_R +...+R "'K+1 ( " —l,.., . q)

& B Ra
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 — K ROR R
L ¥R, ¥R =KL (gl, Rz,;,,_aqal),al Gy wre By

T | Y
- B].+R2+.‘.+Rq_=k+l Rl—'l, 2,.-., Rq? - < l R~ "‘l!coo, Rq)

Rl R

. ) ' q

+ aes e l- <Rl’ 2’..,11:{(1-1)&1 a 00-0. aq

N ( e+l ) R, R, Rq

= . . T ek ) a a sseve &
R1+R2+...+Rq_kr1 R Rz,..., Rq 1. q

Terbukti.
TEOREMA I1.4.7.

‘ Pada aljabar elemetmitér, jika Sy <:52 berlaku

'Sk Sk
2 — 71 _ kel P N L k=1
82:";"&— Sl - 32 + S2 : Slf." veser Sl

. Pernyataan ini dapat dijelaskan sebagai berikut :

Untuk k = 2, maka

52 - 32
2 1 = S + 8

3 3
S -~ 3

2 i 2 2
[~ —— = S + 8 s + s
S, = 8 2 2 1 1

Atau sg "”SE = (8, =8 ) Q(sz,s ) dengan Q(52’Sl) =

ég +‘s2 sy * sg . Hal ini berartl bahwa sg - sf dan
3 3 . : Co _
85 = 8] dapat dibagi Qleh.s2 Sy

Deggan induksi hipotesa akan dibultifan bahwa sg - s{

dapai dibagi oleh Sy, = 8y s untuk setiap k &€ N

Bukti.

Pangkal : Pernyataan benar untuk k¥ = 2 dan k = 3,

Langkah : 4ndaiakan pernyataan benar untuk k < n € Il, akan
dibuktikan pernyataan benar untuk k = n.

Pari sg - si = sg - si + sg ljsl - 8, 8 ﬁ"l + sg"l s, *+

-1

o
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= n-1" - nal n-2 n=—2
§s2 + Sl?F82 - 8] ) - s, slgsz - 8 )
denurut induksi hipotesa S%“l - Sg—l dan 82M2,~ sﬁ“z

gapat dibagl oleh Sy = 81 - oehingga ruas kanan dapat di -
bagi oleh S, = 8y oleh karena itu ruas kiri juga dapat

dibagi oleh S, = 8y - Terbukti.

I1.5 BARISAN MONOTON
DEFLISI 1I.5.1.
| Bé,riéan adalah fungesi yang domainnya N, Biasanya
diberi notasi <Sn> .
DEFINISi 11.5.2. |
o Su.atu barisan {sn} dikatakan mempunyal limit L bila
dan hanya bila untuk sebarang bilangan positif ke -
cil £, selalu dapat ditemukan M » 0, sedemikian sg
hingga unhncrlgﬁldipenuhi lsn - LI dan ditulis
hingh, 5 = T -
Bija L ada barisan <Sn> disebut konvergenke L dan jika L
tidak ada maka barisan <Sn> digebut divergen.
TEORGMA II.4.1. |
| J:Lka (Sn) barisan naik monoton.dan terbatas ke atas
méka.(sn} konvergen, dan jika <sn>‘5arisan turun
- monoton dan terbatas ke bawah maka (sn} konvergen.
Bukti. |
Divuktikan untuk (s 3 barigsan naik monoton dan terbatas
ke atzs. Untuk <sn) barisan turun monoton dan terbatas ke
bawah dibuktikan secara samna.
(sn) barisan naik monbtmg maka S \( S, < sjgh. \< S, é
Sp+1 ? untuk setiap n &€ N.
{s,) terbatas ke atas maka (’sn> mempunyai batas atas ter -
kecil { supremum ). Fﬁ.salk’é.m A = sup{sn} By \g A, untuk

setiap n € N, saka untuk sebarang £ O, terdapat‘N;L} 0
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naik monoton maita untuk setiap n :; N berlaku S :; Sy -
‘ ‘ Ny

Jadi untuk setiap n } l\:fl didapat 4 - E< N < Sy < A+g

atml [ s, - A ! < £ V%.;; .

san%%aW@>oM €NH11>N):x% 1%1—A1<€

Menurut dEflnlSl (s ) konvergen.

I1I.6. DERET TAK HING&A

DEFINISI I11.6.1.

Jlka ( } = 813 By ees g By ses suatu barisan tak
‘ hingga, barisan <9H) y didefinisikan oleh S, = a

tas + ... ¥ 8y ubtuk n = 1, 2, 3,.... disebut de~

ret tak hingga dan dilambangkan sebagai a; + @, *e..

e + By + ... atau Ei::

1=1 .
Bllangan 81y 85y eee disebut suku deret tak hingga dari

"|.‘ a2 + ase + a 4+ oaee da.[']. Sl, S ada.lah ,ju.ml&h-

al 2’ LI )
Jjumlah par31al dari derst tak hingga.

DEFENISI 11.6.2.
EAndalkan g;% a; = al + a2 + 4.0 sustu deret tak

hingga dan andaikan <Sn> dengan Sn =a) +oa, te...

e aa T an’ U.l’.l'tllk n = l’p 2’ 3’ “ v e baI'iSEi.l’l jumah —_
Jumlah parsial dari deret tak hingga. Jika }@%E9sn =
S8 ada maka deret disebut konvergen dan S disebut jum

e

lah deret tak hingga :?;1 a; » Jika S tidak ada, de

ret divergen dan tidak mempunyai jumlah.
Jika deret é;&ai mempunyai suatu jumlah 8 ditulis
o al_ S f""""' ...... ceree e
Ini txdak berarti telah menJumlahkaﬂJseJDnlﬁh tak hingga
suku-suku deret tersebut. Persamasn (+) hanya mengatakan
bahwa barisan sejumlah parsgial dari deret tak hingga
c @; konvergen ke limit S.

Contoh
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Perlihatkan bahwa deret tak hingga
L 1 1 . ' 1

l+‘2+z+'8+ [ B Y I +'2:‘TI+."..
konvergen dan tentukan jumlahnya
Jawab.
e 1,1 .1, 1 1
Sn—l+§+z+8+o-»na+12—rl:1_2——2h-:-
Karena _
limit § = limit [2 - "%:I] = 2 - limit =1 =
n_m+oo Ny €0 L 2 Ny ot

Jadi konvergen dan jumlahnya 2.
DEFINISI II.6.3.
J:Lka (a) barlsan konstan.

i

1=0 i 1 2 n
disebut deret kuasa (-deiet pangkat ) dalam x'( de —
ngan xo = 1 wntuk semua nilai x, termasuk x = 0 ).

II._?‘:. TEOREMA FUNGSI KONTINU DAN FUNGSI TERDEFERENSIAL

DEFINISI 1I.7.1.
miacdaﬂmsaag-mmmMas_(am)daxmxmaml
banwa fungsi f terdifinisikan dala,m S kecuall ming -
kin di ¢, maka L digebut limit f(x) untuk x mendekati
c ditulis limit f(x) L bila dan hanya bila untuk
sebarang bfu:l-.;;ggn péﬂn tif kecil:f , selalu dapat di
temukan bilangan §§ >0, sehingga apabila 0<‘X - cl<
6 berlalu ,f(X) - Ll < £ -

Gontoh :

Suatu fungsi f didefinisikan sebagai f(x) = 5z - 3.
Daersh asal f adalah R ( himpunan gilangén real).
Buktlkan bahwa limit {5x - 3)

X=— 4

Penyelesaian.

Analisa : Pada setiap £ > O harus ditemukan }°0, sehingga

1o |x - 4|<8 ==> |(5x- 3" -17T| ¢

Dimulai dengan mencari suatu pertidaksamaan
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(5x - 3) = 17| € &= 1T - {5x -3 { 17 +E
| &= 20 - € (5% £ 20 +¢
.xf"m# 4-%< <4+4g?
| A EEENPE
e x-4[ ¢ §E = [(sx - 3) - 17| ¢ ¢
Perlu dipanami bahwa perl::_.daksamaa.t} 2. adalah benar
untuk setiap £ > 0, dipil’ih 6 =%’ £ .
Bukti.
Andaikan § bilangan bulat positif kecil sebarang, oleh ka
reaa‘l'angkah-la‘angkah dapat didibalik, sehingga
0 ¢|x-4|<8 = [x-4]¢
- L= ztf.% {x g4 %
&= 20 - £ L5x20+ E
b= 17T €< 5x-3&17+ €
= | (5x - 3) - 17| L g
== | (5x - 3) - T LE vvven(3)

Jadi 0< lx - 4 l 4
dengan memilih B = % yang sesuai dengan © maka(3) menja.

ik

diO‘<|x-4[<(S:— |(5z—3)—l7l<g . Menurut
definisi didapat 1imit (5% w 3) 17 .
Xemy 4

DEFINISI Il.7. 2.
Fungs1 f dikatakan kontinu d4i x = ¢ bila dan hanya
bila :
1. f(e) terdifinisi
2. limit f£(x) ada dan
‘ Xmm-y C
3. limit £(x) = flc)
Xmemey C
Suatu fungsi dikatakan tidak kontinu ( diskontinu ) pada
suatue bilangan, jika fungsi itu tidakkontinu pada bila -
ngan tersebut. Jika £ kontinu di semua titik dalam selang
S, maka dikatakan bahwa f kontinu dalam selang S.

- Jika f fungsi kontinu dalam domain‘Df, Xy € Df, ma -
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selang.terbuka S = (xo—a,x0+ﬁ) sedemnikian sehingga‘f(xo)
> f(x) untuk sémua\x.ei( fo]s ). Jika f fungsi kontinu
dalai domain Df, X, G‘Df; maka fhdikatakan mencapal nilai
minimom relatif di X5 Jika terdapay selang terbuka S =
(x07§ 1Xy+8 ) sedemikian sehingga f(xa) 5; f(x) untuk se
ma x € ( Dg Nsy . Nilai minimum dan naksimim disebut
nllal eﬁstrlm. Jika Xy suatu penyebab maksimum dan I xo)
j> f(x) untuk setlap X € Df, malka f(x ) = maksinum mutlak.
Demikian juga 31ka I(xo) f(X) untuk setlap X € Dy maka

f(xo) = minimim matlak.

TEOREMA IX.7.1.
‘dlka fungsi £ kontinu pada selang tertutup {a o] ,
maka ada bllangannbllanganﬁxl dan‘x2 pada [a b] se
hingga f(xl) dan f(x2) mas1ng—ma31ng adalah nllal
mak51mum dan nilal minimum matlak pada ‘a b]
Bukti. ‘
Dibuktikan jika f kontinu pada selang tertutup {a,b) maka
ada bilangan X € Ea;bj sedemikian sehingga f(x,) adalah i
nilai maksimum mutlak, Untuk kejadian minimum mutlak di -
buktikan secara sama, Karena f kontinu pada selang tertuir
tup [a,b] , maka himpunan S =‘{ f(x) ! a <:Xlg‘b‘} mem -
punyéi batas atas, senlngga mempunyal batags atas terkecil
sebut U. Andaikan f(x) # U untuk setiap x € [2,0] maka
f(x) <L U. Untuk setiap xé [a,b], akan ditunjukkan bahwa
ini menuju suatu kontradiksi, sehingga f(xl) = U untuk -su
atu bilangan X, € [a,b] . Sekaragg f£(x} < U untuk setiap
XE [a o] adalah eklvalen dengan U ~ f(x) > Q, a % <

Karena f kontiau pada selang {a,b] , maka U - f(x) juga

kontinu pada Ia,b] , karena U - f(x) # O untuk agxg0b



21

U’:-i?(T)' Y, uatuk a x D ceeannes (2)
kontinu pada [a,b] . Lebin jauh lagi (1) memberikan

1
aerer———————— O L‘U’lbuka < e s s De s s s aas (3)
U - f(x% >{ i -g<, 2 } _
Mska nimpunan T = .
. U - f{x) l < o
mempunyai batas bawsh O dan batas suatu bilangan L. Jadi
l '
O el Sl Y tuk “ 0 &b
< TS <L , un a\éxéb (4)'
yang mengha51lkanU-f(x)>L ) aéxéb.....,..(p)

atan U~ 3 2(x) , g XLD cereeeiiiniieinn, (6)

Jadi :U - ]I“;V,adalah suatu batas untuk S. Karena L > 0 , .. d_é.

ri (4) % > 0 dan U - %( U....(7) . Tetapi (7) kontra -

diksi terhadap fakta bahwa U adalah batas atas terkecil

himpurian 8. iaka pengandaian bahwa f(x) ;é U untuk setiap

X, € [a b] ® bdelibenars yang: benae ada Buaku. bilaligan

X € [a,b] sedem:klan sehingga. f(x ) = U. Karena U suatu

batas atas hlmpun-an S, jadi £ memli‘m-kl nilai maksimum

£fx) =0, %€ [a, o) . Terbukti.

THORMM ROLLE

\'Jika'fungsi f kontinu dalam selang [a,b) dan terdefg
rensial dalam (a,b) sedang f(a) = £f(b) = 0 maka ter
dapatlah paling sedikit saturﬁilai X = Xy x{)e(a,b)
sehingga f‘(xo) = 0, ‘

Bukti. .

Dari Teorema II.7.1. terdapat x = X, xo‘éi_.(a,b) sehinggs

f“(‘.xo) = M = nilai maksimum, dan terdapatlah x = xy , xlé

(a,b) sehingga f(x;) = m = nilai minimum.

g, Jika H = m, berarti f(x) = O,.untuk setiap x dengan

akibat f£'(x) = 0, urittik.s:etiap x € (a,b).
b. Jika M ;4411‘1, ‘maka salah satu diantai-énya tidak nol mi-~w-

salkan £( M >0, jadi x, # 8, x; # b. Maka dapat

X )
0
ditentukan (xy++ h) € (a,b) sehingga f(xo +h) - £(x) £

0. berarti,
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.0 , untuk h< 0

- flxy + h) - £(xg)
L0 , untuk k>0

Karena f fungsi terdeferensial dalam (a,b) maka
£(xy + h) - £(x,)

l t _ g = f! ’ ........;..ﬁ.
hiT; o h | (x) P 0 ta)

.f(zg + ) - 1(xy) '
limit - —s T fﬁ(x ) g; O vevnsinsaneas (D)
J ot h

Supaya derivatif ada, maka kedua limit ( kiri dan kanan )
harug ada dan sama, sgatu-gatunya kemungkinan keduanya |
harus sama dengan nol, Jadi f' (xo) = 0.

Kejadian jika m # 0O dlbuktlkan dengan cara yang sama.
Catatan : Turunan ( derivatif ) fungsi f adalsh f£' yang

" nllalnya di titik x dalam domaln f adalah
£'0x) = limit f'fx *8x) - f(x).

o Axe—s O AX
asal limit tersebut ada. Jdika limit ada maka T

terdeferensialkan di X.
TEOREMA NILAI TENGAH
| Jika £ fung31 kontinu dalam [a,b)dan:terdeferensial
dalam (a,b) maka terdapatlah paling sedikit satu ni

lai X = X5, X5 € (a, b) sehingga
£(b) - f(a) _ £ (XO)

b - a.
Bukti.
Misalkan £10) = £la) _ g
Disusun fungsi F 3 F(x) = f(x) - fla) = {(x - 2a).Q ,

fungsi f ini juge konitinu dalam [a,b] sedang Fla) = F(b)
= 0. Menurut T#orema Rhlle, terdapat paling delklt satu
nilai x5, X, é‘(a,b) sehingga F'(xO) = 0, Karena F’(x)\*
£'(x) - Q, jadi F'(xo) = (. Berarti f° (XO) - @ =0 atau

£ (x O) = Q . Dengan demlklan £ (x ) = f(b% = 2(32

terbuktl.





