BAB 1T

MENGESTIMASI SUATU PARAMETER DENGAN MENGGUN AKAN
TITIK ESTIMAST

1, METODE UNTUK MENDAPATKAN ESTIMATOR # ESTIMATOR

Misalkan Xy,...,X; adalah n sampel random dari sug
tu density f (.je) yang diketahui, tetapl parameter nya
(yaitu @) tak diketahui, Kemudian jika & adalah suatu
vektor dari bilangan-bilangan real; katakanlzh o =(eq,..
Bk); dimana @y,....,8, adalah k parameter (disini k=1 )}
Dan jika % adalah ruang parameter, yang menunjukan  him
punan dari harga-harga yang mungkin dari parameter e ter.
sebut maka yang diinginkan adalah untuk mendapatkan sua
tu statistik yang digunakan sebagai estimator dari fung
si-fungsi parameter dari a; katakanlahTa (9),1:2(6) yone
tL (&) @ari o= (87.....,8,).

Catatan :

Statistik didefinisikan sebagal suatu fungsi dari random
variabel yang dapat diobservasi dan ﬁak menuat parameter
yang tak diketahui, Selanjuitnya suatu estimator akan di

definisikan seperti dibawah ini,

DEFINISI 1 ESTIMATOR,

-Sebarang statistik yang harganya digunakan untuk
mengestimasi T (e), dimana C (8) adalah fungsi dari parame
ter o didefinisikan sebagai estimator dariT(e). Jika Xy
«e.»,X, adalah n sampel random dari dénsity-f (.{; & )
yang digunakan untukrmengestimasizr(e)‘(dimanai:(.) ada.
lah fungsi dari @) dan jika:ﬁ(xl,....,xn) adalah estimg
tor dari T(e) meka€(Xy,....,X ) dapat dipikirkan dalau

2 cara ;



)
1. Sebagai random variabel katakanlah T=t(X;..X ).
2. Sebagai fungsi t (ueveevens)

Catatan

T menyatakan random variabel t (Xl, ernenkh )

n
T menyatakan fungsi L0, eeennees )
t menyatakan harga dari T sehingga t = t(xl....xn )
Suatu "Statistik"fdigunékan sebaéai estimator dan
"Harga dari statistik" tersebut digunakan untuk mengesti
masi parameter yang fékdiketahui. Jadi kata UEstimator"
untuk fungsi dan kata "Estimasi! untuk suatu "harga daﬁi

fﬁngsi tersebut sebagai contoh :

=]

¥ . L
X = n

i

il

3 Xi adalah suatu estimator untuk mean

Jadi T adalah X, , t = ¥, dan £ (ceveevss) adalab
fungsi yang didefinisikan dengan jumléhan dari  argumen

argumennya yang kemudian dibagi dengan n.

NOTASI
S digunakan untuk mengestimasi ©, yang lebih umum
lagi adalah vektor ﬁsl,,...... @%) digunskan untuk  me-

ngestimasi (el......ek), dimana setiap'aj mengestimasi

: 7 . A
ej, untuk J = 1, ..;,:k « Jadi jika 6 adalah estimasi da

ri ©, maka ® adalah estimator dari © yang sesuai.

1,1. METODE MOMENT
Misalkan f (..;91,»....9k) adalan suatu density
dari suatu random variabel X yang memﬁunyai K parameter

yaitu 91’ .....'.'ek.
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Dan mlsalkanAR ! menunjukkan moment ke r mendekatl O, sg
ningga M} = E.[xr]

Biasanya Aﬂ} adéiah suatu fungsi dari K parameter se
hinggad{{.:)ﬁ%:} (By50cveeeBy)e |

Jika X;..... X adalah n random sampel?dari density -
f(Jel,....Gk) dan jika M! adalah nmoment sampel ke J meka

J“’ﬁ
Pari M& akan didapatkan k persamaan :
Mj- E=1 MJJ (Gl’ccnonek) dim-ana j l’.. L N ( l )
'dengan 'k variabel yaitu 01, ""'Ok .
Dan jika el,....ek adalah solusi dari persamaan ( 1 )
(mlsalkan solusi tunggal) maka estimator t&l,....ﬁg)
(dengan ej adalah estimasi dari OJ } adalah estimator
dari (81,....6k) yang dapat diperoleh dengan metode mo-

ment tersebut diatas.

Estimator - estimator diperoleh dengan mengganti moment

populasi dengan moment sampel
Sebagal contoh.

- Jika Xiseees X, adalah n randqm sampel dari sug
tu distribusi uniform pada (M -¥3 T', M +V3 U ) maka pa
rameter yang tak diketahui adalah A danf yang mana-

merupakan mean dan standard deviasidarl populasi.

Sehingga persamaan metode moment adalah :
My =4l =y A, = #dan
:41;' ::filf' (JE ﬁ-) =Q’2 + AD_E

Jadi estimator metode moment adaiah X untuk A dan

15" - % \/._..y_cxi-m —




1,2, METODE LIKELIHOOD MAXIMOM,

~ Untuk mencari estimator dengan metode likelihood
maximum akan didefinisikan lebih dulu fungsi likelihood

dibawah ini.

DEFINISI 2 FUNGSI LIKELIHOOD
o Fung31 likellhoed dari n random variabeli&vum,xn

didefinisikan sebagai density herserikat dari n randonm
variabel, katakanlah fxl,._j X (X9 9000 3%,,8 ) yang mg
rupakan fungsi dari 6,
Khususnya Jika Xl,...,Xn adalah n sampel random dari
density f{(x; 8) maka_fungsi llkelihood adalah :

t (X); 8). f(Xé;_@).... f(Xh,Q Yo
NOTAST - |
" Untuk fungsi likelihood yang mérupakan fungsi da
ri @ digunakan notasi L(e,xl..xn,e) atau L(.yXqgee g%, )e
Jika fxl !xn (xl,..,xn,e) adalah densxty berserikat
dari n random variabel, dimana 8tak diketahui.
Dan Jika harga yang diamati adalah xl""’xﬁ» maka un
tuk ﬁendapatkan hargaidari & dalam E:: yangfditunjukkan
oleh'G; yang memaximalkan fungsi 1ikelikood .ueeeveses

L ( 8yX]qeensrryXh ) Harga ® yang memaximalkan fungsi

likelihood adalah fungsi dari X1 s xa,f....,xn; katakan -
Lah 9-<§(x13.....,x ). Dan random Variabel ..e.....
? =% (x, .....,X) dinamakan estimator likelihood

maximum dari ©.

DEFINISI 3 ESTIMATOR LIKELIHOOD MAXIMUM,

. Misalkan L (8) = L (8; xl,,...,xn) adalah fungsi.
likelihood untuk random variabel Xls“JXn Jdika ? ada
lah harga-harga dari @ dalam 8 yang memak81mumkan L(®)



Maka § =% (X ,....,xn) adalah estimator likelihood mak
simum dari 6, dan B F (% 5009%,) adalah estimasi likeli
hood maximum dari & untuk sampel xl""an‘

Catatan : ‘

=<ﬁ-(xl,...,xh) merupakan fuhgsi dari observa-
sl xl,...,xn,‘jika Xl,.....,Xn adalah n sampel Irandon
dari beberapa fungsi density £ ( x ; o ) maka fungsi 1j
kelibood adalah L (8)= £ (xl,e) £ (ka,e) vere £ (x,,0).
Jadi estimator likelihood maximum merupakan solusi dari

persamaan 2L (8 ) 0

2 e

Jika L (8) dan log L (@) masing—masing merupakan fungsi
likelihood dan log naturalis dari fungsi likelihood maka
kedua-duanya mempunyai titik makslmumn yang harganya sama

dengan 0.

- Jika fungsi 1ikelihood mempunyai k parameter se
hingga L (el,....,ek) “’11 £ (x438, ,.;..,9 ) maka esti-
mator—estimator likelihood maksimum dari parameter— para
neter el,...ekadalah‘rgndom variabel elz l(Xl’“aXh) ,

A B 29 '
82 - wa (Xl’.‘.."’xn)’ an Q’k (Xl’..‘?.,xn)’ dimana

‘3i,..;.;3k adalah hargamharga dalamkggyang memaksi mup
kan L . (91}....,ak), jadi estimator-estimator likelihood
maksimum adalah solusi dari k persamaan di bawah ini :

2L ( el,......., e )

= 0
26,

DL (83,000e00us8 ) A
o €

sebagai gambaran skan kita berikan conﬁoh dibawah inj,
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Jika Xl,....,Xn adaiah n observasi yang ditarik dari s

atu populasi normal dengan mean yang sama yaitu M. dan

varian yang berbeda yaltu(rl,....,G; ‘maka apakah mung

kin untuk mengestimasi semua parameter tersebut ?
Dan Jlka(ra diketahui maka dltanyakan estimator like 1i

hood maximum dari 4g ?

Penyelesaian.

Fungsi density dari populasi normal adalah

o 1 Z=AL
(XM 075) =‘VE§%?i;“ exp (- % (-":—“) )

dengan 1 = 1, ... ,n

Fungsi likelihood maximum adalah :

2 . \
L (ﬂ Ul’ 'I‘.’ Il ’ 1’ L ’Xn)

=
]

n

i

f(xl,/x (r’>

l-'

1

= J:I:(.l V.é__..q.; exp{

2

oL 1 n 1

I —= 0 e )
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xi- . L
(I )n (~%) ox ["? ( Ty ) :} .
W o m s
- ) ( 2 (=
- X - ————
1 }Ll' 0-'11-1-
I =0 by <1 (*1- My
- .t -
007 @ 0
- 2 2 .
.. . G;. = ( X}_"'}L) " EEEEEEEY] (2)

Dengan cara yang sama maka :

2
..)u') ceiineneses (3)

1

GaZ
0;12 = (}&1—},")2 .-.-........(n+l)

Dari persamaan (1) sampail dengaﬁ persamaan (n+l),
terlihat bahwa M. dan setiap (I‘i2 untuk i = 1,2,..0.. 4,0
tak mungkin kita estimasi secara bersama-sama. Jadi dg
ngan kata lain parameternya tidak dapat diestimasi semu
anya, sebab parameter-parameter tersebut saling bergan
tungan. Jika 072 diketahui, dlmana i=12,2, .0.,n dan

dari persamaan (1) yali"u Z_L 1 -E/H. = 0 maka

= % /03° g

AR = = 2
&0




12
Jadi estimator likelihood maximum dariA€ adalah :
S X /2

" 1/0'2

izl 1- j. - 132, > ,Il.

dimana setiap @, diketahui untuk

THEOREMA 1 SIFAT INVARTAN DARI ESTIMA‘}IOR&-ESTIMATOR LIKE
HOOD MAXIMUM.,

Misal @_: ¢ (X1» ++ ,X,) adalah estimator like
lihood maximum dari © dalam density f (X ; 6); dimana 6
berd‘;c'_émensi satu, Jika T(.) adalah suatu fungsi dengan
inversnya berharga satu, maka estimator-estimator like _
lihood maximum dari U (&) adalzh T (8) - .
Bukti: |

Ambil B adalah estimasi likelihood maximum dari
@ maka yang dibukiikan adalah:

L (TO); %p, wu 5%, RESE (t®); .>sl, o Xy )

-1
misal C adalsh fungsi invers dar:LT( ) yang

~1
harganya 1 maka = 1.
L (t(e), 1, l"xn) = L (t (t(e)) 1, L ’x'n)
=1 (T (C(e), 1 ee ,%.n)

£L (8 X‘l’ oo 3%G) sebab@merg

pakan estimasi likelihood mak

simum,
-1 ‘
L(TT @), voo %)

n

]!

L (T(®); ‘X*1;’ cee 9%0)
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Jadi terbuktilah bahwa
L (T(8); ¥y,uve.%,) &L (T@®); ee X5

Jadi estimator likelihood maximum dari 'C (@) adalah -

T (6) terbukti.

THEOREMA 2.
) ~

Misal © = (el, ..,.,ek), d:.mana@ \93 (Xl, .o
Xn) adalah suatu estimator likelihood maximum dari © =
(81, +. ,6,) dalam density f (. 5015 0 58, JikaT(e)
= (‘cl,(e), ..,'C'k (8) ) untuk 1 £r £k adalah suatu satu
transiformasi dari ruang parameter 8, maka suatu estima
tor likelihood maximum dari T(€) = (T, (@), ....vves
Te)) adalah T(®) = (T,@), .....T®. |

BUKTI ;

ambil 6 = (B, ... ,8) adalah estimasi likeli
hood maximum dari € = (8, ...,0,). Cukup menunjukkan -
bahwa,M (T (6; Ay s ...,Fn)} M (T3 ><.1;, ‘oo ;Xh) untuk
sebarang TET

M (T5%, ,,.,xn) sup L (8; Xl’ 2%y )
{esT@=T}
\/ | )
& sup L (8; xl, ceeee s X))
ec g

A
L (85 X, vur , X))

sup L (85 Xy, vune. , X )

n
{a T (8)= 'C(e>}
gy (Z:(é) S Xy eeeaeyXy)

KaI‘eIla M (t;xl’ oooﬂ.)cn.)_ :.,..<-_ M (-C (6); ‘x'l! L L S ] X'n)

terbuktilah babwa estimator likelihood maximum dari
T(e)= (T,(@),...,L.(8)) adalah
t(,é): (-C‘I (’e\) LR .‘E:_fg\\
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Catatan:

Jika T; (8) =T, (6, ... ,6)) maka estimator 1i
kelikood meximum dariT; (81, ...,8,) adalah T; @,..
.’@k) dimana J = l’ 2, u.oun’r . |

2, SUFFICIENSI DART SUATU STATISTIK.

Untuk mendapatkan estimator-estimator yang %eg
baik maka dalam fasal ini aken dibahas statistik - sta
tistik yang sufficien, Dimana statistik yang sufficien-
tersebut dapat digunakan untuk mengesfimasi parameter
0 yang diinginkan.Selanjutnya pengertian dan definisi -

' . yang berhubungan dengan statistik yang sufficien
tersebut akan dibshas dalam fasal—fasél berikut dibawah

indi,

Zul._STQTISTIK YANG SUFFICIEN

Jika X1, .. ;,Xn adalal n sampel random dari -
suatu density £ (. ; 8) maka untuk mendefinisiksn suatu
statistik yang sufficien Yyaitu . merupakan suatu  jenis
khusus dari statistik yang - mana ~ : cukup untuk tuju

an estimasi suatu parameter, .~ . -

fe -

DEFINISI 4 STATISTIK YANG SUFFICIEN,

Jika X, .. ,X  adalah n rendom sampel dari dep

10
sity £ (. ; 8) dimana para meter ® mungkin suatu vektor
meka statistik § =;S‘(X1, -« »X;) didefinisikan sebagai
suatu statistik yang sufficien jika dan hanya jika dig
tribusi bersyarat dari X915 ++ ,X, dengan syarat 3 =5
tidak tergantung pada 6 untuk setiap harga s dari 8.

f
i
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Catatan. |
Untﬁk menunjukkan statistik yéng sufficien kita
gunakan statistik S'=.s (Xl’ - ;Xn)a
Definisi 4 diatas menyatakan bhahwa Suatu statistik S=
s (X3, «.. ,X,) adalah sufficien jika distribusi  beg
syarét dari sampel dengan syarat harga statistik S tak

tergantung dari ©.

Digginisi diatas  mempuryet sudly Welemahan ; yatbu §

(1), Definisi tersebut tidak memberi tahukan -
statistik mana yang bisa menjadi statistik
yang sufficien, |

(2). Definisi tersebut menekankan untulk memperg
leh suatu distribusi bersyarat yang  mung
kin tidaklah mudah, khusﬁsnya untuk random
variabel kontinu. |

Maka dari itu gkan didefinisikan statistik yang

sufficien lainnya dibawsh ini:

DEFINISI 5 STATISTIK YANG SUFFICIEN,

Misalkan jika X;, .. X, adaléh n sampel random
dari fungsi density f (. ;0 ) maka suatu statig
tik 8 = 5 (X, .. ,X,) didefinisikan sebagai su
atu statistik yang sufficien jika dan hanya Ji
ka distribusi bersyarat dari T dengan syarat S
tidak tergantung pada © untuk sebarang statis -
tik T'= £ (X, «..,X,).

Definisi 5 khususnya berguna dalam ménunjukkan bahwa
statistik yang khusus, sdalah tidak sufficien. Misalnya
untuk membuktikan bahwa suvatu statistik TV = 2 Xy, W
.,X ) untuk mana distribusi bersyarat dari T dengan -

syarat T' tergantung pada @.Mdcka T ﬁ(XU o+, %Xn) adalah

Sfntiafile vmnrn Fidal ivriridan



16

Untuk beberapa masalah, tak terdapat hanya satu statisg
tik yang sufficien saja, tetapi akan terdapat bebera pa

statistik~-statistik yang sufficien dan berserikat,

DEFINISI 6 STATISTIK YANG SUFFICIEN BERSERIKAT,

Misalkan X5 -+ 4%, adalah n sampel random dari
density £ (. ; @) statistik-statistik S;, .. ,8.
didefinisikan sebagal statistik-statistik yang
sufficien dan berserikat Jjika dan hanya Jjika dig
tribusi bersyarat dari Xl’ .o ;Xn dengan syarat

S1 = 815 o0 38, T 5p g tergantung dari 6.
Jadi dengan menggunakan definisi 6 maka sampel Xq

"’Xn' adalah statistik yang sufficien berserikat sebab
distribusi bersyarat dari sampel dengan syarat sampel

nya sendiri tidak tergantung pada @,

THEOREMA 3.
Jlka Sl = Sl (Xl’ P ,Xn),.c- " Sn = Sn (Xl’ s e
,X,) adalah himpunan dari statistik- statistik
yang sufficien bers erlkat maka setiap himpunan
dari fungsi satu-satu, atau transformasi dari Sq

,.atQ’S

n adalah juga sufficien berserikat, ’

BUK TI:
Misalkan X5 ..-,Kn adalah n random sampel dari
density f (. ;8 ). Ambil sebarang hlmpunan Yl, ev o 5Ty

yang dibentuk dengan S; ~0¥ f (S ) = adalah fungsi-~

i
satu~satu dengan i = 1, vos o0 dan andalkan bahwa Yl"“

«eyf - adalah hlmpunan dari statistik yang tidak suffi

CHR S VI

n
cien maka f
‘ Xl,wn-,Xn/.- Ylg |o-,Yn

s ¥y ;G) tergantung pada 8., Dan oleh karena setiap 1

adalah fungsi darl 3. uk Si adalah merupakan -

i danh unt
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fungsi dari $; nya sendiri, dimana i = 1, 2,...,n maka :
) e ) X ‘ . -
IRy X/ SpanesS, CLrrerefn g S1aeesBys ©)

pun tergantung pada 8. Dan karena 5154038, adalah himpun
an dari statistik - statistik yang sufficien dan berseri
kat maka :

: fxl’ongxn / Si"ﬁupsn.

tak tergantung pada 0.

(:x"l""')il'l / 51"0,531; @)

Hal ini berlawanan dengan yang diketahui, jadi pe
ngandaian diingkar, maka yang benar adalah bahwa Yl, .o
s¥, adalah himpunan dari statistik-statistik yang suffi

cien dan berserikat. Dan karena 50,1, sebarang, maka

setiap himpunan dari fungsi satu-satu dari Sl""sn ada
lah sufficien dan berserikat, Jadi Theorama terbukti,
Contoh : |

‘Misalkan X adalah suatu observasi  tunggal dard
N (0 ; ©) dimana @ =0
Ditanyskan : Apakah X suatu statistik yang sufficien dan

tentukan estimator Lkdihced  maksimum dari .

Penyelesaian :

L 2
-3 (X
£y (:6) = _1 e (X= /9)

\VEX )

h

(x)
. rx ' |
Ty rxex  (%/%;8) = T Gy = 1 Jadi tak‘tergantung pada B

Jadi X adalah suatu statistik yang 5uﬂﬂd¢h.

Fungsl likelihood untuk random variabel X adalah :
1 ! x%/8)
Vet e
| 2 1P 2
- - 1 =R (x /e x5y
01, - % . 0 z (x/0) , . ) - X,

L

1l




3 3 o (70)  ,  -HFe) 2
R Y] e .
00 0 VZEO ' . v5m05 2

=32 =5/2
8 =8 X

.
g
P

e

Jadl estimator likelihood makximum dari ® adalah X

THEOREMA 4

 Buatu estimator likelihood maximum atau himpunan-
estimator-estimator likelihood maximum tergantung pada
sampel yang merupakan fungsi dari himpunan statistik stg
tistik yang sufficien dan berserikat,
BUKTI

Jika Sl - Sl (X‘lg a4 @ ,‘xn) g e ‘Skzsk (‘K-:L.’ 3K 1 ,.xh) ada

lah statistik yang sufficien berserikat maka fungsi like

lihood dapat ditulis sebagai.

o 9!

8 (510X ev %) suevssy (Xg,00,%)38)

it

™ h ()(l, . ,Xn)

Yang merupakan fungsi dari 8, L (8;X;,..,X,) akan
mempunyai titig maximuﬁ pada kedudukaﬁ yang sama dengan
titik meksimumya g (8, ... ,5,;8), tetapi kedudukan di
mana g mencapai maximum dapat tergantung pada.xl,.. ,Xn
saja, oleh karena g merupakan fungsi dari Sl’ seaas ’Sk'
2.2, STATISTIK - STATISTIK MINIMAL YANG SUFFICIEN,

Jika suatu himpunan dari statistik - statistik -~

mempunyail himpunan bagian yang lebih kecil dimana -
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Dalamipartisi yang dihasilkannya dari -~ - pertisi
.himpﬁnan - himpﬁna;;;"= " ptatistik yang lain, maka sta
tistik yang pertama dikatakan lebih padat dari pada stg
tistik yang terakhir, L

Suatu himpunan dari statistik yang sufficien minimal g
dalah suatu himpunan dari statistik - statistik  yang
sufficien, yang mempunyai himpunan bagian yang lebih sg
dikit dalam pertisinya dari pada partisi yang dihasi]l
sebarang himpunan statistik - statistik yang sufficien-~
lainnya, Dengan kata 1ain'dikatakan bahWa suatu himpun
an dari statistik yang sufficien adalah minimal jika ti
dak ada himpunan dari statistik yang sufficien lain nya
yang lebih padat dari pada statistik yang sufficien per

DEFINISI 7 STATISTIK YANG -SUFFICIEN MINIMAL
Suatu himpunan dari statistik ; statistik  yang
sufficien berserikat didefinisikan sebagal stg
tistik yang Swficien minimal jika dan hanya jika ia
merupakan fungsi dari setiap himpunsn dari sta

tistik yang sufficien lainnya.

%, ESTIMASI YANG UNBIASE (UNBIASE ESTIMATION).

Oleh karena estimator - estimator dengan rata-rg
ta kesalahan kWadrat‘jarang_terdapat,:suatu cara yang -
baik adalah membatasi klas dari fungsi estimasi dan mep
cari estimator - estimator dengan rata-rata késalahan
kwadrat minimum uniform didalanm klas 3ang terbatas ter
sebut. |

Satu cara untuk membatasi klas dari fungsi esti

masi yang skan dibicarakan hanyalah estimator-estimator
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yang unblase saja dan diantara klas dari estimator-esti-
mator yang unbiase, lalu untuk menyelidiki suatu estimg

tor-estimator dengan rata-rata kesalahan kwadrat minimum

Rata - rata kesalahan kwadrat dari suatu estimator
T terhadap G (&) dapat ditulis sebagail

- ‘ | 2

5, [ @@ 2] = var, (m +{TO®) - B, @]

dan jika T adalah suatu estimator yang unbiase dari (@),
maka By (T) =T(8) dan karena itu By [(T‘ -'c:(e))a] =
Varg (T) |
Jadi untuk mencari suatu estimator dengan rata - rata
kesalahan kwadrat minimum uniform diantara estimator- eg
timator yang unbiase adalah sama dengan untuk mencari su
atu estimator dengan varian minimum uniformdiantara esti

mator - estimator yang unbiase.

DEFINISI 8 TUNBIASE ESTIMATOR VARIAN MINIMUM UNIFORM
( UMVUE ).

Misalkan Xy, .. ,X, adalah n random sample dari

n
" ‘
f (.;8) suatu estimator = “t(Xl, .. i%) dari T(6) dide

finisikan sebagal suatu unbiase estimator Varian mind

mum uniform dari C (Q) jika dan hanya jika :
i) Ee ()= T (@), sehingga ¥ adalah unbiase
_ii) Vare (T*)= Vare(T_.) gntuk getiap estimator
T =t (Xy,..,X,) dariT(8) yang lain, yang memenuhi
Ee(T)= T(®). |
DEFI#ISI 9 KELUARGA LENGK AP DARIiDENSITY.

Misalkan Xy,...5%) Jqa1an 2 rar;dom sample dari .

f (.;8) dengan ruang parameter & dan misalkan -
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T st (X ; .. ;X)) adalah suatu statistik. Keluarga den
sity dari T didefinisikan adalah lengkap Jjika dan hanya
jika Ea[Z (r)]: & untuk senmuas ee- € . Berarti bahwa Pg
E? () = é]: 1 untuk semua © € § , dimana 7 (T) adalah -

suatu gtatistik,

DEFINISI 10 STATISTIE YANG LEHGKAP,
- Statistik T didefinisikan adalah lengkap Jika
. dan hanya Jjika keluarga dari densitynya ada-

 Lah lengkap.
THEOREMA 5.

Misal X, .. ;xn adalah random sample dari densi
ty £ (.;8), 6€ 8. dimana 8 adalah suatu interval
(munghkin infinite).

Jika £ (x5 @)= a (8).b (). exp [c (&), 4 (® [,
sehingga £ (. ; @) adalah anggota dari keluarga -
exsponensial berparameter satu, maka Z d( x;) ada

" lah suatu statistik lengkap dan sufficien yang
minimal.

Buk ti: nl £(x, ;6)= anmln b(x;) exp (oo d(:ci-a):)

:{aﬂ(e)exp -F(e)i%l d(xia} {ji{lb(xiﬁ}

n
maka {{ - f(xj;e) dapat dipandang sebagai
i=1

g(S(Xl, --,Kn); B) . h(Xl.n..,xn) dengan
. | a
g(-s(xl,.-,)(n);e)::{ an(a) eXp [C(a) izld(]{_,_?]} dan

1k
B(XyyeeeyX ) = 531 b (%)

jadi 8 (xl,.. ceX,) = Z|(dA(xi) )



ee

Dan menurut teorema faktorisasi maka Z:d(xi) me
rupakan statistik yang sufficien pandéng 2d(xi) maka
Z'dCXc)?z d(?:(xi)). Jadi #o d(xi) merupakan fungsidarini
dimana & x; merupekan statistik yang sufficien.

BerartiZd(x;) adalah statistik minimal, jadi
Yd(x) adalah statistik minimal yang sufficien. Pandang-
lahE(T) = 0, dimana € (T) merupakan fungsi dari T dengan
T =Xd(x;) maka B E(D) =

m

0 untuk setiap@*ég_ ,yang ber
8)= 1 untuk setiap@&§ . jadd

it

arti pula bahwa Py(Z (T)
keluarga dari f (x;9) = a (@). b (%) éxp (c(@).d (x))ada
lan lengkap. Karena keluarga f (x ;@) adalah lengkap ma
kaf d(xi) adalah lengkap, JadiZ d (Xi) adalah statistik-

minimal yang sufficien dan lengkap.

THEOREMA 6

Misalkan Xl’ v« & adalah m sample random dari

n
S =s(Xy, .. ,X,) adalah statistik yang sufficien-
dan lengkap dan Jika T¥* = t* (&) yangmnerupakanfung
si dari S-, adalah suatu unbliase estimator dari T

(8), maka T* adalah suatu umvue dari T (e).

B.U K:T I:

Misal T adalah sebarang unbiase estimator daril
(¢) yang merupakan fungsi darl §, sehingga T* = £(. Ymaka
Eg [‘]1* - T'}: O untuk semua @ € € dan T*-T' adalah fung
si dari S, karena S adalah lengkap, maka Pe[_{f(s)—:'f,'({))l:’\

untuk semua 6@ oleh karena‘itu hanya ada satu
unbiase estimator dari T (@) yang merupakan fungsi dari
S sebarang misalkan T- adalah sebarang unbiase estimator
dari T (8). |
Maka T* haruslah sama dengan E (T/8) oleh karena E (T/S)
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Adalah unbiase estimotor dariT (@) yang tergantung pada
S. Menurut teorema 6 (Reo- Bloekug(l) | maka Var, (T)S &
Va_re (T) untuk semua@€ & g-h'c_\"dl * adalah WMyUE daxt T(O) .

"Jctdi_t@orzma, 6 dictas mtanciatakan :

1. Jika terdapat suatu statistik § yang sufficie
cien dan lengkap dan Jjika terdapat suatu unbi
age estimator untuk T(e), maka terdapat suatu
UMVUE,

2, UMVUE adalah unbiase estimator yang tunggalda

ri T (e) yang merupakan fungsi dari S.

DEFINISI 11 KELENGKAPAN BERSERIKAT
Jika Xy, .. ,X, adalah M sampel randonm dari suatu
density-g(x;el‘,.. ,0) dan Jjika (Tl, oy Tpy) ad;;lah
himpunan dari statistik - statistik Ty, «eu ,Tp,
maka (T}, ....,T ) didefinisikan adalah lengkap -

berserikat jika dan hanya Jika.

- :
Ee[n‘_ (Tl, L) ,Tm):]

Pe[% (Tl’ -t ’Tm) ‘
na £ (Ty, . ,T,) adalah suatu statistik.

O untuksemua @ € 8, berarti -

i

O] = 1 untuk senmua 6€§ Dlmg

THEOREMA 7

Misalkan X ,... ,X, adalah M sampel random dari
suatu density £ (x; ©q15 - ,ek).

Jika f (x; 85 oo 9 ) = a (el, er 50, ) b (x) exp

k

[:Cj (eq, .. .ek) dj (xj], sehingga £ (xj87,...

J=1 |

,8,.) adalah anggota keluarga exponensial berpara
n n

meter K, maka‘(fgl dy (%57, n..{Ei a4 (Xi))adalah

suatu himpunan yang minimal dari statistik le ng

kap dan sufficien yang berserikét.
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BUXTI:

n : n
Nt (xi;el, .o ,ek) = at (eq, ...,ak)‘_ﬂ_ b (Xi)
d=1 i=1
k n :
j=1 i=1
k'. n -
= {aﬂ (el,....,ek) exp[ji: C:j (61"""ek)a§idj(xia

n !
R b (Xi)}

i=1
dengan menggunakan kriteria faktorisasi maka

n ‘

2= d, (x,) , dimana j = 1,2, .. ,k, merupakan sta
j=1 4

tistik yang sufficien.

Karena . X; merupaken statistik yang sufficien maka.

n JL "
S dy (x,) = d; (e Xg ), W ;da\d'r) M p?akdnf
i=1 i=1 ‘

fungsi dari L X, , karena setiap ZT_A_ d (Xi) untuk j=1,..,k
me cupakan i=1

fungsi dari &= X, waka himpunan (j%ldj (x;) merupakanhim
punan dari statistik-statistik yang sufficien berserikat

dan minimal.

Sekarang; dibuktikan lengkapnya

on .
Ambil & (3 4. (x.)) = 0 maka
i=1 J L

ES[Z( :"‘: d (x;) )J = 0 untuk ée'tiap © €8 dengan
i=1 |

331,2’ LR S ] 105]5:

. it
Jadi E(Z (_)'_'_l d, (X)), ....,EO(E (ﬁl 4. (x) )z 0
‘ : A= i=
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Yang berarti juga bahwa
n N _
:Pe [2 (‘Edl ("{i)g -n-,;z;_ldk (Xi) ) = (ﬂm 1

Untuk setiap © €8

n n
Jadi (L dy (%), oo, e dy (%) ) adalah himpunan
i=1l o i=l

statistik yang lengkep.
" n | n

Jadi -(égi dy (Xi), . ,Ezi d (%) ) adalah himpunan

yang minimal dari statistik-statistik yang sufficien

', lengkap dan berserikat.

THEOREMA 8.

Misal X;, .. ,X  adalah n sampel random dari
£ (X309 . ,ek) dan & = (@7, .+ ,8, ) |
Jika Sy= 8 (xl, .e ,Xn),....., S =Sm(x1;..,xn),
adalah suatu himpunan dari statistik-statistik
yang sufficien lpngkdp don - berserikat dan Jika ter
‘dapat suatu unbiase estimeter daﬁi Ctl(e),..;ti(en
.maka terdapat dengan tunggal suatu unbiase estima-
*

. 3
tor dari (tl(e),....,‘c‘l(e)) , yaltu Ty = ty (Sy5+-

* + .
aSp)e eee s Tuom 8 (8, e 58D

l‘\
BUKTTI:

Ambil sebarang unbiase estimator dari (T; (e), ...

.,C. (8) ) yaitu (Té,....,T;) dimana setiap Té ber

korespondensi dengan setiap Tj (), wntuk j = 1,2,
'

eeses r Juga setiap Tj merupakah fungsi dari Sq,.

veeesS, Jadi T; = C5 (8ysemensSp).

Maka Ee (Tg - Té) = o untuk setiap 0ed dan I .

. ‘ - -
| TB adalah fungsi dari 89, ....,8 .
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Karena 81, ...,8, adalah nimpunan dari statistik

yang lengkap maka

* : -
Pe[ﬁj(slg L) ,Sm)"" tj (Sl,.co,snl)]- l U.lltUl{ Se
tiap@e § . Jadi hanya ada satu unbiase estimato r
_1% (e), dimana j = 1,2,4...,r, yang merupakanfung
si dari Slz.n..,Smn

Misal Tj adalah sebarang unbiase estimator dari

'ta (e) mntuk j = 1,2,..,r ; meka T% haruslah sa

ma dengan E (Tj/sl,...,sm) , sebab E (E(Tj/sl,
_.,Sm)) = E(Tﬁ): Tﬁ (e). |
Jadi Tj adalah unbiase estimator dariT:j (e) yang

merupakan fungsi dard Sq,....,5 dimana Jj=l.2,..r.

m

Jadi T = T§ Untus § = L1e244.,T.

Maka terdapatlah dengan tunggal suatu unbiase esti

mator Tj darizfj () untuk j = 1,2, «..T.

Jadi terdapatlah dengan tunggal unbiase esti mator
* * - . - ‘ Iy
(Tl yeesyT) dari (tl(a),...?t; (@), dimana setiap

.Tz merupakan fungsi dari Sy,...,5

nm,





