BAB III
o THORI PENUNJANG
III.1 EXPEKTASI | |

Definisi 3.1.1
’ \

Jika X suatu random variabel, maka Expektasi atau

disebut juga harga mean dldelHlSlkan dengan

E[x] i; }(XdF

dimana | F(x) adaléh fungsi:distribusi dari X dan

integrglnya adalaﬁ integral Lebesque- Stieltjes,

atau jika dalam bentuk integral Riemann dinyatakan

dengan :

3E [X] .' §=.§rx”f(X) dx

Jika X Eandom=variabel diskrit yaﬁg mempunyai fung

si probabilitas p(x) maka :

E[x] .§= 2 x p(x)
N ; x:p(x)> 0

Jika X random vérfabél dan g(.) adalah suatu fungsi

dengan domain dan ko-domain garis[real maka expek-

tasi atau expected value dari fung51 g(.) dari ran-

dom varlabel X dlnota81kan dengan B Lg(X)J

dan dldeflnlslkah sebagal :

E [g(X)] = s &(x) p(x)

x:p(x) >0 |

( jika X random variabel diskrit )

oo

B [g(X)] = f g(x) f(X) dx
; R |

( Jlka X random varlabel kontinu dengan

| fungs1 density probabllltas f(x) )



TII.1.2° ADANYA SUATU EKSPEKTASI
Definisi 3. z,a :

Expekt351 darl suatu random varlabel dikatakan ada

bila harga expektasm tsb 1:1;1113;515.511,L tertentu dan ber

hlngga. |
Contoh 1 : V N }

Suatu dlstrlbu51 Cauchy dengan fun@sm density

1 i

f (x, O(,?) =

| W?{1+(—rf5ﬁ§) 2}

Q?}O dan: O( riil.
‘mean maupun momennya tidak ada.

Bukti

(1)  B[x] = X dx
‘ o x =a\2)
LIZEE ()

X -t

substitusi :.mizrv ?' ____; X = nz? + X
dX%: ?dm
X=—t'/9 m = -~ ¢
xf:? = m o= 2

s [x] - (5p )y e
TCLeat)
o

%: m dm . & dm
.2 TT R

1 + m

_%v(d(l'i-m. f
= | -
2WiJ1 + m2 . 1+ m°

| M(l+¥ﬂ +—ﬁmtg4
| (=4

Lo
0 + T({E + 2kT) - -£:+ZKT ))
[ :2

dengan k = O s+l , + 2, cee

£  tuneeal



(ii) Momennya juga tidak ada

Bukti
mx(t)

B [?txj

karens :

maka 0

sehingga,

e

(-

E [et?]

-

etX dx

TP

. {1 (2ph2im

substitusi yang sama:déngan bukti (i) maka :
| L |
C(Gtmp e g
= | g C
T L+ )
_wwi Lo
1 tom
:j € e @ dm
% (¢ 1 + ma)
._(”3 : >
e* = 1+X  + X o4, ..
1t 21
tp m (t&m )°
e F = 1 + t%:n + - + & w e
2t
I |
( l-+?t% m o+ t% m)2‘+ .« « ») dm
o4 o 2!
= _g' -
T 2 :
i {1 + m ) .
@7 _ =
| o of
=_9.F?L +ie[tpmam e(tgg)a m dm
il A : 2 .
"1+ s 1l+m T
A S _ 1L+ m
t e . e
= - L | e
= m%r.arc tg %] o+ 8 gt lﬁ\ 1+ mag]+ . ..
2, 2T Lo
>, - -
= _ (ﬁfﬁ +2kT ) - (-T_+2kM)) +0+0. ..
i 2 2
| X
0+ . e
demgan k = 0 , # 1, + 2 50 0 o
|
£ | tunggal®
| ‘

jadi dari (iD dan (ii) mean ataupun momen dari random

variabel X d%ngan diét

ribust Caughy tidak adas



T1I.1.3 SIF AT - SIFAT EXPEK‘I‘ASI

Jika a dan b konstanta sembarang, maka

(1) .E[ax+b_1 i_-_é'aE[x]+b

(1) ® [x+¥] = B[x] + E[Y]

(1i1) Jika X dan Y independent, maka“untuk suatu fungsi
h dan g : o | |
Efeon®] = E [e] = [p(Y{]

Bukti ' |

(i) Jika X random variabel diskrit :|

Efax+b] = S (aX + b ) p(x)
L ox:p(x)S0

a ’Z_ x p(x) +b T p(x)

oxp(x)» 0 x:p(x) > 0
= aB[X] +b
Jika X random 'v:ar;ia.b'el kontinu
- o
E[ax + b = [ (ax + B) £(x) ax

"o

. &
éa gﬁx-f(X) dx + b gf(x) dx

‘aE[X] + b
;TZ ZE g(xy) p(xy) .untuk X dan Y
; diskrit

f { g(xy) f(xy) dx dy

—ia

(11) E [a( Y )]

o
x
et
el
1]

( untuk X dan Y kontimu )

Untuk X dan Y kontinu (; bukti analog untuk X dan Y diskrit)

blla g( X,¥ ) =X+ 7 maka :

E EX + Y_] i = r (X + y) £(x,y) dx dy

| —-? ~f2 W o ‘
\
} = Wf X f(X,Y) gx dy +j ¥y I(x,y) dx dy
| » Zeo e 2 . |
=[x fx(?) ax + fy £,(y) dy o | N



= E[X]-I-E[Y]

akibat dari 81fat (1) dan (ii) maka :§

E|a)X + a Kot .+ anxnj = alE[X}]+ aE[X ] +eee « .

+ %ED%J

{iii) Jika X dan Y 1ndependent maka, untuk suatu. fungsi

h dan g, pandang X dan Y random variabel kontinu dengan .

fung31 density gabungaan(x,y) ( bukti analog untuk X dan

Y diskrit )
E[ s(x)n() |

]

H [ ";j BEOR(y) £, 8(

—i _Wi

]]

Jh_(y)fy(y)dy fg(x)

-2,
E E"‘Yﬂ E [e(x)]

I71.2 MEAN*, VARIAN DiN KOVARIAN

i

2
Jr\(g(x)h(y) f(x,y) dx ady
0 2w

y) dx dy

( sebab independent)

x(x) dx

E [x] dlsebut juga MEAN atau MOMEN PERTAMA dari X

Besaran E [X#j yayl o dlsebut momen ke n dari X

Besaran lalniyang pa&t;ng adalah Varian
. | . . :

kan sebagal :

VAR[;XJ = E tﬁﬁ - [ %] 32]‘

X yang didefinisi

Sedangkan Kovarlan dari dua random variabel X dan Y

dinyatakan dengan COVI;X Y} dldeflnlSlkan dengan

cov [X},Y E[(X - E[x]) (Y - E[!JJ

il

E LXYJ - E[X] E[ﬂ

111,35 EXPEKTASI BERS!ARAJ.‘

Jika X dan Y adalah random variabei diskrit, maka

fung81 probabllltas bersyarat X, jika- d1ketahu1 Y=y

dldeflnlslkan\untuk semua Y sedemlklan

PSLY }>O s dengan._.

sehlngga



H
H

Y}= P(x,¥) ‘
Py (¥)

P.{ X =

PX1Y(X$E)',

Sehingga didapat :

definisi 3. 5.1

prekta51 bersyarat dari X jika diberikan Y = y
|

untuk semua nilai y sed?mlklanﬁhlngga ;py(y)>'0 didefi -

nisikan dengén :

E{X|Y % y)

i

zxp{x-xlr -y

X

%}-pxly(xw) |

secars.sana 3lka X dan i random varlabel kontinu dengan
fungsi den31ty gabungan f(x,y) , dens;ty probabilitas ber
syarat dari X, jika dlberlkan Y = yang didefinisikan
untuk senmua f sedem1k1ag hingga f (y)>~0 adalah :
‘ | ;f(X;y)
(3

maka expektasi X jika diberikan Y = y didefinisikan
\ s |

dengan :

h[w -]

g

g.x r&lY(X[y )} dx

HE ]

akibatnya :

(1) E[g(x)l v=y| j

( untuk randdmivariabel diskri% )
a \
_f'(x) fxly(xly) dx dy

-2
( untuk random | Varlabel kontlnu ]

(i1) E ji ]Y =_‘]é= f%i JEAE ? i]

1 . : r
Suatuisifat penting dari expektasi bersyarat di -
i e . | ' g
mana berlakq untuk semua X dan Y (random variabel)

adslah : i



s[x] - #[[x]]]

Jika Y rand@m variabel diskrit maka
| | o _ |
y T ' |

Jika Y random variabéllkontinu malka

E{x]
Efx] = fn[x = 3] 1, (y) dy

-0

Bukti : |

| ;
Jika X dan Y dis krit :

Zulelv=y)rivsy)-

| = BTx]  (terbukti)

IIT.4 FUNGSI MOMENT GENKRATOR!
Definisi 3.4.1 : o

Fungsil moment geﬁerator B(t) dafi random variabel

X didefinisikan untukksemua t berharga real sebagai :

= E [etXJ

Z;etxp(i)
X ! N

}

@(t)

|

|

|

;: o o

| ,{ x| f(x) dx
—r= ff

(L) dlsebut sebagal fungsi moment generator

karena semua moment - moment dari X blsa didapat dengan

mendeferens1alkan ﬁ(t) terhadap t selanautnya diambil



untuk -t = 0

Contoh |
. tX
gt = E_Ib[e J = L 4. e = E[,X e J
dt gt

0 ) L
untuik ina dlasumSLkan :

E%LIX p(x)j Z Etx p(x).__{

"atau

—[ f Y2 pox) dx] fdt T_ txf(x)j dx

Jjadi dengan menga mbil . t = O didapat :%

g0 ) F[_X %% ] E%};;:l

@ry) = B [?2 eUX]

Pada umumnya derivatlf.ke n dari ﬁ(t),dlberikan dengan .

E‘[Xp etX-] ny1l

E[xn]

I1.5 PEREIDAKSAMAAN MARKOV

gR(t)

1]

Jika X adslah random variabel yang hanya diambil

untuk harga f harga yang non negatip, maka untuk semba -

rang harga a)O

PR{XIZfa:E<< ———i;mjﬂ

Ambil X kont#nu (bukti untuk X diskrit‘analog )
| v | |
o g'x £(x) dx ?
| 0¥ % ' AP
| Jﬁx f(x) dx + \ x f(x) dx
| o 1o c
2 jx £(x) dx i
! &0 i
| . !
2 j; f(x) dx

Bukti :

=]
3
©
=
L
L
Ly
]

]



2 a j<f(x) dx

1 ﬁ
; ;} a P &x:}-a}

P{X),a} < ELX]

sehingga :

II.6 WOMEN“‘ SAMPEL
Jlka‘Xl, X, _;@. .independen dén berdistribusi
sama , dengan fungsi dlstrlbu51 F, maka untuk suatu in

teger k, momen ke k dari F dldeflnlslkan sebagai :

o(k - g:de(x) = ELX ]

=
momen pertamach dlsebut Juga meamn..dan . dnnota31kan

dengan V.. D;samplng ;tu momen pusat kg kE dari F
didefinisikah sebagai

Ikk = (x- Puk dF(x)

EE(X ")]‘j

II.7 PERTIDAKSAMAAN CHEBYSHEV

\
Jika X random VdrlaDEl dengan mean v,yqng ber -

I

]

hlngga dan varlan(r yang berhingga pula. Maka untuk

sembarang nn.lal kyQ

PUXH&[» k} _é

Bukti :

"Karena (X - P) adalah random vaflabel yeng non negatip

dengan menogunakan pertldaksamaan Markov, dengan a = ka
! : |
diidapat : i : ! -
o (X 123 ka} ¢ Bl - )]
{ i P’ 4 k3 |

karena (X = rv) >/k 4_—:% \X ttly/k




maka pers (.3;.?.2) mén"jazdi :

P{\X-H;;k% \4 E[LX"EE)EJ = (1:_2

akibatnya, Jlka Var(X) 0 maka P {X = ED{_’]k =
Bukti : |

Dengan pertldaksamaan Chebyshev dldapat untuk n 2L
| P{lX—J&D L1 -0 , sebab Var (x) =

Sehlngga untuk HE T dan menggunakan 51fat kontinuitas pro

babilitas maka :

iy .
e Filicy £} <o
Pflimlt\x"-yi'>’%’.<}'=0

P{x # rug ateu P{X = YL: B(x3
111;5 BENTUK KONVERGLNSI DART BARISAN RANDOM VARIABEL
IIT8.1 KONVERGEN DALAM PROBABILITAS. |

Bila dlketahul Xl, S3eee dan X adalah random varia
bel-random varlabel peda ruang peobabllltas (<, Jf P(.))
maka Xn dlkatakan ”konvergen dalam probdbllltas" ke X

!

Jika : l:LmPUX] -&l<é }-1 untuk setiap €7 0

n-de | |

atau : lim P &\Xﬁ ‘I:zaz.k =D untuk setiap &7 0
N |

untuk ini dlnyatakan dengan Xn D, X, n ¢ atau

|
p lim X = X

n e %
IIIg8 2 KONVERGEN DENGaﬂ PROBABILITAb 1

Pandang random varlabel Xl’XZ"" dan X pada ruang

probabllltas (jlﬂJé, P), dikatakan bahwa X, "konvergen de

Wt 2ol Ao

ngan probabllltas 1 "dengan kuat”/”hamplr pasti") ke X

Jika : P{‘llm = X:}i |

n-7¢2
\



atau * llm P{[}{-X] s , % n) n} = 1 }’u"z?@
| Ry i

untuk hal 1n1 d¢nyat&kan dengan :

xn._ﬂiké}x;é n-yp  ataw pl- lim X = X
i - 7 n-ye

TII 843 KONVBRGEN DALAM MEAN KE r
Pandang random variabel Xl’Xa’ e « « dan X
pada Qfl‘j# P ) untuk rj>O R dlkatakan bahwa X, " kon -

vergen dalam mean ke r " ke X jika :
1

lim  E| X, -~ X-l = 0
-3¢0 | *n
untuk ini dltulia xn-ELfgyx atau L, lim X = X

n-—>c¢’

III«B # KONVLRGBN DALAM DISfRIBUSI |

‘ Pandang fung81 dis tribusi’- fung51 distribusi
Fy(a), Fa(.), F5(e)se ; . dan F(.). Bl;a diketahui
X1s Xos X3,. . o dan:X:adalah random v%riabel - random
variabel (tidak perlﬁ pada ruang probahilitas'gabungan )
yang masing - masing:pﬁnya dis tribusi; disfribusi ini,
dikatakan bahwa X "koﬁvergen dalam diétribusi”.ke X
jika : ‘ . j
lim | F (t) =@ F(t) untuk setiap titik kontinu

-5 8 5
n->4 .t dari F

untuk ini ditulis :

| Do
id : . !
——3 ¥ atau d-lim X =X
Xn ‘ : n-#~ n |

171,9 HUBUNGAN DIAmTARA BENTUK BENTUK KONVERGEN ST

BARISAN RANDCM - VARIABEL

o 1 i1 i
. 3.9:1. Jlkaxnﬂ—-? = X—2sX

Bukti :




Jika }(K]_E.P_ﬂ?- X maka 1im P»L[ XX \<g, ¥ my n, =1
i I Il},;a

padahal untuk barisan: yanﬂ monoton nalk dengan n=0 slyene

%Jln-xki} Uxm—x <z} ,m 7,. n
PilX ‘ x\(é} 7/ P{[xm-xkz}m» . £%0
11m ‘P{\X -Xl(g} > %zz;ﬂp{[}(m-}(kz)—“{m)/n}, 250
lim ‘P-UX -K|<i} = 1
n .- 7&9‘
—P o X (terbukti)

Theorema 3.9.2 : :
rth

Jika X X =3 xﬂﬁpx
Bukti :
E | x-x]" Yy E[lx -—xl"‘ 1(] >gl-xl>zj/>z P(| X -Xl» &)

= P{lxn—xw,z} < £7 h\xn-m ~ 0, 0 —pe

= P{lx, S Xyef o0 m e
= :‘:l:l.m Pilx - x[<£}
n-—ow :
:; X .*_lL_; X

111,10 NORMAL ASYMTOTIS |

Satu | hal yang pallng pentlng darlpada " konvergen

dalam distribusi " 1a1ah konvergen ke distrlbu81 normal.
\

Suatu barlsan random variabel i Xn}' konvergen dalam

2), ¢ >0, jika secara equivalen

distribusi ke N(v, 5
barisan { (xn YJ /a5 } "konvergen dalam distribusi "

ke N(0,1) Pada umumnya ‘barisan random variabel { Xn}
adalah Normai A31mtotls dengan "mean "V, dan "varian "

2
Gﬁ jika (f >0 untuk semua n yang.: cukup besar.

‘ ' _ ! >
dan X, - d ;N(o,l) ditulis X_adalah AN(b._ .0 )




IIi. 11 HUKUM BILKNGAN BESaR YANG LEMAH

Theorema 2. 11 .
B;la XTQXT?Xﬁ,. + « adalah bérisan dar; random

variabel yaﬁg indep;ﬁd;ht dan berdistribusi sama,masing

masing mempunyaL mean yang berhingga Eg Xi} = F- maka

untuk setlap 27 0

Y + X, Foon + X _
l A 1 : O n .o
| AR Viv)-—‘f PR

Bukti

Didsumslkan bahwa rdndom variabel mempunyal varian yang

’

berhlngga @" maka :

Karena maszng masing random variabel 1ndependen maka

E ?‘Xi_m ,,%E}i__ = __‘}__k‘_ =Y

3 x| 7 7
X X . X 2
Var ( 1. *) = E( it . E_"“_l ) , )
n : n n
) P o s
- - B 1 q
T = Var (,Z."'Xi'") = I ZV&I‘ CX J: |
: - n nh
( karena X 1ndependenL }
Menurut pertldaksamaan Ghebyghev maka
3 | X; S . 2
P { _l+ "ﬂ+ 1 ’"7 ] j&.
n Wi;, 5
| S O n <
S - £
lim P U e R :\yaé i § = 0
Il"-‘ﬁ{ﬂ‘ S + : ‘ L 2
| ‘ . g

Pl Y s e

n



o IIT.12 HUKUHLBIL1NGAN BLSAR TANG KUAT
Theorema BMLE :

Blla X adalah barisan rdndom variabel yang
indppenden dan berdistribusi sama, yang masing ma51ng mep
punyai mean yang bernLngga yaitu Y\=E[:Xil\ maka dengan
probabilitas 1 : ' | |

Ei + XZ + ceet gl — }L , nhm_Qﬂﬂ , wp 1

' n

Bukti : | ‘
Akibat 1ang54ng dari theorema III.11, kérena telah diketa :
hui berprobaﬂilitas 1'méka konvergensinya akan dengan pro
~babilitas l%,jadi konvergen kuat,
III.13 THEOREMA LIMIT PUSAT
Theorema..BoIS‘ _ | | _ -

Jiké Xiﬂxz,wa.'adalah random variabel yang inde-
penclen dan berdistrlbu51 sama, yang ma31ng mnasing mempu

nyai mean }Ldan varian C maka dlsrrlbu31 dari :

X % e % - nhk , mendekatl normal baku untuk n -2
mﬁaﬂ | ) T

dimena : = : 2

L CLISY ( o, n—;m
fl sVs | —er

Bukti :

Menggunakan lemma :

Bila Zl,ZZ’oo; barisan random varlabel yang mempunyai fung
si distribusi, FZ dan fungss momen generator ﬂz‘ dengan
nz,l dan ambll Z suatu random varlabel yang;punya fungsl -
F, dan fun531 momem generator EZ y Jika ﬂz (t) —_— ﬁz (t)
untuk semua t maka :

F, (t) Po(t) untuk semua t dimana Fo(t) kontinu.
Zy, 4 z o @ g



Jika diambil Z adalah unit normal random varlabel

t /2 ' menurut lemma diatas bahwa Jika

maikka Qz(t)
;azh(t) — @é(t) untuk n~yzo maka ¥, n(‘c)-—? H(t), noeo
pertama diaéumsikan1 W}~ 0 dan d’n 1

Fung51 momen generator dari X yaitu Qx(t) ada dan ber -

hingga, sedang Iung51_monen generator dari Xi diberi

Ve

kan dengan

wx k;) = [ exp[v_\ﬂ = fb’xtg_i-:)

Xy

' n '
Jadi fung51§moment generator dari ;leViw diberikan
: . P led

oleh : ¢ n% v Ky (t);

i:il

n

t
Voo T

Sekarang dengan expan51 deret Taylor dar1 ﬁx(t) didapat:

By(t) = E[etxj ¢X<o> + B3(0)t+ gy <o> £+ o(t?)

dimana fungsl £(t) =‘o(t2) jika 11m% __Lgl_ o
| 't>&9 t

Jadi : Qx(tj L+ E[ﬁj r_te E]K,l + o(ta)
| 2.

| a
| 1 +.m<+§ o(ta) ,karenartz O dan =1
2 |

ri.

2. 2 2
Jadi @yl (= ) =1 +,E_ + o )
' W? | an n
maka akibat ny 3 ;
1 2 ta n

2n n }-

v&r

Jadi Jlﬂa dapat dltunaukkan :

2\ 2 H; 1;2/2 !
ﬂ t t : ‘
1+ =4 o= - & | o
2n | tl —> s N s> (2

| n



maka lemma dapat dlgunakan.
\

Untuk memperllhatkan hal diatas, pertama ditunjukkan :

bahwa log( 1 + X)
L'HOSPltalS\.

x + o(x) , karena menurut hukum

- E T -2
1lim log(l + %) - x = lim, | WX = 0
X— 0 X . x—ﬁﬂ@ 1
Oleh karena itu : o O
2 271 = | 2 2
L x _ . Lo L
log[? 3 og n % =n 103[} + 3=+ 0 ( n {]
? 2 2 g2 2 7
=2y ;:n + -o(.—%-:).+;-o(:--§£.-+,q(—nl }J
22 2 .
= «—E-'- + n of " )+ no( 2]:1—)
Sekarang untuk setiap t, didapat :
.2 52 o £2)
no(—3*—) = ¢t __ % | 0 , n-y¢?
| : | £2 i 3
i ta
L2 L2 of -)
t t 2n 4] n=— ¢o
n 0( ‘Il ) 2 tz > ’
' 2n §
. ;. o 2 n 2 _
Jadi : L ‘+.0 (& {] S £, noe
N -.2 n 3 2
atau : [1 +‘ gn +_o( i )} -f? et/2 s BP0

Jadi teorema‘llmlt pusat terbukti blla;}i 0 dan(r

aklbatnya untuk hal yang lebih umum, klta pandang random

% )
c";

a |

*

X, =

i 0

maka akan terbukti;hila E[Xi] =

'danEVar[X%J = 1
5 1

| o |



ITII.14 PERTII)AKS;%MAAN d j«;NSEN_

Jika f(x) adalah fungsi convelk, maka jika expektasi
ada dan ber@1ngga : E [f(X)] :Z,f-[h [X}J
Bukti : }
Expansi f(x) menurut deret Taylor dalam V Elx]

didapat : ‘ _
Bx) = P ¢ B WE - ) + 0B ) (x %)
| \A S V ' % z

dimana‘é,adélah hargz antara x dan V . Karena f"(%,)}/.o
didapat‘: | ; | |
£(x) 3 £ ){+§f'( x - W)
sehingga : Y’ : V r
ETE)] > £( P LY E[X‘- rfj Y ()
( sebab EY? -_1 =

sehingga : {f(x)] :p [E [X]]

T

———— . . - - . # T s )






