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3.1 EONTINUITAS ALIRAN FLUT DA

Suatu fluida yang mengalir pada scbuah b
<

bus dengan panjang sis

—

mempunyal kedudukan tetap dalam ruang, IF

i~sisinyaax, 3y,

enda yung berbentuk ku-

Az dan volume benda yg

lulda mengalir dongan -

kaecepatan sebesar V, seperti tampak pada gambar
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Vektor kecepatan diuraikan sesual arah kpordinatnya vaitu T
VY = kecepatan pada arah x
Vy = kecepatan pada arah y
V., = kecepatan pada arah z
Karena keadaan fluida bergerak maka fluilds yang masulk pada ¥ o= %
akan keluar pada x = x +4 x, berlaku juga bila masuk pada ¥y = y
. & . .
maka akan keluar pada y = y + 4y dan jugez untuk z,untuls mensrap-
kan persamaan { <2°) akan terbagi pada arah x,y dan z-
Untul ‘arah x melalui bidangdzay
Luwas bidang :Az.aAy
i ir masa vang masul :Az.Ay .
LaJu.allr.maga yang masul ¥ JoV masuk pd % = ¥
‘n'- - , - : - o ]-,; r:‘dz A-w . V R . . .
Laju alllrmdsa yange n@lua 7P lceluar pad % = A
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Sesual dengan persama{an'( 1) yang menyatakan :

Laju alir Akumulasi = Laju alir masuk - Laju alir keluar

makta didapat bentuk
w Ay Ag 20 A l A .
DBy Sx It 4z Ay “f)vmasuk pd ¥ = Xx z &y ”;ka.il*lual' pd
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Untule arah y welalul bidang &y &7

Luas bidaug = A x, Az

Laju alir masa yang masuk =AY, Az ‘Jpvmahuk pd ¥y =y
. [l = — .

Laju alir masa yg keluar :‘¢X°‘LZ‘J°Vke1uar pd ¥ =y+dy

Laju Akumulasi masa yg tinggal :sﬁx,;ﬁzvziyggf
_ , t

Sesuai dengan persamaan ( 1 ) yang menyatakan

Laju alir Akumulasi = Laju alir mastk - Laju alir keluar
maka di-dapat bentuk :
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- Jovlieluar-pu

J=yray

| U A
Dy Ag = Ay Az
X A ,Ay - —“‘-é-—g- A{A "ﬁvf{lagul{ pd y:y
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Untuk arah z melalui bidang Ox.AY

Luas bidang =&x ,Ay

Laju alir masa vang masuk = A% JAY o PV sux pd z=t

Laju alir masa keluar © =.Ax Ay - *Veluar pd zi%+47

Laju akumulasi mésai vang tinpeal = Ax Ay Az %o
S ; : £

Sesual dengan persamaan ( 1 ) yang menyatakan

Laju Akumulasi masa = Laju alir masa ve pasuk - Laju alir masa
ve keluar,

maka didapat hentui
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Bila dari persamaan (7 ) , ( & ) dan ( ¢ ) dijumlehkan
bersama maka didapat

N Persamaan Akumulasi Masa Seluruhnya M

AzAY %—f— =4dz.Ay ‘,f\[‘{ - An Ay ‘JOV:{

. bid | wiAx
[+]
P 1 . j
Ax A — o DAY - V - Hx Az | i
LA Y.at.. X ; P yly /o‘ylyﬁﬁy-

2 y |
M zEI'ZAXAYLPVﬂz - AxAY PV sy

dan disederhanakan :
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-dx.Ay.Azgf.szAg wah'- vahmu
v A - v !
oo axaz PV Ly = PV lay
toAYax Pvz.lz - 'fovzle&z_
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Sekarang untuk persamaan (L0 } dibagi oleh & x Ay Az akan-.

diperoleh bentuk

}......-/G_. (jvy>l‘1' “: (’PV\Y).‘}" +d}f}+ {(”olvz)[z o (/O.VZ)I:?. -f.az }

_,;;’,ly ; A

+ {(/ovx)]x " (/o\fx)lx;+dx
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Tiap-tiap suku yang berselisih diambil harga limitnya untuk -
A% wmendekati O | .
Ay mendekati O
Az, méndekati G

Sehingga :

~%§=-lim{(ﬁvy)|;j - (ﬁ”{y)ly + Ay } L+

Ay 5 0 a4y

lim ( szJiz .'" (—’o{‘.‘lzi)' 7+ A J ' +

Az 30 : oAz

1im {( /av\)Ix B (/O.Vx)|x +.4 y }
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Dalam mencari Model Matematik mengabaikan mengabaikan reaksi -

kimia yang terjadi, . .




Medea

dimanra

: -
dt

Caen) L
S Dx oy

) w-oo_.at'qotwa;uza.ouoo-n-. ( 11 )

walktiu
density

kecepatan ke arah x , ¥y




3,2 KONTINUITAS DALAM LINGKARAN (SILINDER)

Untuk mendapatkan Model Matematik dalam bentulk Lingkaran { Sy -

linder ),diambil koordinat polar. Sedangkan hubungan antara = -
koordinat polar dan koordinat kartesius jsbb

X

i

r Cos'ﬁ

n.

y r Sin 0]

Sehingga Model Matematik dari persamaan (11 J

2 ' |
7o) L BeTy)

ey

dt ﬁéx 0y p-E

+

dapat dirubah dalam bentuk polar dengan menggunakan hubungan -

diatas. Sebelumnya kita bahas terlebih dahulu-substituSinya.

dx

1t

Cos @ dr - r Sin 4 dff

dy Sin @ dr + r Cos ¢ dg

Untulc mendapatkan harga dari dr dan d¢ dicari dengan cara Cde-

Lerminan Jacobi

tdx . - riSin g
dy . r Cos @
dr =
1cos ¢ _ - r 8in ¢
|Sin & ' r Cos #
T (Cbs # dx + Sin @ dy

r.l.




Sedang untuk ag

Cos @ dx
gin ¢ gy
ag = ;
Cos @ - r Sin @
Sin g r.-Cos ¢
- Sin ¢ dx + Cos ¢ dy
B r.L
dr = 425 dx + L dy = Cos @ dx + Sin ¢ dy
Jx Y
o o¢ ' | -
dg =-— dx + —— dy = - Sin # dx + Cos ¢ dy
Dx Dy | rl o

" Sehingga diperoleh

or | or
~—— = Cos # dan = Sin @
Ox | - oy '
PY ~Sin g of Cos ¢
~— & ==—— dan - = -

“0x r oy r




~Untuk kecepatan vektor V diuraikan pada arah x dan y'éeperti: -

tampak pada gambér :
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Perhatilkan untuk :
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Maka - :
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Disubsitusikan pada persamaan (7110 didapat :
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dimana :
jQ. =. @ensity masa

r = kecepatan ke arah r
VQ = kecepatan ke arah ¢
r = jari-jari

t = waktu

Sin @

N bkt ¢

- JOVG Sin Q]ECO$:Q

a -
"r"é‘;" EO Vi Sin/¢

k]

Sin @ 4 @ V¢Cos ?], _

|



5.5 GLERAK DART ALIRAN PLUYDA

Gerak dari aliran flulda merupakan ke
itas Iluida. Untuk méhdapﬁtkan Model Pers
ri terak Aliran diambil asumsi asumsi sbb

- Arah;perpindahan'momentu
~ Perpindahan gaja
- Laju alir momentum
Dengan mengambil elemen kecil Ax, AY,AZ

lume yang dilewati aliran fluida,seperti

'?:-

I

— .

Y4

(x+8%, ¥+ AY 4 2+

lLanjutan dari Kontihu—

araan Differensial da-

1 dari fluida

sebagal sisi dari vo-

-

tampal: pd gambar

A7z )

-y

x

Karena keadaan fluida hergerak ,maka flui
géra kelar dari volume.,.

Bila fluida maéuk_pd

Bila fluida masuk pd y=y maka akan ke

Bila fluida masuk pd 7=z maka akan ke

Pada aliran ada perpindahan Momentum dari
dahan momentum ter?ié%h menjadi dua( 2 )
_~'Pefpindahaniﬂomentum-
- Perpindahan Molekuler

Peristiwa perpindahan-ini juga mengalaml

~dengan koordinatnya.

¥=XxX,maka akan ke

7

masuk akan se-

da yang
Juar pd x=xtdx
luar pd y=y+4y
Luar pd z=z+4z
aliran dimana perpin -

yaifu ;

perpindaban arah sesuai




A,  Pada arah x melalui bidang Azn.Av bervindah secara Konvelesi

Luas bidang =Az .4y

—in

Laju alir Momentum yg masuk = Az.dgjdvx .

»

Laju alir Moementum yg keluar :AZ<iyJ0VX

Laju Akumulasi Momentum =47z Ay .Ax . 9Vx

3

>t

Derigan menggunakan persamaan (- 3 ) maks

Umasuk pd %=X

Vkeluar pd 2:x+ﬂx

Laju Akumulasi Momentum = Laju alir Momentum masul -

Laju alin Meomentum keluar

atau . :
Az AyAX égﬁ;-—dzgd v v :
=Y Ot é— Y PV Vwasuk pd

Sedang perpindahan Meolekuler pd arah x

,me'Mdm%.:Az.AJ

x=x ~AZAYPV, Vl-;lr?f-!f{ﬁ.

Laju Altumulasi Momentum = Laju alir momentum masnk - Laiw alir

Momentum keluar.

i S _ . ) Py :
Laiu Akumilasi _ziaﬁly\z; masule pd x=x

Untult perpindahan tekanan. dan grafitasi

Akumulasi tekanan =AzAy, p!maquk pd ¥=x

+ gﬁax.dy413.

Uptuk TLaju Alkumulasi Momentum arah x |menimbulkan perpindahan

. .leAy \7‘:1

et

seluar pd x=x +4AX

:.’:AY.IJL—_eluaI- N=XAAX.

Momentum ke arah y.

Luas bidang =4x &z

 Konveksl : AxAz oV, 7V

Molekuler 1 Ax&z NS - Ax Az

x masuk pd y=y

masuk’ pd y=y élxa&ZJﬂvx Vkeluar pd y-yiAy

-

x keluar pd y=y+dy
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nepimbul~kon perpinda-

Untul: Laju Akumulasi Momentum arah

han Momontumke arah 2.

Luas bidang =&

pAPARY

Laju Akumulasiberpindah secar

"

! cksi ot z A / o
Konvekst : AX 7 LV Viasuk pd z=z
Molelules p VA A
doleluler : HxdY Vo \ocul pd z==

Jadi didapat Laju Akumulasl Momentu

arah x

A Ay &y

i

E}ovx lex -

( Py VL, -
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+g¥AZ {QZKX -
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Setiap suku persamaan ini dibagi oleh ax Ay £z maka

-+

Vs . N - I
Ef__fi vy Vol oYy VX[5{+3X) (U, Uyl =Y Volyea!

Dt Ay | ' ' Ay
L eV ‘ - . : I N - \7-‘ '
+ _tﬂ X VZ!Z‘ :PVX vZ Z 14p : (~ xxde xx!y +dx
A A
( :<y|y _ b?;vly +<4y ) ( xz |z lez +*’—“z.)
: a4y : ' - Ag

( plx -wp}xﬁd}:')_ .

A Bx

28 %

Karena harga-harga ©x Ay A3z kecil sekali maka diawbil harga 1li-

mitnya untuk Ax3 0, A ys 0 dan Az 0 schingga :

1

) e (;oVA VX]X- PV Y, ]_}:

Ay O : ax

Ax RN

(pV, Vv ] - ¥,V 1 )
oo Lx ylyT Tx Tyly 4y
Ay G 4y

Yy vz._lz." £y Vzlz + 4 z?

4+ 1im -
Az 0 S Az
( \7’ . - J’ rl - O )
+ 1im _ ‘{x X , Xxlx +ox 7
A x5 0 : ' Pabs
( \)_, . l R .\'7‘" r )
+  1im 9 AN 2y 14y

Ayy0 =y - |




A - Tagld vaz )
+ Lim p. 2 Z:. Hajy +<Z
Az 0 Az
(P P e )
+ Tim o f 1}- lx hua
By O

maka

Jpv,,

| : ;fvxvx ] '}f’"xV;{ ) _B,ov‘v:{

: )t‘ }-x : }y |
- %_Jjﬁf - 9,_}:2 -
5 .
atau ;

untuk ruas kiri dideffrensialkan

OV W,

2V, )
V4 (.atX + Uxi + Vy-:{).—-j—a- v,
DV v,
+ /0 X 4 %ﬁé ) = (
O 9z
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oz

D2

4

pttimg

dx

¥V

P




Menurut persamaan Kontinuitas :

Eif Bﬁvx +f2fVﬁ ._3225

+ pm——— 4 - = O
.Qt D:{ "B}j ">d
Sehingza persamaan berubah menjadi
’Bv V: . | v v
/0(—1‘——~?“ © V, --}x-pv DX+‘u, £
dt )

%0 U Yy

dimana :

index pertama menyatalan arah p¢

>rpindahan

index kedua menyatakan arah vekior

V = kecepatan fluida
p = gaya tekan
g = gaya gravi%asi_

= tegangan geser .




B. Pada arah : y melalui bidang A X Az

Luas bidang = Axi.A 7z

Berpindah secara Konveksi :

Laju alir Morentu g masuk bidang = .Azs ‘ " ‘
Laju alir Momentum yg :rrasu idang =4 x fvy « V msuk pd y=y
Laju alir Momentum yg keluar bidang zAxAz.ny .V keluar pd y=y+Ay
| S 2V, :
Laju skumulasi Momenium = AzAXAY —g——y
. ' g

R

Dengan menggunakan persamzan (5 ),maka

” bl ............_‘\[ —_ LY — r b = R . T N ‘.
Az AX Ay 50 T A% -_faf\f’y V masuk pd y=y AhALJOVy ' 1»6111:..6.1’ y=ydy

Berpindah secara molekuler |

- . - ¢ R L7l
Laju Akumulasi Momentum =Axsz »_Jv

"

-'Ax,ézjg

masuk pd jr:y keluary=y#y
Femindahzn Momentum oleh tekanan : (ply - p[y-rAy )y .

Pemindahan grafitasl - : gyAx Ay Az

Laju Akumulasi Momentum arah y menimbullan pepindahan Momen-

tum ke arah 2

Luas bidang =AxAy

Perpindahan secara

Konveksi :Axé:{fvb, v msk pd z=z AX_AYJOVy V_ klr pdz:z+di

uﬁsxzﬁy-dgf

Molekuler :AXA.Y'J;I

- msk pdz=z klr paz=z+raz

Laju Akumulasi Momentum ke'arah y menimbulican perpindahan

Monmentum ke arah x

td

Luas bidang =Ay.A

Perpindahan secara

Iy

.Kon‘rdﬁ“l P AY Af‘lovyi 1"rmssl_»‘: pd X=X .Ayd _JD"Tyvklr' pd X=xt+Ax

b = . ' — A-\v Ir .
Molekuler : Ay&fz \7;&31.; pd 3=X ¥ ‘fy‘ klr pd x=x+Ax




‘Jadi jumlal Laju Akumulasi Momentum ke arah vy

oV '
AXAYAT. J cAxanz eV Vo - AxAacz !
| 5 SELYy Yy AzPVy Yy lyesy

1l

+ B ya 2 oV, Vo, _aydz\ﬁ'vyv

X { X Ax

o4

A - A
xc&xjovyvz v xszlXJ?Vszlz+Az

+ A vAL -AxAzs J7
Tyyly ¥A2 oyl yray
-1-i A yAz yx’ < Aydz \]‘: x+ By

z+dz

2
{d xdy_dﬁjz -AxAyJZZ

r Bxdg ( ply - p,ywy ) +Aydyly &y

Setiap suku dari persamaan ini dibagi dengan Ax Ay Lz ,maka :
N\

D/OVY_ = | ('/OVX. Vy‘.[x"“ ff’vx vyl"x +Ax_)

.{_.

at - Ox . . Ay
oy V| (T -
. Py Voly = PV V|, ) (Yayly ool sy )
A2 o Py
N ('L7;§nyw"i\'33Iyi+dY ) + ( zylz - zylz 1Az )
‘53 : A,
o Cply - oely ey L
e e +. LBy

" Karena harga-harga dariax,4y,<2 kecil selali maka diambil har-
ga limitnya untuk Ax,;d-y,.az mendekati nol ,sehingga :

N oy . vy -
- 1im (/OVX' VY‘X /ovx V}'lx +4X ) 4 1im (/D Y Yly

x-» 0 _ A% | y-) 0 Y

S oV .| =y v ., ., )
/OVY VY‘N +AY ) 4 1im (oY, yli s J1“ {AA.
z=) O Az




+ Tlim ( -:{y lx ‘j:-:ylx +A K )
LB x=~ 0 4 Y
Ceonin C_Tyyly - Y ly - )
: YY1y yyly +4y
A";Y-}O Ay '
+ 1im CMayle = Vayly way )
- Az 0 Ay
o Cely - ply +ay ) .
o+ }:@ - + }o &y
Ay 0 ay
maka-_:a- : S 9
J;;L _ T (B/fl}___\_[_b' ﬁf% 'y S, Yy _3_{:& ' ._‘{ﬂ_f
< 31 >y Dz Ix Y
..af-—-.-'-?:_l—:'r_ — _%,_L“_, .*.f)g
oz oy Y
atau : ; )
Py Ty Yy Y My Yy
At Bxi }y ' Jzl ax lr}y
——-—.a‘jz'y .}_E ‘ +'/o&g
Q2 oy 17
atau ‘
E/_‘;YI ‘ ;}/"Vx Vy. ; /j’vy V._y +-9/’VZ- Vy L -5;3;\/ _} vy _9 r/
}t Ix ;}y 32- 2 x Q'y_ &z
- }11.3_ + g
dy Y



Untuk ruas kanan dideffreansialkan sehingga

oy

. didapat :

Yo v
]a(.—?u-i‘l, + ¥, +vy—é-~3f : Vézﬁ ) o Vo (o 2
: Qf Dx ' .ay 2& | TDX
Dy 9z L\ °x oy RPr/ ’

Sesual dengan persamaan Kontinuitas :

o7
dt

kfaﬁyx +§kzyﬁ:+afvz
Iz dz

dv

Sehingga didapat persamaan :

W v, Dy dv, U, AU T
/o (ed vy, —L vy Xy —Y ) 2. ¥ Y R
X Y . Z é : =)
gt 4—’) x | c)y z EENC “
L2 o
oy J
dimana
index pertama menyatakan arah lperpindalan

index kedua menyatakan arah vektor

V = kecepatan fluida
p = gayé tekénf

g = gaya gravifasi
¥7’: :

tegangan geser




Pada arah =

Ay A (va VZ”'X - /OVK VZIX +’AFX )+ A:X' 425 (P,V.y Val‘y-
! [ p ) .
/Ovﬁ Vzly Ay )t {)X=A&y'(/o‘vz Vzlz "'_/0 Va Vzlz sdz )

Demikian juga untuk perpindalian gaya gesernya
' /

xzl|x 7 lex +ax

) +_AKAZ(\Cz‘y. -

“7;.5'3 vay ) v Axay ‘;r:zlz_
Untuk gaya tekan dan gaya graviﬁasinya

ax Ay ( p’lz‘. - p_lz +47 l) tPE

: /OV; laju akumplasi yang tergantung vada perubahan waktu

Ay pyy4
jadi ‘ lim ‘( ; +‘ét ). = flf:
to At Dt

Dengan menggunakan Hukum Kékekélan Masa

v - |

Ax Ay Az —9-1-;— :‘A.-y Az (/GVX vz,x - /.,o,-‘h'x Vz:‘x A% )
r S x Az (PY V|- vy Vol osay )

+@}@ﬂyffWZVﬂz ”fvzwﬂzaﬂz')




+ Ay Az ‘7;z[x =
rax az | \?;ZIy

+ Ax Ay ( plz -

Setiap suku dari persamaan

ga didapat :

pv,
ot

> _
xz’x +4x )
yzly Ay )

)

zzlz +AZ

p'z +A7 ) o+ /'ng

ini divagi dengan 4Ax Ay Az sehing-

'/ovx'vzix +

Ax )

(V% Valx

A

LYy Valy =PV Valy +ay
Ay

(jovzf Vz-,z B {ovi Vz' 7 4+ &7 )

(aly = Vialesay )

Ax
YZI.}[ - \/yZIy-+“’—**§£ﬁ ):‘
o Al

N

- zzl Z +-_4\Z‘

Aoy

plz‘+‘5z ),




Karena harga-harga c_i'.:ar-i éx‘ Ay Ay keeil sekall maka diambil
harga limitnya untuk. 2 X, Ay, 4Lz mendekaj:i_no'l,seh:_:a;ngga_ :
2PV, _ .lian/)VK Vzlx " PV Valk vay )
A ' )
2 &0 Ax
PV V| - eV v
+ limn (/Oy ZI‘V - £ g zly fdy)
Ays 0 a4y
+ lim (;/?‘Vz Vz’,z' -V, Vzl‘z v Ay )
A0 Az
. ' - )
+  lim ( \7},’_]_1 \/;Z[X rax
Ax30 Ax
v valy Vel sy
Ays.0 ay
4 lim ( \7;2;_[2 - \77;[5 YR
Azd0 Lz
( p - Ply 4ldy
+ lim -2 Pz va + Pe,
A z
Az30 . '
maka 7 .
-af)\"z - - Qf"vx ,Vz . a/DV.Y ' . 9/0\!2 \‘Tz_)
ot : ox v Dz
a‘/xz' 3""{;; }J;Z Dy + P
-2 JE - 2B 8.
2 2y 3 3. [
atau




Pt

s , Py Ny A APV Vy ua‘/"};z +aj\;z ) ;u;;
dt ox oy 2z dx Ch 2
9D
" —— i N
oz P bz
Ruas kanan persamaan'ini dideffrensialkan schingga didapat
DV 'éWj oV, 2V,
/9( R + V % + V ) % + Vz—_r-—;a ) +
2t R Iy Dy dz
v, o, % Iy oYy oY, -
z ( + S + ) =
ot ax éy faz
..i_BJXZ - a/; ...a\z‘—z'/ ..._E.E. +/G 2
Ix 2y, Dz 2 - Z
Sesuai dengan persamaan Kontinuitas
F v, v, v
o 2 X, =Xy =B Q0
gt : 9}( Dy . B‘Z.
Schingga dldapal persamaan
( OV, v, v, BCAPIN
' = 4+ VY, e—= vV +
f ot X o Yy N £
, 5.
= ,'EU;£ - ?355& " ““kéz' - 9p TP
‘o Dy 'z dz z
dimana
index pertama menyatakan arah perplndahan
index kedua menyatakan arah vektor
V = kecepatan fluida
p = gaya tekan ; g = géya erafitasl
~" = tegangan geser ; t = waktu



Maka didapat persamaan gerak dalam 3 ara

Pada arah x

DV, .
/0( X + V
ot X
) {?J;x
ox
Pada-arah N
2V ‘
Ll vy
8—-.-
2 Ty
I
Pada arah =z
V
fQ ( 9 24 v
ot *
_ {.73
_ X7
: ox%

PAPEE CAD 13Vw
+ V + V, T =
9x ¥ Oy 2z
% a1
+ __.\7..‘/;2':. + %‘—}.{*}_ :J%_E -)-/Og
Iy Yz Dx - %
v v v
D'X. + v --EZ_Z + ¥V quj’ )
0 y a2
AT

I__...z.: + V .r.._.‘%'

ox Y 9y

L2V My,
Oy oz




Selt GERAK ALIRAN FLUIDA DALAM PIPA

Sebuah pipa dialiri suatu fiuida dengan kecepatan sebesar v
untuk mendapatkan Model Matematik dari gerakan aliran ter -
sebut diambil pipa dengan sisi-sisi Ar,ox, A yang ber -

kedudukan tetap dalam ruang,seperti tampak pada gambar

Gambar IIT, yang ditinjau adalah perpindahan momentumnya,untuk
menerapkan persamaan (‘5'J_diambi1 pengertian sbb: |

Luas =Ar4 g
- Laju Alir Momentum masuk = PV .V CArAg
Laju Alir Momentumykeiuér-n .t A R o AY(,

Laju Akumulasi Momentum —=4rd g pv .qupuk - Arﬂgf-v' Vicelu 'r-
. : : | 7 il cene

Dalam setiap-fluidazmgngalif'ada dua jePis perpindahah momentun
1.Perpindahan momentum secara mole%uler,ditimbulkan kareha'

gaya tarik ﬁeﬁarik\antar molekul dan arh pefpindahan monuju-kew

semua arahl koordinat.. .
" 2.Perpindahan homentum.éécara konveksi, juga menﬁju ke s¢ -~

mua arah ‘koordinat.

penyebab perpindahan momentum ini adalgh aliran masa,maka dise-

put perpindahan secara konveksl. }

Yecepatan v, dapatimenimbulkan perpind%hmn momentum ke arah T
‘ . | | ] o
yang fluksinya dinamakan\7;z ,juga ke arah @ fluksinya\/gz dan

juga ke arah z fluksinya J_ .




Gaya-gaya yaﬁg bekerjé pada unsur volume
tekanan dan gaya gravitasia o

Adanya sellsih tekanan antara dua tempat
menimbulkan perubahan kecepatan maupun ar
berakibat pada perubahan fluksl momentum,
Pada bentuk silinder ﬁasih ada satu gaya,
vang ditimbulkan oleh:gerakan fluida ke a

veksl mauvpun secara molekuler.

Mula -mula ditiniau komponen ke arah r (C

tama menunjukkan arah perpindahan,indeks

lalui bidang&@ &z berpidah secara

konveksi ; (erVHr - ﬁvrvfir 4 AT

wolekuler ; (‘Ffr[r - J}r1r+4r) 1
Melalui bidangd 4 Ar berpindah secara

koaveksi o (fyzvriz - PVerlz+ﬂz

molekuler ; (N%rlz' - J%rlz+dz) s

Melalui bidangtﬂrciz berpindah secara :

konveksi ; (Fvﬁvr‘lgf £V r‘g.pdg) 4

et ep T v ar
molekuler ; (L(@rlw gr]gyﬂg)

.Perpindahan momentum oleh tekanan dan gay

(ple - pbﬂh)fAQAz+f%rrA¢A

Gaya sentrifugal ke arah r 1 gah

M r AfF Arﬁ\z_ + ‘.{_?_@Lr AgAra
; e -
r" X

ada dua yakni gaya -
didalam volume akan
ahnya dan seterusnya-
baik besar dan arahnya
yaitu gaya sentrifugal

rah @,baik secara kon-

atatan : indeks per -~

kedua arah vektor) me-

r &) 4z

APGa

S

) r AP ey

A Az

rdz,

a gravitasi ke arsah r

rd&.z )

=




Laju akumulasi womentum kearah r,karena

" rubahan setiap perubahan waktu maka :
. : r : . A . - .
Lddm (Vb 2 ¢ vr’

%

wju ini mengalawml poe-

t

r‘AG Ay Az

Apabila semua sukn laju pindah momentuis

samazan ( 3 ) waka :

D (PVr)
ot

I'AEJ,ZBI‘A 7

= (fvrvx-\r_ - /’Vrvrlr

R

CUg¥elp -~ Vo'rlp

.__“_’.@_\_@. rAfArdy

+

) r

. (J -J
;+ (Ver lr Vopr |r+A
* \\/zr |z - erl?ﬁdz

; Cple - plrﬂlr) r

Ruas kiri dan kanan  persamaan (13 )dib

maka didapat

(P..v'zvrl.z ~VVp lm

Vgelg ~Vielps o

Apv)
S0

) r Af Ap Az

Q

ijumlahlan sesual pel-

+

Ar) rég Ao

+4@)Ar43‘~z

Az) r Af Ax

L) réd Ar
) rd4g dr

——

Ap Ay, +L:/—’@—¢- A QJ Ay Ay,
AgAdn + /Ogr 1 G Ard
O O ST

2l dengan v Ag dr 4z

'agfvr _ (fovrvr‘r %/ovx-vr'\rhdr) . (f’vﬂvrla “‘/"ngplgmg)'
ar "-Ar ' Ag '
) (f\I-ZVI.l_Z - YV k) . vy (J;r ]r - L/.rrlr-}dr‘)
A - _

Ar




L-( zrlz d;f Z%Aﬁ) . (L/ﬁr g - Q;;lﬁ+dﬂ)
42 T A |
. p[r - IT+AI )

p " ..‘ + ~
&
= FEr

Kemudian diambil limit dari giap suku pads

mendekati 0,didapat

y waktu &g, Ar dan 8z

?ﬂf‘ = lim (V V l l" l"lI'i-.dI') + 1im E ngr ?j H.V VI‘\@”"SQ’
Apra O By P Q-> 0 A
¢ lim ( Vzvrlz” vzvr‘z+dz ) +\7Q_
Ay O Az P
+ lim (\Zirlr —‘/}r]r+dr ) X lim(\?;r‘? Jj z«dz)
arp O Ar 22 0 o
+ lim (\{'rlﬁ ~ Qr]@+ 7’ +‘j5é +1im (Plr = Plf+4r)'
Ag» 0 Ag r Arso0 By
+/Ogr,,
Sehingga : :
_ >
AP LY AN ’M,ov?vl,) Ay PTG G,
ot 2r 2y 9% r rdr
D
V) P Vg R
Pz 1 -fgﬁ _ r r /D T

Bila setiap suku yang memualt kecepatan dibawa ke ruas kiri dan

" ghlalcukan diferensi,dihasilkan . :




9 D(prV)  eT) o eV SV W Vo
v -—ﬁ--+ o Loy it = ““*-‘(é"‘—i-/a(mf.-t- v miav,'mar L
Y 9t r dr : Jz 20 4 R M 238y
2f . . ' _ ] .
N {Z(r\?m ) R, W Vg j
? i - ) = - oo + -
‘ r 9(& r v Iy r Y o
...;Jp cs u
T P
Berdagarkan persamaan Kontinuitas ( 12 ) maiza kelompok suku per -
| i 3
tama dalam rvas kiri besarnya nol,sehinggs didapat bentuk
v N v Yo
-F(EY_I_' +V?r vV = 4._..@?__]1'_._.35) -
T T T i Z Dy, r o o¢ 1
' : ). : - S
- {g._(_i_\_?iz;). 2@, g'f@‘r - fﬁ@}u .9.._.1..)-..\+P g' Ceeneee (14 ) L
r'ar Dz rog r) dr r.'_ ‘ '5‘: :




Komponen Momentum ke arah @.

Melalui bidangd @ &z ,borpindah secara

s

Konveksi (fUrVglr - fvrvﬁlrfbf)f
Molekuler: (C?¢f£_ J;bir+ﬁr ) |

Melalui bidang£5®fir,berpindan secara

- Konveksi : (pV Vo~ PV ) rég 4z

2= Ypalprag ) T

Melalui bidangar Az, berpindah secara :

Molekuler : (7 4

Konveksﬁ : ( VQUQ[”_ VQV¢[¢+ & ) Ard

Molekuler : (Jéﬁl - leg%ﬂg )A$r43ﬁ

Af Az,

Az,

Perpindahan Momentum oleh tekanan dan ga&a gravitasi ke arah @ :

( pl® - P]ﬁ*dﬂ JAr &z + Fgg.ar,éz
 uaya sentrifugal ke arah ¢ ialah :
Vol g
( + y Ay Ap
r v _

Taju Akumiulasi momentum ke arah @ :
r, Og  Ar :,AZ. w
| Py
Rerdasarkan persamaan ( 2 ), semua suku
susurn, maka :
2 PYy)

Ar . dp AL = (P [

+ .

PV, Vg | % “/ovz’,vﬁ! z +az)’
b gy ren T e

. rz+ o 7 .or T, @.
r )r. &gAz (J;QJZ“W |z

2@
—_— o
- ({3525 Q+AQ)A-ZAI'+—-§—-Q-LAI'

laju pindah momentum di

Py |0 v dryedp Az

Z o+ g T o T

4+ A pdg, Ar + (‘f@@lﬂ

AP, Az

rdrdgdy

dibagi

ApAr « (Eigly | 8 - Ly

-~
r



Bpvy (| v - puig e e

Mala ; .
ot | At
_ (th‘\’;@‘ I 2 .. PVs fojl 2 4 Az)
+ _ T Ag _ : + - |
R A 341,, o " -} . ‘ rAg +: ’

Kemudian diambil harga limit péida saat A, 4 2.,4’&@ nendekati nol.

Py Pl lE eV |2+ ar )
?'L .Al" 0 ‘ &:I

iim '

+AZ 0 A;{, .
' V . V | - f .o .V . e ) ,"
L 1inm (/7 g8 IQ F\Q # prob) . /ervf}_
AVJ 0 . e .A.Qj . : . + r
lim (rg;r-u?rglgf.ag) -
'I'AI. id'l" | T
(‘7 | - f 7 + Az
lim zf “ . A I/ i )
Az o : . Ay
Ty |0 - Ty |9 +28) | 7
R i 7 ] Qﬁ:l T g ‘/I‘g
26 o g4y T
Maka ; | | |
v, Sy v,V Voy, Py v OV
Wy Fe Vg Vg e Ve g
Dt I > v 2P PF Cat

gy 2

@z o rog Or




Bila semua suku yang wmemuat kecepatan dibawa ke ruas kiri,

QPUQ . D/OUI' N ‘a/o\fzvg . -—1— afvgvg “r;}/éfr\fg
7t or Pz - . r o ro.
N T Mg g

dr Ju  r?g Dr

Untuk ruas kiri dideferensi, maka

7 v v, 1 BV - | |
VQ{F-E—‘BI‘-&-?"L+ ‘Bgr}._kf{w%‘v’}\!g_v

7t Pr ?z:

Vg g | VI‘Vﬁf |
r é)ﬂ T

L Vg Mg Vg Vg

2 dz ré@ r

Laju Momentum ke arahiz, melalui bidang A¢.Az bsrpindah. secara :

malea

Konvelsi : (pV,. . Vz |r - PV, v, [

Molekuler : (V%ZI‘# - V;z ]r + Ar)r &Y

Melalui bidang 4@ .tsﬁ berpindah secara ;

"Kenveksi :”(FUZ .EVZI 7 - Frvz v VZ lz +£ﬁz)r£i¢£lz_
o - ' | '
Molekuler =~ : (\/ZZ’-Z ~\fvz lz +4lz)r‘3¢45z

Melalui bidang ArAz  berpindah secara |
Konveksi : (jovgvz‘ ];25 - pYgY, l@ +4g
T g A
Molekuler .-(\/gz L@ -~z IQ-* @gyar
Perpindanan momentum oleh tekanan dan gays:
( flz —/Plz +‘ﬂz)1~ér-; gﬁﬂ‘dz_+ é?z r Ar

Gaya sentrifugal ke arah r ialah ;
V.V

riz rﬂrdgﬂz _“JQ‘Z

r | r

rQrde Ag

r o+ A0 r L AFAr

Ay

A Ay
Y

2 gravitasi

Ag Az

.
b

b



Laju Akumulasi momentum ke avah z
oV
r’/-\rAQAzP Z
ot
Sesual dengan persama@n (%KB ) gemua lajupindah momentum digue
sun,maka didapat bentuk | .
rorog ‘5";“?)""{‘_: f)"r‘-.z,r"?orzrwir)r = (tzlg
-, s Ay + - |
FV Vz!g-mg)‘“ r o+ (}dvzvz[z f_avzvzlz—wdz).
V.V : -
S rhe Ao . J A
+_: . rAr‘dQ} z rz(r rzl r+A.‘c‘.)
' v v ApAz
w804z« (Vyly v Vpulgag ) Arae
v Vo v B
P zzlzq 2.7 | z1é g, ) rogAr
+ p[z - p[zuiz ) +/98Z
dibagi
oleh r Ar AF Az akan didapat
?/DVZ _ (/Dvrvz[r ""ervz]m-zjr ) . (Eovﬁvzlz"lpvﬁvz‘z +47 ) -
2t - Ap r AY
i! . T . -
4 (sz.vzf z"favzvzlzﬂiz ) . VpVy N ( r-zlr - l/;z:‘r-rﬁr) '
| Doz, ™ ' Ay .
(\/Q;JZ ;’25 —Qzlﬁﬂiﬁ ) ( vz'zIz - &:'zlzwﬁz )
+ + 22! =
Ay Ay
( plz - pr,z-f/-’iz ) '
+ e
Az f &2




Kemadian diambil limit dari tiap sukn pad

mendeltatl nol ,maka didapat

(Vrvz]r - ervz’r+ﬁr)

eV,
—Lz' = lim +
at ATy O Ar

(v, v[ PV, [,,mr, )

+ 1im
Az 0 Az
Vo |,
C+ lim ( ﬁz‘ﬁ OQEIQ+A@ ) +
A30 Ay
b lim ( p[z -~ plzedz ) E
A=y G 2

. saat Ar AY dan Az

Lim (PJ 'r,ﬁ /OV Al )
A Gy O r4g
+ 1im (V;.Z r szlf""dr !
Ard 0 Ar
7 ) | ,
1im‘( w7 |z v [44«“-‘*:4 )
A zy O Az,
vV,

Bila setiap suku yang m@muat kecapatan dibawa ke ruas kiri dan di-
lakukan dlferenol, d*haallkan
e () (Vs ) DL VY v, V.
UF’{ 310 + __F__E____, +‘((J s +9 Pv"“ }1/0 ( c 2 ' E_?
2Lt 7 r ro @ 9z F LRy
v, VPV (7D W, B, )
+ V 2 2. ‘(d Z)M#{ + SE \/"A“/' .:ap +(‘o‘;;ﬂ
“ Q2 r P Jr Dz 2¢/ 2z

perdasarkan persamaan Kontinuitas ( 12 ),

tama dalam ruas kiri besarnya nol,sehingg

,F Q- 1 -————-«VZZ -‘+l v, 9\; _‘i@ Vs
2t T e 92 =P
27,
-i-—--)!-j:u —ﬁ'.a_'.......... '*ng . R EEREERE
2@ Iz R

maka kelompok suku per-

a didapat bentul

y - __?wrbfl? )+ El%z
Z 7z
. (16 )




Persamaan~persamaan (L4 ), 15V, dan ( 16) adalah komponen ke-
arah r,J dan-z dari persauaan gerak dalam silinder yang dalam

sinnbol vektor dituliskan sbb -

. . |
p—a = -y - VY e g leeeeveeees 607)
Dt : a _
dimana :
- — — — L
7 2T, 20, 2, Yo
Dt ot T B 2 r 2

0
o
o

Suku-suku persamazn { 17) mempunyal arti|fisis

o

Vo= laju pertambhan momeﬁtUm oleh ¢

T

kan

g

51

L%

e = gya tekanan
g = paya gravitasl

= laju pertambhan momentum per sgtuan volum






