BaB. II

MATERT YANG MENDUKUN

Dalam pembahagan ini sengaja tidak dibicarakuan seca-

ra panjang dan mendalam,namun hanya meng
yang berkaitan dergan materi yang akan d

iku&nya,

2.1 Limit dari Funesi

Misalkan f{x) suatu fungsi dari x
suatu titik yang tetap dari suatu selang
wiung-ujung selang‘iﬁu,sedang gelang itu
finisi‘fﬁngsi f(x).Dén Pila ¥ adalah sua
dari déerah deffinisi,maka ter&apatlah b
erah itu xl,x-,.u,.u;...ﬂb.,xn’,.f..ﬂ.;,
banyakaya dengan sifat Xy a dan harga T
rakan suatuy barisan. .

Daffiﬁisi

Bila pada tiap-tiap barisan;xn dengan si

“1imit darl fungsi f(ﬁ) untuk x- a (atau

lim f(x) = L

atau ditulis
' XA

ambil sebagian saja:

i bahas péda Bal ber-

gan bila a adalah -

bu titik yang variabel

. yang tak terhingga

_ ' B,
fat 1dm 2 = =z /
1 i
: Y-} &7 . ‘

intuk ¥ = a)

Deffinisi dapat dikatakan sebagali berikut,akan tetapi ter -

lebibh. akan dibefikanfdeffinisimdeffinisi
dai 1imit kiri. .
I.Fungsi f(x) mempunyai titik x = a su
bila untuk tiapatiapibarisan_kndengaﬂ X,
ig?;f(xn) = LI

lim fl(x) = L*
ny at+0

tentang limit kaﬁan

atu limit kanan ¢

7a dan 1linm % = &
.
=y .

atau berimpit. dengan .

‘merupakan daerah def-
arisan barisan dari da-

ungzesi f(x“) Juga meru-



IT Tungsi f(x)'mempunyai vada titik % = a ,suatu limw

wit kiri L' bila untul tiap-tiap barisan

telah dipenubi :  lim f(x ) = L'' atau

'

113 €2

lim f(x) = L

N o= a=0

Bila I{x) mewmpunyai suvatu 1lilmit L pada t
arti bahwa untuk x = a ,‘limit‘kiri dan %
sama besarnya , jadi

Tim f(x) = 1lim f(z) =

1
X 8+0 Xy a~0 X

Karena tiap-tiap barisam x  dengan lim x,
' n-peo
barisan barisan bagian x! dam x! dengan X
Yim :{;J =
ny o
» el 1
selang hﬁ dan xﬁe

dan xya, a sedangkan tiap-tiap

Dari vengertian diatas kita ambil ketentu

Pungsl £(x) mempunyai: titik % = ¢ ,untuk

Bila untuk barisan xﬁ dengan x:297 bila nse dipenubi lim f(xli

L atau lim f(x) = L dan berlaku pula untu

X -5 )

dan lim Kn = a

Ny

itilk ¥ = &,

imit kanan ada dan -

Hm f(x) = L.
-7 &

= a dapat dijadikan

ﬁ<fa, lim x_ = a
neyep T
X, terdapat dalam-.

an

suatu limit L.

1
K xrer

malka beye.




2.2 Differensial Paftial

Fungsi z = f(x,y) dideffinisikan da
bidang x,y dan sebagéi misal titik (%,,¥
Fungsi (x,y) tefgaﬁtﬁng‘pada ¥saja dan d
interval sskitar t%t@k XO.Maké turunanny
X = % _ disebut turuuan pa;siil dari f(x,

o -
- Of

yang dapat dihyatakanﬁjg.(xo,yo) atau :

3 | £ 0%, +A4%y,)

lam domaian D pada E
) sebuan titik dari D.
ideffinisikan dalam
a terhadap x di titil-

y) terhadap x ailx ,v,)

— (x_,y.) = lim o

demilkian pula untuk

3f :: f( X ‘:y -LA

f(xo ’jo )

: Yo )
—_— (X ,y )} = 1inm 0 e :
o 0T T Aye 0
contoh
:TZ = _—5}.{2 ¥
_— ' 2 o
;glé = limA)(iO * ¥ Yy o 3h“y“,
?x A XO%O o %
-
= 1im éifn * Exo;fo * xo) N
Ax.~ 0 _ x5

-

. D :
=. B nt =X alta
| 6Y0yo, g uk x go,md a

= bxy

Deffinisl deffinisi diatas dapat diperlukan untuk fungsi fung-

si dari 3 variabel atzu lebih,

Bila V = £(x,y,z,t),maka

oV g mey¢,ﬁ+ﬁt)*fKLyth
—— = lim.

ot  Aty0 At

variabel x,y,2 dianggap konstan.




23 Differensial Total |
'Dalam pembentukan turunan partial - ,peruba
tinjau sendiri sendifi; Sekarang diperhat
bahan &4 x dan Ay  bersama sama.

Sebagail misal (x,y) titik tertentu dari'd
y +4y) merupakam_titik ﬁedﬁa.dari D.
Maka fungsi z =f(x;y):berubéh sebesar Az

sampal {x +4A ¥,y +4y) atau :

Az = [ ( X +Ax .,y +Aay) - £ (x,y)

Pernyataan ini menentukan fungsi dariAax

konstan,

Dengan sifat khusus&z = 0 bilaax =i0
Contoh : o |

Bila Z =y + Xy

Y
[
i

(7 +af + (x + @)y +ay)

1

( ¥° + 2y. 'y +41y2)_+ ( xy + x
-y +xy)

 Disini 4z mempunyal bentuk ;

Az = a,dy+ bAx +c (ay )+ a

-~

Tampak bahwa A 2z fung.éi. dari Ax dan Ay

mempunyai'deffrensialjtotal di (x,y) Dbil

Ay (Eyi-%) +(y)4x4-bﬂyﬁ

han Ax danAy diw-

ikan pengaruh peru-
omain D dan (x +< X,

‘berasal dari (x,y)

dan Ay diang'g;ap

dan Ay =0

- 32 + Xy )

Qﬂy Yy A :‘{Ay)

+4_x4y
(Ax,ay) w heda

atan 2z = t(x,y)

-




Az = a(Ax) + b(-*ﬁ\yj +&ax + 64y

dengan a dan

b tak tergantung pada & x dand4y sedang & dan £y adalah -~

fungsi dari&x dan &£y sehingga

1 im Ef:oﬁ dan 14dm c‘.’_z.:O-
Ay—3» 0 ‘ | Ay~ O

Persamzan linier dari Ax dan Ay berbentuk

a Ax + b Ay = deffrensial totel jdari z di (xz,y)

atau

Lz = a Ax + b Ay

BiladAx dan Ay cukup kecil , nilai Az —) dz

Teorema

Bila z = f(x,y) mempunyai‘turunanL'total di titik (x,y) maka
a :_a?:. dan b = —ﬂa—z adalah turunan partial di (x,y) dan
dx 2y '

bernilat sebagal yang dibexikana

Buleti

Misal y = L‘:onst;an,mhka- Ay =0

Dz Dz ( a + &) 4Ax

== = lip - = lim = lim ( & +_‘31) = a
DX axye Jx - Ax» 0 Ax Ax-y 0 '
x = konstan , maka QX = G

. . I : | 1 - F"

P R O T I G B e DL F PR O xE)
AY Ay ay
gy Ay> 0 . Ay O ays 0 = b.
Jadl a = ....E'. ‘dan \bi = 22.'. .




Lema Pasar
Bila z = f{x,y) mempunyai turunan partial

tinue di D, maka z mempunyai turunan,yait

2z
YD Iy

dy

u

pertamaayang lon-



2.4 | Differensial dari Fungsi 'ke Fungsi -
Teorema
Bila z = f{x,y) dan x = Ig;(\t) dan y = h(t_) maka
dt x4t Dy at L
Bukti
x = g(t) |
Ax = g( t + :At Y= g()
Ay =h{ t +4t) - h(t), maka =
Az = [ X +AX,y + AF ) - [(%,¥)
dari lema dasar diperbleh : |
Ai= 2% axs 2Zaya & xdlay
Dx Jy
Az _ Dz Ax ] ?Z Av 57.45* ,gy
Ay Oy 4y 'By 4y 4y ‘ﬂt
Bila 2ty O,maka A% gan 2Y  yendekati turunan —g—% dan
‘_c_ii sedangkan E; dan rfzmendekat'_i nal kai ena 4x,Ay mende- |
ot | |
|
kati nol maka : : ‘
lim if = ?ff_. .Ei_k_. + ?_?i i{ + _{?_}.‘, . ay
At>E A ot at Jy at “dt at
maka : _
dz Dz dx N 2z dy
at Pgx dt Ty dt



2,5 Deferensial Partial Velktor

- - - '
Bila A adalah vektor yang bergantung pada
(variabel) skalar,misal & = A(x,y,2).

Turunan partial vekltor A terhadap ubahan

i

27

T(x+8%,y,2) - F (%,

lebih dari satu ubahan

w ditentukan

24 L i _ 2% )
2x Axy O Ax

terhadap ubahan y

A ( X,y +by,z ) -

5 e ‘
_?_:A? = 1im A ( x,y,2 )
2y Ay 0 Ay
terhadap ubahan z
—— o 8 f—
’f__ _yip A Cxyzraz ) - A (X,Y,2 )
Dz Azy 0 ' Ly, '

Onerasi Deferensial Vektor.

Operasi deferensial vektor dinotasikan de

Del" stau "operasi Nabla' ditentukan deng

v = - ---2-%
Ix Dy P

Operzsi deferensial vektor ¥ memiliki si

dengan veﬁtoribiasa.Dél digunékan untuk m

titas yang befguna daiam pemaltaian secarsg

,divergent atau'curl.. |
Gradient

Bila J( x,¥,2 ) adalah skalar yang mempun

waka V@ dibaca " gradient % ' didefinisi

= 3 = Y= Y
v =( do — k) @
7 ('Dx B "'QY_J ) 2z ;

oY , M _, I
= I R R k
x -y Dz

ngan V dibaca "operasi

arn

fat-gifat yang sesual -

Z

endeferensialkan % kuan~

praktis,yaitu gradient

yai turunan pada (x,y,z)

kan sebagail




Divergent
Bila: V(x,¥,2z) = Vll, + Vai o+ VBK adalah vektor yang mempu-
‘nyai turunan pada setiap titik (x,y,z) pada suatu luasan terten

tu pada suatu permukéan,makaﬁ?ﬁ'dibaca "divergent dari V" dan -

dideffinisikan

Curl

. o | - =7 —> :
Bila V(x,¥y,2) = Vi +V j + V k adalal medan vektor yang men-
punyai turunan,maka ¥ x V dibaca "eurl dari VN dan dideffini -

sika sebagai berikut

P — e o 4 i
VxV = (Jz-§#+—1~j}+—2;kj x (Vo di+ UV, e Vg, k)
2x gy 1 - -
-~ — -
i 3 k




2.6  Hultum Dasar Aliran
Perubahan yang terjadi pada peristiwa aliran selalu diba-
ngi oleh berpindannya satu atau lebih dari besaran Masajﬁomenn
fum dan Panas/Energi} Perpindahan ini didasarlan pada Hukum :
-~ Hukum Kekekalan MHasa |
~ Hulum Kekekalan Momentum .
~ Hulkum Kekekalan Panas/Fnergi
Hulkun Kekekalan Fasa berbunyi
. Masa suatu zat tidak dapat musnah akan tetapi hanya herubah
bentul
Hulium Kekekalan MOmentum_berbunyi :
Momentum suatu zat tidak dépat musnah!akan tetapl hanya ber-
ubal bentuk .
Hulrurm Kekekalan Panas/Energ]
Penas/Tnergl suatu‘zat tidak dapat musnah akan tetapi hanya -
beruvbah bentulk. |
Untuk menerag<an Hukum hukum Kekekalan pada Aliran ¥Fluida
dapat dinyatakan sbb : Misal Fluida mengalir pada éuatu i pa
malka | -
rhasa fluida yg 1 &Masa ye keluarmi mﬁaéa ye ter»fﬂ r%imbul—ib
masulk ke dlm pif _ dari pipa per- i} tinggal dim . § o masa bt
pa per satuan - satuan luas || vipa per So- ru cleh
__lusus A b o _‘tu:m wakiu | | _nr'eal-:s‘j. J
1 ' | IT ITI ' IRy
Pada pembentukan Model ini jang ditinjan masalah masalah tangg
feaksi kimia,jadi suku ke IV pada pernyalaan dlatag diangrap nel
malca 1 '
- - - -
KMasa fluida yg ma—: Masa yr keluar | Masa yg tarting~[
suk ke pipa ver sa-1 = | dari pipa per -[{ +]gal dim pipa psr| + O
tuan luas satuan luas aatuan waltu l
) I S T 1 T v
M A (v b
Moot Vi



ataw :  ILT = I - II

Laju alir Masa | - Laju alir Masa
yang tertinggal | = | yg masuk ke pi-

persatuan waktu ! pa per satuan

luas

Alovmulasicadalah zat-zatyang tertinggal

,» malka

Laju alir Maza
w | yg keluar dari
ripa persatuan

luas

B i
L N B B B R Y (, s, )

dalam proses perpindahan,.

Jadi JTT dapat:dinamakan_Akumulasi
Untuls lebih jelasnya'diambil contoh sbb
_ Fluida dialirlkan pada sebuah
=W

1o

panjang pipa L sedsng luas pe

as penampang belakang S.,kera

adu alir Masa.

pipa dengan kKecepatan V
nampang depan Sl dan 1u-

patan fiuida =

2°? :
? seperti tampak pads gambar V,-- w-2=12%
- - .-:.'0-3:}30
_Z A W ./v= Yo -
7 | —
5 243 .
7"1'3" ﬁwgm' . V..- 2 :
v L = =15

Laju alir = = Kerapatan ,

Jadi, Laju alir !lasa yang masuk pipa = S

Laju alir Masa vang keluar pipa =

Laju alir Masa yvang tertingrsal dal
2

iecepatan_:JDgV.

- Y
So-pY

am pipa persatusan walklu

il

1 .- perubahan vangs tor -

Laju Akumulasi Masa = volume pip

b

lim;P(X,y,z,t+At)_~

tinggal per st wakiu,

(%,¥42,t)

C AL0 AL

=8, . L .o 308, =238

r fat r

- Sesual dengan persamaan (1 ) didapat

L ap
P L ‘Téi" = Sl if’v]masuk

P




Dalam setiap fluida yang mengalir teq

dahan momentum yaitu

Perpindahan Mowment

rdapat dua jenis perpin-

urn Molekuler

Perpinduban Momentum Konvelsi

Perpindahan Momentum Molekuler

. . 2 :
karena gaya tarik menarik antara molekul”™ dan arahnya

Turul kocordinat.,

Perpindahan yang disebablkan-~

Perpindahan Momertum Konveksi :

}

Yo
e B8~

Perpindahan yang disebabzan

aliran masa,karepa senua masa yang bergerak akan nmembawa

perpindahan momentum,

Dengan mengingat Hukum Kekekalan Mol

-
.

nentum yang berbunyi

" Momrenfum suatu zat tidak dapat musnah akan tetapl hanys ber-

ubzh bentuk " maka untuk menerapkan pa

tum.dapat.dinyatakanrsbb'

Leju alir Mowmentum
yg tertinpggal da <
1l volume per sa-

tun walktu -

s

!

Momentum

Laju alir Momenbum:

il

m

da perpindahan momen -

. . | . .

Laju alir Momen- Laju alir Mo-

tum yg masuk| ke _ | mentun yg ke~

volume per satu- luar volum

an luas persatuan luas
.V

Laju aliyr nmasa .

kecepatan = PV .V

Laju alir Momentum yg masul per satuan iuas = PV.V ‘S]
n 1t ! }?g:licluar n i ::/PV.,V - Sa

Laju Akumulasi Momenium:

- A —
~J9V'J’51|masu

PR R A TR

[

i “,f’v“v‘”arkeluarf

¢ 3

PR R R




" Persamaan {( 3 ) mcrupakan pecgpindahan gecara Fonveksi,

Dan untult perpindahan secara molekulernya

. . - : . - \./ 2
D =3 (Y z
La;) u alir m _o"_m entum masule : . b] ma SUI{

Laju alir momentum heluar;l\?z 52 reluar

- ) RN T s 3
Lan Akumu1a31 Momcgtum © B4 pasuk 2 sluar

R N A R B Y ( }*} )

Perpindahan Panas/Enérgi

Konduksi ; peristiwa perpidahan panas dari suhu yang tinggli ke-

r
Dalam perpindahan panas secara konduksi,terjadi perpindahan e -

-

suhu yang rendah

nergi karena hubungan wolekul secara langsung tanpa adanya ner-
pindahan molekul yang cukup besar,
Energi Mekanis .= Energl Dalam + knergi Kinetik

Energi Dalaw : Energl yang dimiliki oleh| suatu molekul zat

yang disebahbikan kecepatan; dan posisi rela -
tif molekulnya.

Inerei Kinetik

Bnergi‘yang dimiliki oleh| suatu molékﬁl -
diseb@bkan masa dan kecepatannya.
Energi Mekénis =pU + %pva
Energl Dalém U
Energi Kinetik : 3 £V°
Sesual dengan ﬁukum‘Kekekalan Energi yang berbunyi :
Enefgi/Panas suatu zat tidak dacgat musnah akan te-
tapi haﬁya:berﬁbah hentuk |

maka

Laju Energi yg i Laju Energi yg Laju Energi yg
masul: per st - = I keluar per st- |+ || tertinggal per
luas | Juas st waktu _ l

I o IT TII




atau 111 = I - II

TII disebul Akumulasi, Jadi

Laju Akumulasi Energl = Laju bnergl y

Laju Akumulasi Energi :LFU5+ %fV”mék

Berlaku pula untuk panas ( q ).

aju Ak asl Panas = -
Laju Akumulasi Panas [q ma sulk

g5 = luas

q

oomasu

k - Laju Energl

leegluar





