BAB II

MATERL PENDUKUNG

Sebelum membahas masalah utama , didalam bab i

ni akan diberikan beberapa materi yang mendukung dan me~

1ahdasinya , dengan tujﬁan supaya pembaca alkan dapat le-

bih memahami masalah yéng akkan dibicarakan , Namun dalam

penyampaian materi pendukung ini dianggap pembaca dapat -

mengerti dan memahami , sehingga ada teorema-teorema yang

sengaja tidak dibuktikan .

17,1 RUANG VEKTOR

I1.1.1  FIELD °

Pandang K suatu himpunan , |didefinisikan 2 ope

rasi yang disebut penjumlahan (+) dan pérkaliw

an (') >

K merupakan field apabila dipenuhi aksioma-ak=

sioma berikut ¢

e

2e

5

ke,

De
6o

Untulk setiap 2,b € K, maka a + b & K dan
a.,b € & ., Dikatakan K tertutup terhadap ope
rasi penjumlahen den perkalian . |
Untuk setiap a,b,c € K, malga <

(a+ D) +c=at+ (b + ¢)
Terdapat 0 € K , disebut elemen nol , sedg
mikian sehingga O + a = a +0 = a ; untu&
sétiap a €K .

Untuls masing-masing a € K , terdapatlah :

-2 € K , disebut negatip dari a , sedemiki-

o

an sehingga (-a) +a=a+(=a) =0
Untuk setiap a,b€ K , maka a + b = b + a
Untuk setizp a,b,c € K , maka

(abye = albe)




8.
9.

10.

Anggota-anggota (elemen~-ele

field disebut

IT.1.2 RUANG VEKTOR DIATAS SUATU FIE

3¢

Untuk setiap a,b,c € K|, maka :
(i). alb + ¢} = ab + ac
(i1). {b.+ c)la = ba + ¢a
Untuk setiap a,b € K , maka ¢ ab = ba
Terdapat 1 € K , disebut elemen satuan da-

ri X , sedemikian sehing

untuk setiap a € K .

Untuk masing-masing a # O € K

-1

sedemikian sebingga a~t

skalar .

ga 18.:&\1:&,

, terdapat

a”™ , disebut invers (kebalikan) dari a ,

a = aa”:’“ = 1

men) dari suatu

LD ¢

Pandang suatu himpunan V dan

suatu field K .

'Didafiﬁisikan operasi p?njumlahan terhadap

elemen-elemen V dan perkal%an elemen-elemen V-

dengan elemen K (disebut éerkalian skalar) .‘

Malka V‘disebwt rﬁéng vekto%-diatas field K ,

bila dipenuhi

'l-

2a

be

5’ .

Untuk setiap u,vé&€ V é
u+vE€V dan au €V
Untuk setiap u,v,w € V

(w+ v) +w=u+ (v+w

an a2 € K , maka :

s maka :

)

Untuk setizp u,v € V dan a € K , maka :

alu + V) = au + av
Terdapat 0 GIV , disebu
demikian sehingga untuk
berlaku ¢ O + @ = W + 0
Untﬁk masingwmésing u

-u € V , sedemikian sehi

t vektor nol , se-
setiap u e”v ) |

= 1

€ V , terdapatlah

ngga



Ly

6. Untuk setiap wuw,v € V., maka :
U+ Vv=V+U

7o Untuﬁ setiap w € V dan a,b € K , berlaku
{i); (a + blu = au + bu

(1i). (ab)u = al(bu)

§. Untuk setiap u €V ber%aku lu = u , dima

na l;adalah elemen satuwan dari K .

Anggota-anggota dari suatu ruang vektor adalah

vekltor .

\
II.1.3 RUANG VEKTOR BAGIAN ( SUBSPAq ) ¢
|

Pandang suatu ruang vektor V. W adalah hlmpun‘
nan baglan dari V , Misal dengan gifat khusus
W memenuhi semua aksiloma r&ang vektor , sehing
ga merupakan ruang velrtor ersendlrl s maka W,
| disebut ruang vektor baélan (subspace) darl'
V.  Selanjutnya akan menyebut raang bagi-
an dari V .,
.ﬁntuk ﬁenentukan apakah W merupakan ruang bagi
an cﬁkup.diperiksa sebagal berikut : |
1. W £ ¢ (W tidak hampa) , untuk ituxﬁiﬁé akan
tunjukkan bahwa vektor O € W .
2e Untuk setiap myn €W , maka m+ n €W .
3, Untuk setiap m € W dan a €K (skalar) ,
mals. am € W o,
Maka.Wﬁadalah ruang bagian|dari V .

Tr.l.s VEKTOR BEBAS LINIER DAN BERGANTUNG LINIER :

DEFINIST TI.1 @

Himpunan m buah .Vekt'or {ulguagooc'rvcvc.,um} |

- t b i diiian TEmt v (M ngarle Aanendent)



bila terdapat‘skalarmskala

yang tidak semua nol , sed

a1U1.+ a2u2 + gsesssenne

( O adalah vektor nol )

Himpunan {'ulpuzg sess 00

‘bebas linier ( linearly in

-
»

dipenuhi
alul'+ a2u2 + T EEREEEERN
- hanya jika A1=85F e

-
-

TT.1.5 KOMBINASI LINIER

DEFINIST IT.2 :

Suatu vektor V dikatakan s
linier dari vekior-vektor

"~ bila térdapat skalar-skala

-
*

sedemikian sehingga

V = aiul f aaua + ses s e e

¥

DEFINISI II.3

Suatu himpunan vektor-vekt
disebut suatu sistim pembe
dari ruang:vektoE'V', ditu

V = L {ul’ua’.olo-..-u,

bila setiap vektor v €V

gai kombinasi linier dari {

-
-

IL.1.6 DIMENSI DAN BASIS

DEFINTISY IT.4 :

Se

r al’aasﬂlitl.,am

-
.

emikian sehingga

ssney um } disebut

dependent ) bila

scess + 8 W =70
mm

sesenvse = am = 0

ebagai kombinasi

{ ul’.ug,...."l"un;‘}

LT ai,aa,....o.,an

u.

[N ] + a n

n

Or' { ul’uz’oooho.’um}
ntuk ('generator )

-
-

1lis
w }
dapat ditulis sebg

u.l,uz,.......,um}-‘



ruang vektor dinyétakan oleh teorema 1

TEOREMA II.7 :

Swatw ruang vektor V dilkats
bila dapat diketemukan suat
vektor € V‘yangfbébas linie
ap himpunan (n + 1) vektor-
berganfﬁng linier , dengan
_nyaknya maksimum vektor-vek

iinier adalah n .

fﬁ%

.kap berdimensi n
w himpunan n vektor
v 4 Sedangkan seti-
.vektor € V selalu
perkataan laih‘, bg

tor € V yang bebas

Hubungan antara sistim pembentuk dan dimensi

Catatan

er=.uMudah'diterangkan bahwa bila {IH
merupakan sistinm pembéntuk yang hergal
dang maksimum vektor-vektor diantara
yang bebag linier adalah { HysUsgeeee
{ Wy gUygennesenesly }:nga merupakan

Jadi dalam hal ini dimensinya adalah

DEFINISI IT.5 @

Setiapin vektor { al,ua,..

"bebas linier dari V , ruang

rerikut

*
o

pevreneglly } yang

s
i

vektor Jimensi n.

pasti merupakan sistinm pempentuk dari V «

\
I

|

Suatu sistim pembentuk tidak perlu bebas lini-

atung linier -4
....,wp 1 , maka

B

,uay...w..@..,um=} 
se-

{ ul,.'ﬂag.r- RN -.,Wm}

-
-

sistim pembentuk .

Setiap sistim pembentuk yang bebas linier di-

sebut BASIS dari ruang vek

- -
-

Atan

Setiap aimpunan n vektor-y

- nier {'ul,u

ajuco'uou-tvcvno

vektor berdimensi n , dise

ang vektor .

tor tersebut .

ektor yang bebas 1i

ees } dari ruang

put basis dari ru-



TEOREMA. II.8

Apablla { ul,u?gol.."l.,u

ri ruang vektor V berdimens
veEYV dapat dinyatakan secs

kombinasi linier dari {11

5

misal 2 v = alu + a W, + o

1 272

dan n»tupel_skalar (al’aa"

1

adalah basis da-

i n , maka setiap

.ra. tunggal sebagai

u",,..l’ﬂﬂ."l‘.l“',‘un}

.‘...0'0.+anun

"'f'”’an) disebut -

koordinat v relatif terhadap basis {lﬁfﬂbﬂ'°d

.r...-o.:,uﬁn } -

-
-

IT.2 MATRIKS

iIT.2,1

RUANG BARIS DAN RUANG KOLOM DARI SUATU MATRIKS

L]
-

Panda ng matruks A berukuran (mnn) dengan ele-

men-elemennya bilangan il e

" 8y  Byp o eeereccece B3 T
g By,  wessesecss By
vos vee sossesesos  ees
B & B sealbosescs amn ]
Tiaputiap ﬁaris dari A dapat dipandéﬁg 5@w
bagai sebuah vektor Bl = (all’ala"”""""aln) ?
BZ " (aal,aaa,.........,aan) ’
eesecvesssssessaetrasenrne g
sesesvsscsrresmsassererre e E
B = (aml’ama"""'°"’amn)

dapat

DAFINISI II.6

Ruang baris dari matriks riil A(m%n)

aisebut sebagai vektor-vektor baris dari A .

adalah

- -

A anX

L2 4 TR ¥ TR



tuk oleh vektor-vektor bamis dari A , dengan

- perkataan lain , ruang bavis dari A adalah :

L LB yBareeeseenaesB b o

Analog dengan ruang baris dan vektor baris
dari matriks A , adalah ruang kolom dan vek
tor koiom dari matriks A J Vektor-vektor ko-
lom deri metriks A adalah :
,Al =

. (all,aal,...o.....gaml) I
A =
2

(alayaaayooom-o-.o,ama) [

0..0..0‘.-". A SN B O DN B R OB D A S S TR BN N A ¥
ﬁ’.t'ﬂ.‘ﬂb....’....l’l'G...G..",

;An = (aln,aan,onoucocco’amn) .

DEFINISY II.7 :

Ruang kolom dari matriks A adalah ruang vek-
tor bagian dari BT yang dibentuk oleh vektor
vektor kolom dari A , &engan perkataan lain

ruzng kolom dari matriks A adalah :
L {Al,Aay-aoown-o’An'} -

1T.2.2  RANK MATRIKS :

DEFINISI I1.8 :

Rank baris dari matrike A adalsh dimensi da-
ri ruang baris matriks A , '
Rank kolom dari matriks A adalah dimensi dau.
ri ruang kolom matriks A &
'Ternxéta bahwa rank baris| = rank kolom , ma-
ka rank matriks A didefinisikan sebagai har-
ga rank baris = rank kolom dari A tersebut .

Ditulis »(4) atau rank(A) .




B

Rank dari matriks menyatakan jumlah maksimum .

vektorhvektcr'baris/kdlom yaﬁg bebas linier .

IT.3 PERSAMAAN.PERSAMAAN LINIER :

DEFINIST II1.9

TEOREMA TI.9 :

 (solusi) dari persamaan ,

Bentuk .
entuk ‘alxl

+ aEXE + .'Ol)l’lr.".": + anxn =b

diseﬁut persamaan linier ”'éi dan b adalah

skalar ', dimana ai'disebut

koefisien dan. b di

sebut kenstanta dari persamaan .

xj_ = i’xa".""';_'""“""xn

disebut "anu"

(undeterminants/unknows/variables) .

Sekumpularn harga darl anu

X - e ev s eev Y X =
2 k2 3o ¥ *n En

I‘; : A l""!.ﬂ'.!.
a1 1 + aaga +

Jawaban tersebut dapat

. si 1f-ek£0r ::[ kl.,k-?,ncctotn

dan disebut jawab vektor d

Smatu susunan persamaan 11

jawab {consistent) apabila
sien = rank matriks lengka

rank(4) = rank(A , B)

, katskanlah x =l .
, disebut Jewaban
apabila dipenubd

, + ak =Db
n i

" ditulis dalan nota-

: o
’kn ] atau k

e ¢ o N

e & o
“3'

b

ard persamaan .

nier akan mempunyai
rank matriks koefi

p atau bila *

Matriks lengkap (A , B) adalah matriks @




10«

3.11 : 812 sareeevrroe aln
aal 3.22 saesceese aan
a ' CRCRC IR BB
L mi ama amn
IT.3.1 | SISTIM: PERSAMAAW LENTER HOMOGEN
ke : e i R U
Kaleu semua konstata b, = 0 , persamaan menjz
di ¢+ AX = O '

a . o : . -
ll}gnl + alaxE + PO B3 B A A B + alnxn —

aalxl + a22X2 +

voweseesse 't &, K = 0

2n'n

'..GC.'.'..‘.00.'.00......."l‘i"ll........'

.‘GCU'O'IlF.G‘.t}-l.'ll'.ﬂ.ﬂ.'ﬁ.IWOEI'.C'-.ID

a ¥, + g X, +

m“1l . Tm22
Atau ¢

Alxl + Aaxa

sovenaseva vt & XK EO.

mimn n

t sescrverre +'AX' =0

nn

diSebut susunan persamaan linier homogen .

-Jelas‘rank(A)

= rank(A ,

0) , jadi persamaan

linier homcgen selalu mempunyai jawab . Harga-hargéet

b4 = X :.......;;Z=IX =

L 2

jelas selalu_memenwhi pe¥

samaan diatas . Jadi CO,O,O,..,Q..,.,.,ﬁ J pasti merupa

kan jawab dari persamaan linier homogen yang manapun .

Makz suatu persamaan 11nler homogen selalu

memnpunyai paling sedlklt satu jawab [‘O waocuooooooyO]

yang disebut Jawab nol atau jewab trilvial .

TEOREMA. IT.10 :

Semua jawab vektor dari persamaan linier ho- .

mogen membentuk suatu ruang vektor di R® |

£ e 2 ende2 mtn v~y T
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Dimensi L = (n = r} . Maka n = banysknya anu

dan r = rank matriks koefis

g
Jen A .

IT.3.2 - SISTIM, PERSAMALN, LINTER NONHOMOGEN :

Pandang versemaan linier AX

allxl + 5\.12}(2 + 8 .a o o:'o '.‘. [

a - - ! __'._ 4 _.‘
lel + azaxa 4= 0’0."_000!!

.GGO,QQ3.0'00’.1’.':';_‘_'..'.‘.._.’.Dv.
am:LXl +: amaXZ "ﬁ' TERSERRNR
Atau ¢

A.x- + A x +

11 22+ O H O NN EBEr

= B dimana B £ 0 .,
P ]
*oas X, = b

L I N BN EE BRSO B BN )

+ & b
mnn m

A x =B, dimana
“n"n

AI,Aa,y‘.,.u,.,,An adalah vektor-vekbtor kolom

dari matriks koefisien A .

Persamaan linier diatas dis

ebut nonhomogen .

Persamaan linier nonhomogen akan mempunyal ja

wab apabila rank(k) = rank(a , B) .

IT.4 TRANSFORMASI LINIER o

IT.4h4e1 PENGERTIAN TRANSFORMASI :

:Pandang 2 buah himpunan A dan B o Kemudian dg

" ngan suatu aturan‘terteﬁtw £y ‘daﬁ mengkai tkan/mengka -

wenkan setiap x € A dengan satu dan hanya satu y € B .

Dikatakan : terdapat suatu fungsi £ ¢

Cantoh @
Misalkan : &

{ ®poxpexg

B = {93, }

]

Maka ¢

A ————>B




12s.

(1)e A B
X .

X, s | ! "yl
2" -

%3] ™Yo

Terlihat bahwa setiap x € A mempunyai
satu pasangan y € Bl .

Jagi f adalah fungsi Ae——3B ,

(ii). ; A | B

X
18 |y

Xan

31"'"

Terlihat béhwa‘tidak semua X € A men-
punyai pasangan ¢ disini xa tidak mem-
punyai pasangan . Jadi g bukan fungsi .

(3ii). - A - B

X e

x, ,,._,:‘><

Terlihat bahwa terdapat x € A , disini

X, mempunyai lebih dari satu pasangan g4

1
yaitu ¥y dan Yo € B . Jadi h bukan fung

‘_Si »

Himpunan A diatas disebut Domain dan himpunaﬁ
B'disebut:C@dGmain dari fungsi f tersebut .

Yang menjadi pokok pembicaraan " " . nanti ada

lah fungsi-fungsi dimana domain dan codcmainnya,merupa -

kan ruang vektor . Untuk int igkan ddipilih menggunakan

perkataan:"transformasi" sebagai pengganti kata fungsi



TI lie2  PERGANTIAN BASIS -

150

Salak satu transfdrmasi-vektor yang peting a-

dalah transformasi sebagal akibat perg

ruang vektor . Sehingga dalam hal ini

adalah tetap hanyaicara menyatakannya

Kita pandang misalnya R2 -

yang bebas linier selalu dapat dijadik
vektor yang membentuk suatu basis dise
basis dari basis tersebut . Setiap vek

nyétakan secara tunggal sebagai kombir

vektor-vektor basis .

‘Misalkan p € R® ,- terheda

dalah p = a

b 151 2°;
{?litZ } adalan P = bty + byt
Koordinat t-adalah[

o~

(2;§ﬁ?katakan

s}
as

basis { sl,sa'} dan | b, Jrelatif terhs

1

" “airasakan bah
2

Secara abstrak dapst.
transformasi R@-+“+_ﬁ>R sebagai ak
sis { gl,sz} menjadi {tl,ﬁa } , dima

dalah a

1
a
2

+ gzsz » sedang terhads

rantian basis dari
sebenaraya vektor

yang berubah .

Setiap 2 vektor

carl basis . Vektor-
but vektor-vektor
ctor € RS dapat di~ -

1251 linier dari -

) basis 4 81?52} a-

p basis lain yaiti
]Ielatif terhadap

dap basis {tl,ta}

4181

bty

P + a2S2 .

bt

Bty

wa terdapat suatu
ibat perubahan ba-

na salah satunya a-




Selama ini |

-1#w

selalu menggunakan basis da -

sar yang disebut basis natural s disingkat { ei} dengan

vektor-vektor basis i 1
Oi

Untuk R ,

r -
€: = l ', e Zro g errsserovoss
Plel f

: :

L O L O

Vektor-vektor tersebut saling tegak lurus dan

sing panjengnya = 1 satuan , disebut

pal .

Contoh @

L
5

Koordinat vektor v [‘ ]

' basis.{ e.} . Kalaw dilaku
i

basis nalturalnya ferdiri atas n vektor-vektor:

r

Hassanera0edp O

1 &

§

masing-ma-

juga basis orthogo-

‘relatif terhadap

kan pergantian ba-

sis ke_f;asﬁ.s {fi} vy =17 , £, =]0
1 L2
maka berlaku : 4|1 [+ 5]0]=a]1l[+ |0
_ 0 i1 1 2
diperoleh : L = a } a =k }
' ' 1 f
= +2.b b ==
> =a z
artinya 4 1 adalah koordinat vektor v rela
L |
2

tif terhadap { £, } .

e .
o

DEFINISY 11.10

Misal {'ei} adaléh:bgsis nateral dan {fi} bé:

sis yang lain dari RB , dimana berlakw

L]
-



fl = allgi-+ aelae‘2 4 aesea
£f = a’ , a
2 % Bpyfp T BB Foeeces

f = “ A ER NS
n = %yt anaea.k
f “00.‘.‘..3.‘ -
( 11f2§ . [£)

le) T

(ellealaw.;.. »

2

s R COLSE

* P E RS ED

i aln aen o & va s ¢oe ann )
: Matriks P ? all aal ceeeveteas . anls
ala 322 veevesnere anz

PRI B R B Y

a,

| 1o a .

2n

disebut matriks TRANSISI ¢
sis lama {ei} menjadi basi
Ditulis pula P = PI

Jelas karena {fj} basis ,

22 L3 BRI BN BE BN BN J anz

IR I B B IR

&

!«!oaaou“!‘al n

n
(KRR RN + aanen

[ 2N BN B BN AN BN BN K BN N A 4

essence T &
nn

33
n

21 foio.o.o anl -

® & e e 0 b eI

a3 OB O eEreS

'R L RN RN ]

¢ T 8D DS e T HFIE

a
nn J

ew e e

s baru {fi} .

1o

lari pergantian ba~-

maka bebas linier

sehingga maﬁrik3'P mempunyai invers P"1= Q-

berarti i.(el!eai....wofe

o= (el e e e

sehingga ( merupakan matriks transisi dari

pergantian basis lama {fi

ﬂl{&i%,l

}Jmenjadi basis ba-

TEOREMA ITI.11 =

Jike M suatu titik di R® berkoordinat :

terhadap basiz lama

(X, 3% peeusoesXx, ) relatif



16+

{ ei} dan berkgordinat (yl,ya,,,,......ﬁyh)
relatif terhadap basis baru qf_} yang titik

awalnya (titik nol) adalah| O, €c1’ca"""’c )

maka berlaku :

I . — “ 5T k..‘.
X = [ e | +P[yy

KMe o 2 »
e & & @
e & a ®

L. “n'] L "npo-

”‘fP adalah matriks transisi .

BUETT : : ' 02

'OlM = qloe + 02M
Xlel + }126‘2 + lt....l'o:rtbl + xnen

= clel+6292+°""' -+c e +'ylfl+y2f2+'.a.....

L IR -+ynen

Secaraimatriks .

Qell eal PP X U «I—I en) i Xl T =
| x}
| *n ]
(elleé[..ﬂ.,len) "oy ] A APIPEE AR
| 2 | Yo
. ¢y | N

Kalau P matriks transisi j; berartl :

P | i - % tolt e | e ¥



]l?r!o__ .

Sehﬂngga.::

X . L
(el 92 ttill.l"Ill' en) Xl ==
2
| *h
(el 82 :;wno en) [ GC11 4 (el 92 ssaw en) P yl-
[ »
il .
."- *
a—n 3 L. yn-i
Jadi * -
xl = cl + P yl
R 2 T2
L .‘ L
-.. -t. L ]
| %n | ®n | n

TEOREMA IT.12 +

Vektor v berkoordinat (x],xa,.ao....,xn) re-
latif terhadap basis {ei} . (yi,ya,,,,,."yn)

relatif terhadap basis baru (£}, meka berlz

ku s [x, T = [
| u | Xl | =. P yl |
X2 T2
- .
- e
| % L In |
Atzu ¢ : -] .
2 Ty . P 1 X,
Y2 x5
L 4 -
L ylﬁt o : . x]l J

~ P adalah matriks transisi pergantian

basis dard [ei} ke (ﬁi}' .




IT.he3 TRANSFORMAST VEKTOR LINIER

DEFINISI IT.11 @

.
-

Suatu transformasi T

ang vektor V ke ruang vekto

T disebux transfdrmasi vekt

penuhi

(1), Untuk setiap V. ,v

172
Tgvl) + T(va) = ?{vl

(ii). Untuk setiap v e V d

ku

(33

a T(v) = T(av)

‘Pandang:

velctor linier «
CATE
{£:}s1

T(él),T(eE},..,..;;r,,T(en) adalah ve

l,ajrcoo-a’.n. ¥ ba

i

lsaytacoc,m ] ba

li

di R , sehingga merupakan kombinasi 1

Missal :

+ f

2172
f

&, + ane

f b 4+ sed

CBipty Y Epte v

PR E R RS I N R R I B A

i

T(ea)

e e

T(en)

poaeree R d RV EIAdeerD Rl

It

anfl + e

1

+a, T
“en 2

DEFINIST IT.12

Transpose dari matriks koefislen diatas

all ala aTreso ISP aln

a‘21 ) a22 asecrIeeRne 3.211

[T] - FEEEEEEEEEEEEE R A N N A
e ,

REXEEREEXEEENELENES

V -

18.

——23 W dari ru-~
r W . Transformasi

or linier bila di-

€V, maka :

+ v2)

an skalar a berla-

uabu transformasi

sis natural dari RV

sis natural dari Rm

ktor-velktor linler

inier dari { £;}.

soaere T aml’_fm

LR B + amafm

PIE IR B B B R U B A

_.l'..'..ul.ﬂ'.’

+ a f
mn m

LIE O N A ]

@
o

CRCR N R B R BRI A

- ~

=
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disebut matriks REPRESENTASI dari transforma- .
si linier T , singkatnya matriks transformasi

dari T , relatif terhadap basis-basis natural

{ & } 'rc.an { fi} o
Catatan :

Kalau matriks tersebut : di tulis secara ko-
lcm menjadi @

[T(GI}IT(QZ} I errgecsaey .‘T'(en)]::

[ fll:tj‘aluucccolfm] "all ala ‘eeveswae aln-l

aal aaa seesceas aan

'EEE R NN NI N N A S N A

O BB FPEOPTRERI TIPSR

a a a
1 ml lna reEreIIe T !nn

wl

10 rewese 01 Pall ala seessvey a.ln“ E

o 1 gasoee 0 aal aaz cesase e aan

 weel @S RBEOBETS s tReerssssrtiersneedd

]

'EEERERE N N RN ER N/ 'YYERELAEEEER NN ENNE B RN B

L.O O ooo-ce.l- La a uoooon-.-a

ml me nn |
=l

Jadi kolom-kolom dari matriks transformasi

n

_mérupakan peta dari vektor-vektor basis . Mencari ma-
triks: tra&asfomaéi tak lain dari pada mencari peta da-

ri vektor basis .

TEQREMA TI,13 :

Bila v = v. T vektor &€ R .
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Suatu transformasi linier dengan [T]e matriks
transformasi relatif terhadap basis natural ,

maka berlaku :

w=Tv)=T[v, T = [T] v
i e
Vo
L Vi
BULTL ¢
T i T = T [ v | i T B o9 @ 0o s " ] 7
Vl 1 + T 3 4 + T 8
T2 ) 2 .
L%n-_ ;* 0. -0 4 | | Vn)
ey PL12T4 v THOT 4 soeet v, 710
i o 2 1 , nl g
e o .
0 ] ;5 1
- | | ‘
= viTQel} + VéT(ea) ¥ cesves + vnT(en3
= [ oce. YIT€ Tre1
= [T(el)‘T(ea)‘...,.a.lT(en)] v, |
\P)
| L Vn |
ﬁ = [T]ey
Contoh :

T s REe———3R° dimana diketahui :

2, D—I>, -2)

T
(-1 5 1) ——— (-1 , 1}
Mala untuk menentukan transformasi T tersebub:
akan " gicari matriks transformasi ditulis @
T(2 5 1) = (5, ~2) }

e 1Y — (. 1)
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2T(1 4, 0) + 1T(0 , 1) = (5, =2)
"'1T(1 ¥ O) ‘+ 1T(O ¥ l) = ("‘l 9 1)
301 , 0) = (6], ~3)
Jadi T(1 , 0) = %-66 y =3)
= (2 ¥: "'l)
Malkkz, : ZT(1 , 0) # T(0 , 1) = (5 , -2)
2(2 ., "1) :+ T(O ¥ l: - (5 ] "2)
_ TEO Wi I) = (5 ¥ “2) - CH ¥ "2)
= (1 T O) _
Jadi matriks [Tjg =Tz 1
' -1 0

dan rumus transformasinya !

e g

Tixl = :T']e Xy ::[:2 l'] Xq
"J [Xa] it xz]
. = le-z-‘x‘z |
!
atau :L T(x, 5 %) =;(2xl F X, g mXy)
DEFINISI IL,13 : |
Suatu tranéform&si £ : A ———>B disebut

satu-satu atau injektif ji
yang berbeda dari A mempun

berbeda , yaitu jika a # a

atau jika f€a) # f£(a') mak

DEFINIST IT.14 ¢

 suatu fransformasi.f t A
onto atau Surjektif , jika

1ah kawan dari a € A .

ka setiap elemen
vai Kawan yang -
‘mdﬁ.ﬂa)#fﬂaﬂ_

a a # al

3B disebut
setiap b € B'a@gi




22a

Suatu treansformasi dJimana memenuhi satu-satu

dén onto atau injektif dan surjektif disebut bijektif .

DEFINISI II.15 :

Suatu transformasi linier £ ¢ V s T

disebut suatu isOmorphisma jika transformasi-
hya satwnsatu . _
Ruang vektor V dan U disebut isomorphilk jika.

“isomorphisma dari V ke U .,

TEOREMA IT.14 @

Migal V dan U adalah ruang vektor-ruang vek- :
tor diatas suatu field K o Misalnya {vl,vé,,.
.-..—...:,'vn} baSlS dari V dan migal ul,uz,_-”.-.
cereyl  adalah vektor-vektor dalem U . Maka
ada transformasi linier tunggal F o V=T
sedemikian sehingga F(vlj = Uy g F(VZ) = Uss

!'DtrO:illc ’ chn)'= u.n

BIKTL =

-Ada % langkah untuk membuktikannya @

(i). Didefinisikan suatu transformasi 3
F;: VY ——seee—3 T sedemikian sehingga
F(vi) = U.i untuk i = 1.,2_,90:;010-,.11 -«
Misal v e v . {vl’va’ ""'.'”"!Vﬁn} baSiS
pasis dari V. , ada skalar-skalar tunggal
al’aa"'““"”’:an & K , untuk mana °?

v = alv]_ + aava + evbovees +t anvn .

“pidefinisikan F i V—>U .dengan

F(V) = alm:l. + aal‘la +| goesecosew + anmn

untu:lﬂ i= 112,|Q00tci¢--ooe;n ¥ maka ¢

V. = O'V_ + Ovﬂ - o—ccp*t."i‘ 1V_§ + sset evn



(ii}. Anggap

(iii).

F(vl,) _

= .t-oo-. + lu sooaew by
| . b F iui_+ ‘ + Own_
F(v,) = u,
l_ I
vV = : @
alvl+§2v2+ sovse e + anvn
= b A “ e EES EN
w 1vl+b2v2+ + bnvn

meka

1+

Untuk setiap k€ K

v+ oW oE (al+bl)v

srecoas T a -+ :
» ( n bn)vn

¥

kv = k .

-4 . alvl l"kaava"' eesesseso T lia.nvn

Dari definisi transformasi F ,

E(V) = alul Foasl, Hoesescees Foal,

F(W’)': blu.l + b2w2 + eeveaces + bnwn

Maka _

FCV + w) = Eal.}-'bl}qi _r+f..w‘,4&l(é.an+bn)mn

= §a1u1+_......;... + anwn) +
| {:blul'l' dlecescanwe +bn'|1~n}

Flv + w) = F(v) + F{w)

F§KV3 = k Qalul+a2w2+ caere T oAU
= Kk ¥(v)

‘Jadi F linier »

Migal ada G : »U yang linier

Ean‘ vai} = ui ¥ i 2'152,-¢oo-r,n *

Jika V’\: alv1+a2v + Ol'.‘#{l'f.. + anvn

maka :

G(v) = &(a1v1+a2v2+ cosseeves F gnvn) .
= al(}( Vlj""’aaG(Ya)'F snoest anG(Vn)
= altll + aaua ‘T casender +- anEEn

G{v) = F{w) |
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Karena &{v) = F(v) untuk setiap v ¢ V , maka ;
G = F . Jadi F adalah tunggal .

IT.L.4 RUANG PETA DAN RUANG NOL :

DEFINIST IT.16 :

—>0U  guatu transformasi lie-

Misal F : v

nier ,‘makaj: Tm (F) = { u ﬁ U F(v)‘z_ur, un-
tuk v € 11 } s adalah suatu ﬁimpunan;bagianldari
U , disebut RUANG PETA (image) dari transforma-
si liniér F .
Misal F V*—w——f——bU suatu transformasi lini-
er , maka : Ker(F) = E v€ Vi F(v) =0 }:, ada
1lah suatu himpunan bagian dari V , disebut RU~

ANG NOL (kernel) dari transformasi linier F .

TEOREMA IL.15 :

Misal FF 3 V 3U sustu transformasi 1i-
nier , maka: Im (F) adalah:rpang bagian dari U

dan Ker(F) édalah ruang bagian dari V o

PEOREMA IT,.16 :

Bila V berdimensi berhingga dan misal :

F 3 V——————30 suatu transformasi linier

maka : dim V = dim (Ker(F)) + dim (Im(F)) .

DEFINTST IT. 17 :

Suatu transformasi linier F : V > 1
disebut:singular jika setiap kawan dari'vek-
tor‘yané tidak nol dibawah [F adalah nol . Ya-
itu jiké terdapat V€ V , v £ 0 dan F(v) = 0O
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Suatu transformasi linler F : v > U
: |
disebut nonsingular jika 0 €.V ditransforma-

sikan ke O € U atau Ker (F) = §0 ] .

TEOREMA I1.17 :

Transformasi linier F : ¥V ———>U adalah
homomorphisma jika dan hanya jika F nonsingu-

lar .

TEOREMA IT,18 :

Misal V dan U ruang vektor diatas field K .
Maka kolekéi dari semua transformasi linier
dari ¥ ke U dengan hukum adisi dan multipli-
kasi skalar adalah suatu ruang vektor diatas
K . Ruaﬁg ini dinamakan Hom (V,¥) o Dalam
hal ini ¥ dan U berdimensi berhingga .

Misal dim V=m dan dim U = n , maka :

i

dim FHom (V,U) = mn .






