BAB I |
PENDAHULUAN
Tujuan hasil study pustakea yang berjudul ruang topo-
logi pergandaan ini adalah untuk memperkenalkan ruang topo-
" logi pergandaan, Pokok bahasah tentang ruang topologi per-
randaan terdapat pada bab IV yang meliputi topologi pergan-
-daan,fruéng topologi pergandaan terpisah, ruang topologi

pergandaan regulat:, fungsi kontinu dan fungsi homeonor-

phism pada ruang topologi. pergandaan. Sedangkan pada bab I,

IT dan III’merupakan penunjang.
Tuliszn ini diakhiri dengan kesimpulan pada bab V,

 Pada bab IT dibahas tentang ruang topologi yang meli
puti konsep tentang topologi, basis dan subbasis, himpunan
tertutup, persekitaran, sistem fundamental pada ruang topo-
1ogi,‘penutup,interior,ititik limit, exterier dan boundary
suatu‘himpunan serta dibahas tentang ruang topologi terpi-
sah, ruang topologi regular dan ruang bagian.

| Pada bab IIT dibahas tentang pemetaan pada ruang to-
pologi yang meliput1 fungsi kontinu, homeomorphism dan 1n;«
tial topologi. |

Sedangkan pada bab I dibahas tentang konsep perganda

an kartesius, pengertian dan macam fungsi, rumus-rumus yang

verlaku dalam fungsi, proyeksi.

1.1 PERGANDAAN\KARTESIUS.
'Definisi 1.1.1.

Pergandaan Kartesius dari depa himpunan H dan K yang

ditulis H x K adalah himpunan sewua pasangan berurul

an (h,k) dengan h€H dan kEK.
HxK={(k)| h€H & k&K}.




Definisi l.l.2.
Dua pasangan berurutan (hy,kq) dan (k,,k,) dikatakan

sama bhb hlzhadan k1=k2 .
Catatan l.l.1. .
Pergandaan kartesius tidak hanya pada dua himpuﬁan
s#ja.
' Pergandaan kartesius dari himpunan-himpunan
"Hi,Hz,.......{,Hn adalah himpunan semua n tupel

2 ’
urutan diperhatikan.

(hl’h ...'..., hn)dengan hie Hi > i = 1,...,11 dan

Rumus - rumus. _
‘Diberikan H , K , M suatu himpunan,
1. BUK) x¥M=#xMVUE=xM,
Bukti : :

(HUK) x M

N

i

{(a,v) ] a€HUK & baM],

{ta,b) | a€H V a €K & veul.

{(a,b) [ (ACH & bEM) V (a€K & bEM)} .
{a,p) [4€n & van} U {(a,b)| a€K & bemM}.
(HxMUE x M |

2. (ExK)UM £ (HUM) x (KUM)' - SRR

]

Ini dapat dilihat pada contoh ini.
Ambil H = (n}, X ={k}, M={ml
Maksa H x K = {(h,5)}.
 (ExK)UM = {(h,k),m}.
HUM = {h,m},
KUM ={k,,ml. : A
(HUM) x (KUM) = {(h,m) , (m,m) , (b,K)}.
| :Jadi (H x K)UM £ (HUM) x (RUM),
3, Hx (KUM) = (H x K) U x M.
Bukti :




Hx (KUM) = {(a,b) |a€H & bEX V bE N},
= {(a,b) | (a€H & bEK) V (a€H & bEM)],
{(a,b) | aeu & vexr} U {(a,b) j a€H & bEM,
(Hxk)U (F x M),
(HxK) NHxM,

bo H x (KNM)

Bukti : ,

B x (KNM) = {(a,b) | a€H &SbERNM|.

| = {(a,b) |: a€H & bEK &bem}._'
= {(a,d) | (a€H & VEK) & (a€H & beM)},

{(a,p) | a€H & ve€K} N {(a,b) | a€H & veMy,
(ExK) N (Hx M, " o
(X z HY 0 (M x H), |

H

5‘o (KnM) x H

i

Bulkti :
(KﬂM)xH

{(a,1) | a€xnm e b€ H},

={(a,b) | aéK & a€HM & DENM],

= {(a,b) | (a€K & BEH) & (a€M & bEM)].

{(a,0) | a€k & ber} N{a,b) | aen & vemy,
(K ¥ H) N M xH), |

6. M xK)NMA EOAM) x KOM),

Ini dépat dilihat pada contoh ;

ambil B = {1, 2.

M={27 3},
- k={3, u}.
Maka : (H x K)NM = { (1,3),(1,4),(2,3),(2,)§ N {2,3}.
| .
HNM- = {2} , KNM={3}

@AM x (KNM) = {(2, 3)}
7. (8,0 Hy) % (K,NK,) = (By x Ky) r\_(H2 x K,)
Bukti : ' |
(5,0 Hy) x (8;NKy)={(a,p) | a€HNH, & DEKN K.}

={(a,v) | a€H, & aeH, & bEK, & bEK, ]
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(15,0 H,) x (B,NKy) ={(a, b)l a€H, & beK; & a€H, & DEKj,

= {(a b)l a€H . & b&Kﬂﬂ {(a b)[ aeH‘2
& b€ Kax

n

(5, x k;) 0 (Hla‘x K,)

8. (H3U H?_) x (E4U ,K?) (%I‘l x Kl) U (Hlx‘KaA) U (B, x ;<1>u

Bukti :
(HUE) x (KIU;{Z) ={ (a,0) | a€ HlUH & bexluxa‘s
. {(a b) l (aGHl v aG.H?) &
= {(a,0) | (a€Hy & DEXY) V
(aCHl & beKa) v (a-E H2 & bEK, )
v (aG.Hé‘& bexa)]
= {(a,b) | a €H) & bEK}U
{(a,,b)] agHy & bEKLU
[(a.,b) ] aeH & bEK;}U
{(a. o) | aé’.]H2 & bG.KE}
= (B, x k) U HE; xK) U H, x KU
(H, % Ky). |
9, Jika MCH dan NCK maka (M x K) N (H x N) = M x N,
Bukti : | |
Berdasarkan rumus l.4.1.8, maka
Mxk)N@ExN = MO x (KON,
Karena MCH maka MNH = |
Karena NCK maka X(IN = N

Sehingga (MOH) x (KNN) = M x.N.
10,(H - K) x M = (H x M) - (K x M),




(H-K) xM={(a,b) |lacH & a €K & beEM],

Sedangkan |

(HxM)-(KxM)_{(ab)[(a b)éﬁxm&(ab)qfxxm}

Perhatikan bahwa (a,b) & K x M berarti :

a¢jK.&b¢:Mat«aua€-K&'b¢Mataua¢K&beM.

Sehingga: ' o

(Hfo)-(KxM)-((a b){aeH&beM&a¢K&béM}.
= { (a, b)laGH&bEM&aef:K}

Jadi syarat keanggotaannya sama,

11.(H; x Hy) N (§y x Ky) = (B0 Kp) x (N Kp)

H

Bukti :
(8, x Hy) N (§y x Xp)

{ (a,b) l (a,b) € Hy x Hy &

(a b)EleKZ}
{(a,b) | a€H, & bEH, & a€K; &

1:»(-31{2}
[ (a,b)[gaeﬂlﬂ K, & bEH,NK,].

]

Byl Ky) x (HpNKp)

1.2 HIMPUNAN KUASA DAN KELUARGA HIMPUNAN - HIMPUNAN,.

Definisi 1.2.1 A - - |

‘ | Yang dimaksud himpunan kuasa dari himpunan X adalzh
himpunan semua himpunan ~ himpunanr bagian dari X, DL

beri notasi ? ().

Catatan 1.2.1,
Himpunan kuasa dari X Juga d:sajikan dengan Zx.

Defin131 1.2.2,

Keluarga himpuran-himpunan. atau koleksi himpunan-him
punan adalah svatu himpunan dengan anggota- anggota=-

nya juga himpunan-himpunan,

Demikianlah nmnama ?(X) adalah svatu keluarga him.;-



un-himpunan.

Selanjutnya setiap himpunan bagian darliP(X) merupakan suatu
kelvarga.
Untuk membedakan para anggota dari‘suatu keluarga maka se -
: ring digunakan himpuran indeks I. Umpamanya I = {1,2,3} maka
dengan {Xl} jg 1 Yimaksud keluarga {Xl, X5, X3\ dimana X; ada-

lah himpunan,

Definisi 1.3.3.
Himpunan jumlah D(X), dari suatu keluarga {x; }i &1

‘dengan I= {1 2 3,...} adalah gabungan dari semua ang
gota-anggotanya.

Jadi D(X) = X, U X, U XU,

Himpunan D(X) juga ditulis U;X,.

Para himpunan X tidak perlﬁ saling asing. Apablla sa-
ling asing, maka himpunah jumlah J(X) ditulis sebagai :
J(X) = Xy * X + Kz + e |
‘Catatan. 1.2.2.
l.Apabila himpunan index I adalah kosong yaitu I = &
| maka'f1ixi = S, dimana S = semesta.
Bukti :
.]-)iberikan xeﬂiXi dengan 1 &I = {1,2,3,...} , yang
berarti bahwa x € (XN X 0 XBG...). | |
Selanjutnya : xenixi bhb (V1i€1I) 4 xEX,.
vhb (Vi) . 16T=3 x€X;
Ambil % sebarang , 1 sebarang , I = ¢ ,
x€f X bthb 1&TI = F=x€X

Tl e N

bernilai benar,.

Pernyataan tersebut bernilai benar untuk setiap X

dari gemestanya, karena antesedennya adalah salah



f(¢ tidak punya anggota).
‘Sehingga untuk setiap x berlakulah xéiﬂixi,
Yaitu 4% = S. |
Jadi niXi = 3 jika i€1 = Qf.l
Z;Demikian juga apabila himpunan index I adalah ko-
song yaitu I = ¢ maka lJiXi =g .
Bukti
Diberikan x€ U;X; dengan i€ ={1,2,3,.. \ yang
berarti bahwa x€ (X U X, U §‘(3U‘...) “
Selanjutnya x€U;X, bhb (1) i€1 & x€X;.
Ambil x sebarang, suvatu iE€1I =9

x€U;X; bhb terdgpat i, dengan 1€ #&xeX;

—

i Vool

bernilai salah,
Pernyataan tersebut bernilai salah karena @ tidak
:mempunyai anggota._
Sehingga nntuk setiap x berlakulah x & U,X, yaitu
Ux =98
'JadiUiXi = ¢ jika 1€I1 =¢ .,
1.3.PENGERTIAN FUKGSI,
Definisi 1.3.1.
V  Suatu fungsi dari X ke Y (ataun X sebagai daerah sum~
ber dan Y sebagai daerah kawan) ialah suatu aturan

yang setiap anggota dari X menentukan dengan tunggal

satu anggota dari Y,
Rumus=-rumus.

Definisi 1l.3.2. | _
Dua fungsi f dan g dari X ke Y disebut sama bila dan
hanya bila untuk setiap x€X berlaku f(x) = g(x).

. Jadi f = g bhb (V.x€X) f£(x) = g(x).




Xy = x2z>f(Xi) = £(x,)
 Apabila ACX dan £(4) ={ f£(x) € Y|x €A}, maka
langsung dari definisi ini diturunkan :
Rumus 1.3.1 : ACB==) £(A) C ffB)..

Sebaliknya jika MCY dan f-l(M) adalah himpunan dari
bayangan invers dari anggota M, f"l(M) :{xexlf(x)eml,,

 maka langsung dari definisi ini diturunkan :

Rumus 1,3,2 : MCHK — f‘l(M) C f"l(N)
' Sebagai akibat dari definisi tersebut adalah :

Rumus 1.3.3 : x€27(£(x)) , 27y
Actza)) , 2(£71(u))

J
M

Rumus l.3.4 : f(AUB) = £(4) U £(B).
Bukti : | |
: Ka;.rena AC AUB maka £{A) C £f(AUB),
- BCAUB maka £(B) C f(4A UB),
Sehingga f(A) U £(B) C f(AUB) eevvrennaaali)s
Sekarang misalnya y € f(AUB). Maka ada xe.A.U B se-
demikian sehingga f(x) = J. |
- Karena x€AUB maka x€ A atau x€B.
Sehingga f(x) € f£(A) atau £(x) € £(B)
Karena f(x) = y maka y€& £(A) atau y & f(B), yang ber-
arti y € £(4) U £(B).
~ Maka terbukiti y€ f(AUB) = y€ £(4) U £(B).
. Sehingga f(AUB) C f£(A) U £(B), teeennnraanalil)
Dari (1) dan (i1) diperoleh f(AUB) = £(a) U £(B)

Rumus 1.3.5 : £(ANB) C £(&) N £(B}.
Bukti :
Karena AnB C A maka f(ANB) C £(4).
ANB T B maka f£(ANB) C £(B),



Ada kalanya f(ANB) # £(A) N £(B) .
Dapat dilihat diagram dibawah ini, ANB = ¢
éehingga f(ANB) = ¢ sedangkan f(A)NL(B) £ ¢

A £ £(A)

Rumue 1.3.6 : £-L(AUB) = ~1(a) U £1(B).

| Bukti:
L) = (xex | f(x) € ok
£~1(B) = (x€x [ £(x) & B,
Sehingga f 1(A) U £ie) = {xex | 2mre s v 2x)eBl.
{zex | £(x) € AUBJ.
= f"'l(AUB)

Rumus 1.3.7 : £°2(anB) = £~X) N £~1(B),

Bukti : |
| 'l(A) = {xex| £(x) € 4}.
“L®) = (x€x] 2(x) € B},

Sehingga =) n -1(s)

it

{xex|f(x)€A & £(x)€B.
{zex|2x) & anB),
t~lanB) .

Ii

Rumus 1.3.8 : £~1(a%) :‘(f"l(A))c
Bukti : o
| £ =f xex| 2(x)ehl.

Sehingga (e~la)§ = {xex l (x) €a }o
3 = {X€X | £(x) ¢ A},

={xex | fix) & Ac‘ v o= f_l(Ac)
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Rumusll.j.Q : f"l(,éli - B) = r1a) - f“l(B)

Bukti : |
7l - B) = e hans®) = i) NS

i) 0 (e

£1a) - £71B)

]

L

MACAM-MACAM FUNGSI

Definisl 1,3.3 7
1, f : X— Y suryektif bhb (Vye¥){TxEX).£{x)=Y.
2. f : X—— Y dnjektif bhd (¥x ,%,EX).1(x))=1(x,)
4"——*"—"'-';»:{1 = X,
3, Fungsi f yang injektif sekaligus suryektif dinamg
kan fungsi bijektif.
o Jika £ bijektif méka_f'l ¢t Y——— X disebut fungsi.
invers.
Le Bila f : X— ¥,
| g + ¥Y—— 2
" Maka h : X——— 2,
h adalah komposisi dari f dan g,
. h = g.f
g(f).
dan (g.£)"* = l.g

-1

3 5, Diagonal A < X x X adalah fungsi dan dinamakan

- fungsi identitas pada X .
“Dari sini A(x) = x , ¥x€EX,

1,4. - PROYEKSI.

- Untuk setiap k€I terdapat pr, yaif;u proyeksi ke k
dari yerg’andaan kartesius Tl"i & IXi into himpunan koordinat
9 ke:k yang didefinisikan oleh :

Pry {(xil iéI)} = Xy,

Pr s X1 X ... 'x X,,——-—#X‘k yang ditentukan oleh :




il

z = (‘xl ' Xp 3 v o oy .xn) =3 Pz = Xp.

Catatan I.4.1.
 Proyeksi adalah surjektif tapi tidak bijektif, kare
na :

pry {(2,1),(2,2),(a,3),(b,1),(b;2),(5,3)} = {a,b} .






