BAB III
FUNGST ANALITIK

1II.1, FUNGSI FUNGSI PERUBAH KOMPLEX.

. Suatu fungsi £ yang didefinisikan pada daerah G C C
adalah aturan yang mengkawankan setiap z & G dengan suatu
bilangan komplex w = f(z},

| f:G -f«fm§ C

: z'~—~——; w = f(z)

G disebut daerah definisi dari f, sedangkan £(G) = {f(z)’
z GifG} disebut daerah hasilé(range) dari f. Apabila G
terbﬁka dan terhubung, maka G disebut domain dari f. Agar
suatu fungsi £ terdefinisi dengan baik (well defined),
maka baik aturan dari f wmaupun daersh definisinya harus
Jelas., Jika G sebagai daerah definisi dari f tidak diten-

tukan, maka G diasumsikan sebagai semua bilangan komplex

yang?memberikan harga untuk f. Sebagal contoh, bila hanya
diseﬁutkén £(z) = % , maka diasumsikan G=C - {O},‘atau
f haﬁya terdefinisi untuk z'¥‘0.

- ; Pengertian fungsi dari;perubah komplex berbeda de -
ngan fungsi dari perubah riil. Dalam sistim bilangan riil
' setiap fungsi selalu dimaksudkan berhargs satu, sedangkan
fung§i~fungsi dari perubah kemplex tidak selalu demikian.

Sebagai contoh, f(z) = zj'/2

akan memberikan dua harga un-
tuk setiap z 4 O. Fungsi fungsi dengan sifat demikian di-
but éebagai fungsi berharga Banyak. Suatu fungsi berharga
banyék'dapat dipandang sebagal kumpulan dari fungsi-fung-
si bérharga satu yang disebuﬁ sebagal cabang-cabang dari
funggi berharga banyak tersebut{

~Apabila w = u + iv adalah harga dari f di z = x + iy

M a YT = f‘("t LT otr v e oD
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maka baik u maupun v tergantung pada perubah riil x dan y
Jadi L
u = ulx,y) 4 v = v(x,y)

Dengan demikian setiap fungsi dari perubah komplex dapat
dltullskan dalam bentuk dua fungsi riil dari dua perubah
r111.

| f(z) = ulx,y) + i v(x,y)'
Suatu fungsi komplex W = f(z} mehyajikan suatu transfor -
masi atau pemetaan dari titik-titik z di bidang Z ke ti -
tik~tﬁtik W=u+ iv di bidaﬁg w} Titik w = f(z) disebut
juga peta atau bavangan (image) dari z. Untuk menyajikan
transformasi oleh f secara grafik, maka dibutuhkan dua

bidang komplex, yaitu bidang Z dan bidang W.

Contoh 1.

- .2 _x-iy
£(z) = 1/z 2 xB gt y untuk z 7{ 0.

Maka

X
u:u——-—u—.—?——. s v,:_—_
X2+Y2 . X2+Y2

Bila dituliskan dalam koordinat kutub :

16y 1 1 _-i-6&

z%:cis(w&)-_- -}(cos-e— - i sin®)
Maka # |

j us=gcose , V= --sing
Contoh 2.

£f{z) = In z s 2 ¥ 0, adalah fungsi berharga banyak.

- -6~
Karen@ z = ret . 166‘+ Qﬁﬁ:) n=0,+1,+2,...., maka

Inz=1nr + ié{%+ 2nﬂ:)
Dengan mengambil n = 0 dan -6 L e g ~e— + 2T denganﬁ-

sembarang, maka ¢
Inz=1nr+ i6, > 0 danFe-‘< o O+ 2K
menjadi fungsi berharga satu, dan ini adalah cabang dari

fungsi’ berharga banyak 1n z. Dengan mencambil harea nta-
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ma hari—e-u arg z, maka didapat cabang utama dari In z ,
yai?cu: Inz=1nr+i®, r>0dan - < -8 T
Contoh 3. ‘ _
f(z}'a 21/2 - r1/Ecis Ggﬁ;iﬁgkﬂL), k = 0,1 mempunyai duaa
haréazuntuk setiap:z # 0. Bila diambil ¥ = 6 dan membata-
si~e—dengan-66*<-{% <~GB+ 2W , maka didapat cabang dari
£(z) = 21/2, jalah : 5 ' |
12 . 1/2013 ;%; , B, < &K By 2TC

Untuk 6, = -TC didapat cabang utama dari f.

Contoh 4.
Transformasi w = f(z) = bukanlah transformasi satu-sa~
tu, karena f(z) = £(-z). Jika zZ =7 cis-eg maka

_ -2 = -7 ¢isO = r cis-©& isTC = r.cis (65T )
Sehingga bila £ didefinisikan pada G = (ret ®|a<e<n)
untuk b - 2 { T, maka transformasi menjadi satu-satu.
Misalkan G = {rel'e‘\ 0 < -e-(T}, make £(6) =C dan tran-

-formasi adalah satu-~-satu.

1T.2. LIMIT DAN KONTINUITAS.

DEFINISI. | : |
1im f£(z) = L apabila untuk setiap £ » 0 terdapat & > 0
G 4 ‘ :

O

sedemikian hingga untuk setiap z dimana O < |z - zol < &
berlaku |£(z) - L] <&

~ Apabila Ns(z ) dan NaﬁL) ‘berturut-turut adalah sua-
tugsekltar dari 2, dengan jarl-garl & dan sekitar dari L

dengan jari-jari &, maka memurut definisi di atas f harus



19

terdefinisi di Ng(z_) kecuali mungkin di 'z, sendiri. Bila
G déerah definisi dari f, méka definisi limit di atas ber-
laku jika z_ titik interior dari G sedemikian hingga Ng(z,)
C G. Walau demikian, jika z_ titik perbatasan dari G, ma-
ka éertidaksamaan lf(z) -~ 1] < &  perlu dipenuhi hanya
untﬁk z & Ng(zoj vang terletak di G. _‘

Seperti halnya 1imitldari_fungsi-fungsi perubah riil,
maké jika 1limit dari f untuk .z - 2z ade maka harga dari
limit itu pastilah tunggal, dan dalam hal ini tidak ter -
ganfung dari lintasan mana bagl z untuk mendekati z,.
DEFINISI. :'

Fungsi f kontinu di_zo apabila untuk setiap & > O te; -
dapﬁt‘ % > 0, sedemikian hingga untuk scetiap z dimana
| 2 3 z,| < & berlaku |t (2). - £(z.)| < &

perlu diperhatikan bahwa dalam definisi diatas f ha-
rus%terdefiﬁisi di Ng(zo) térmasuk di z, gendiri.
Sehingga bila f kontinu di zo,'maka berlaku @

1. £(z,) ada

2. 1im f(z) ada
Z-> 2 :

3, lim f(z) = f(zé)
Z> B

Suatu fungsi f dikatakan ko@tinu pada daerah G, Jjika f kon-
tinﬁ ai setiap titik z € €. | '
THEOREMA 3.1. - |

Jiké f(z) = u(x,&) + i v(x,¥)y Z, = Xt i&o dan w_ = U, +

ivo; maka 1im £(2) = wj jika hanya jika

= 74 |

d? 1im - v (x,y) = v,

1'im ﬁ(x‘y) = U
M (x,y)—a(xo,yo)

(x,?)-r(xogyo) °

AKIBAT

Pungsi £(z) = ulx,y) + 3 v(x,y) kontinmu di z_ = x_ + 1y,

jika banya jika u(x,y) dan v(x,y) kontipu di 2.
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T}EOﬁEhm 3.2.

Jika 1im f(z) = L, dan lim g(z) = Lo, maka berlaku
2z Z z-> 2
1. 1im (£(2) + g(z) = L1 + Lo
: Z— 7 : -
. I o :
c2. 1lim (f(z).g(2)) = Ly.L,
: Z 2 _ .
3. lim  (£(2)/g(2)) = L,/L, , untuk L, # 0.
: Z2—Z »
o o .

AKIBAT,

Jika f dan g fungsi-fungsi yang kontinu di Z maka f + g
dan f g kontinu di 2o sedangkan f/g kontinu di Z, Jika
g(z, ) =< 0.

THEOREMA 3.3.
Jika f dan g berturut-turut dldefinj51kan pada G dan G2,
dlmand f(G Yy C G2. Maka Jlka f kontinu 4i z, & Gy den g

kontinu di (= )EE G, maka g o f juga kontinu dai Zy e

Contoh 1.
- Bila f(z) = ig didefinisikan pada G = {zlizl < 1}, maka

akan dlperllhatkan lim £(z) =.i/2.
z—>1

Titlk ‘2 = 1 adalah titik perbatasan dari G,dan T tldak di
def1n151kan di z = 1 karena 1 Eé G. Dengan mengambil sem-
barang & > 0 wmaka terdapat & > 0 sedemikian hingga untuk

0 < ]z - 1[< % dengan z & G berlaku :

| iz .i_ i - - 8
‘2'2”'2"'3“1""’5‘2“',<2
Denganémengambil & = 251, waka Jelas bahwa Iim £(z) = %_
7 YA Z+1
. -t [ A
//’ “\\ w V
G D= -
/ \ ’
{ lé\\g.;/‘! \X f, _:_L_n/\ N&(2)
Voo YT N
5 \\§7 ~ -
\\ s Ng“) 0 >
sl -7 U
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Contoh 2,

Bila f(z) - , maka 1lim f(z) tidak ada. Sebab :
z z-» 0

Jika z->0 sepanjang sumbu riil, maka 3 = z. Sehingga

1lim zZ/z = 1lim 1 = 1
Z=>0 z~> 0

Tika z=0 fepanjang sumbu imaginer, maka Z = -z. Sehingga.

lim Z/z = lim (<1) = =1

Ez->0  z=0 |
Karena harga kedua limit tidak sama , meka 1im f(z) tldak
ada, . | 230
Contoh 3.
- Cabang utama dari f(z) = In Z, yaitu : |
| Inz=1nr + 16, r>0dan -TL< & ¢ T

tidak kontlnu di sepanjang sumbu r11i negatif. Sebab seti-
ap t1t1k z = -x (x> 0) mempunyai argumen sebesar IC . Se-
dangkan setiap tifik z & Iﬂg(:x), & 7 0, yang terletak di
bawah sumbu riil negatif mempunyai argumen yang mendekati
~T . Sehingga Im £(z) = v(r,&) = -0 tidak kontinu di z =
-X. Dengan demikian cabang utama dari 1n z tigdak kontinu
di sepangang sumbu riil negatlf

Contoh L,

5 .
f(z) -;-—~_§& tidak - kontlnu hanya di z = 24,

Bila sekarang didefinisikan :

= _+2§ . untuk z & 24

f(z) ]
L o4 y untuk z = 2i

Maka f akan kontinu di z = 2i. Sebab untuk setiap &> 0
terdapat &> 0, sedemikian hingea untuk |z - 21| < § maka

g (z_- 24)(z + 2
z'-"2i""+i,'° z-§i+’1‘l_‘“i

=]z - 21| < §

Dengan mengambll & =8 , maka berartL lim  £(z) =

L
Z-»21

I

f(91) yaltu f kontinu di 2z = 21
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III.3.;DE§;YATIF DARI FUNGSI FUNGSI PERUBAH KOMPLEX.

Bila ¢C € dan didefinisikan fungsi f:6¢ — {{ , maka

derivatif dari f di titik 204556 diberikan dengan persama-

an £(2) - £(z,)

; : 1im
f’(zo) = Z-> Z % - 2

0
Bila hé: zZ - 2,y maka persamaan di atas menjadi

f'(z ) = 1lim f(zo + h) - f(zo}
h=»0 h

DEFINISI,
Pungsi f G-——a{: dikatakan dlfferen31abe1 di titik Z, € G
apablla f‘(z ) ada. SelanJutnya Jika £ differensiabel di
setlapgtltlk z €& G, maka f dikatakan differensiabel pada G
Definisi dari derivatif fungsi‘perubah komplex tam -
pak identik dengan definisi derivatif  fungsi perubah riii,
tetapi mempunyai perbedaan dalam pengambilan limitnya. Ji-
ka padé perubah riil haﬁya ada dua cara pendekatan, yaitu
limit kiri dan 1imit kanan, maka pada perubah komplex ti-
tik zZ, ‘dapat didekati oleh z dar: segala arah. Sehingga
dapat dlpzlih lintasan yang mana saja bagi .z untuk mende -
kati z&. Tika dapat ditemukan dua lintasan dari z untuk
mendekati Z, yang memberikan dua harga limit yang berbeda,
maka dapat dikatakan 1 (z) tldak ada,
THEOREMA 3.4,
Jika f:6 —> ( differensiabel di z o€ G, maka T kontinu ai

Z .

(o}
Bukti
dim  f(z) - f(zo) = 1im F(2) - f(zo) . 1lim (z -2 )
Z-z, Al z=> 7 ©

= 0

Berarti:%im” £(z) = £(z_ ), atau £ kontinu di = .
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Sebaliknya jika f kontinu di ?d’ maka belum tentu f akan

differentiabel di Zye

Contoh: 1.

Rila ffz) = z2, maka untuk _sembarang z e €
2 2
£1(z) = lim 2+ 1) = 1im (2z + h) = 22z
: h-=>0 h h- 0.

Jadi f{z) = 2z° differensiabel
Contoh 2.
Rila fIz) = |z|2, maka

f‘(z) - 1am 2 m? <]al? Lim Z s M)(E + ) - 23

h>0 h - " ha0 . h
= lim (£ + h + z-—-)
h—)O

Untuk z = 0, maka f'(O) - 11m 'h = 0. Sedangkan untuk z 0,
. h=0

Jika hfriil, maka h = h. Sehiﬁgga urituk h —— 0 harga limit
dif ataé adalah Z + z. Jika h imaginer murni, maka h = -h.
Sehingge harga limit di atas adalah z - z. Dengan demikian
f hanya differensiabel.di Z o= 0 saja. Selanautnya karena
baglan riil dan bagian 1mag1ner dari f adalah :

| ux,y) = x° & y ,: v{x,y) =
dimanazkeduanya kontinu di setiap z € C, maka f kontinu
pada @: Dengan demikian pada z # 0, f kontinu tetapi tidak

dlfferen51abe1.

Rumus-rumus derivatif di;bawah ini merupakan pengem-
bangan dari definisi derivatif:fungsi komplex yang telah
diberikan diatas. '

Mlsalkan ¢ suatu konstanta komplex, sedangkan f dan g
fungsi- fungsi vang differensiabel di titik z € C, maka :

1} %E ¢ =0
2. L o r(z) m e £ (2)
* dz
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i : ’ .
3.4 an A1 untuk n bulat positif
i Rumus 3 ini juga berlaku untuk n bulat negatif, asal z 3£ 0
£(z) + g(z) = £'(2) + g'(2)
f(Z)‘-g(Z) = £1 (Z) g(z) + £(z}.g" (z)

r(z) _ £'(2).g(z) - g'(z).L(z) _
_g(Z) {g(z)}_z s g(z) # 0

N
2P P 8P

THEOHEMA 3.5. _ . ;
Apablla £:G4 -——e-ﬁf, dan g: G2 — (1[: dimana f‘(G1) C. Gy -
Jika f differensiabel dl Z < Gy dan g differensiabel di
f(z Y € Gy s maka g o f differensiabel di 2z dengan
' (gof)'(z)*g‘(f(z )). i"(z)
Pukti 2
Jika f konstan maka g o T juga konstan, sehingga tﬁeoréma di
atas berlaku. Jika f 7 konstan, sedemikian hlngga £ (z, Y# 0
}iiéalkan £(z) # £(z,) untuk O < |z -z ol < T Apabila
0 <\h\< r, mka f(z_+h) # f(z ). Sehingga : |
,(g o £z +h) - (g0 £)(z.) g(f(z +h)) - g(£{z.)) f‘(z+h) f(z )

h - f(z+h)—f(z) . h
Karena 1im f(zo+h) £(z ) = 0, maka didapat :
- h=0
(g o £)(z_+b) - (gof)(z,).
ii() , T = g (f(z ). (z,) 5 atau
| (g o £)'(z ) = &' (£(z, 0.1t (z)
Contoh 1.

Polinbmial P(z)’= a, + 842 a222 4 ees + ahzn dapat ditu -

|
1is'sebagai : n :
S P(z) = 2 £5(2) ,
‘ =0
dengan fj(z; ':«.‘sz.j 7, untuk § = 0,1,2 ... Do

Untuk sembarang z€ € , maka berlaku :

n — 4 - . n-1
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Contoh 2.

Jika f(z) = %guf—% , untuk a,bic,d.éi@:. Dengan mengambil

g(z) = az + b dan h(z) = ¢z + 4, maka : £(z) = glz)/h(z).

; h(z).g'(2) - h' (z).g(z) o afez + d) - c(az + b)
' {n(z)}2 (cz + @) 2

1 (z)
. fad - be)
(cz + d)¢

Sehingga f differensiabel untuk z 5% -d/e

ContohéB. .

Bila F(z) = (222+ i)s, maka deﬁgan mengambil f{z) = 2z2 + i
dan g(z) — didapat : F(z) = (g o £)(z). Sehingga :

Fr (2) { g' (£ (z)).f1(2) = 5(222 +-i)u.hz = 202(222 + i)h

IIT.%, SYARAT SYARAT CAUCHY RIEMANN, .- |
Bila f:G —» € differensiabel di z = x + iy. Misalkan
u(x,y) = Re f(z) dan v(X,y) = Im f(2z) dan h = s + it.

h30 h
Bila h riil, maka h = s. Maka :

Pandang :

ftz+h) - £(z) _ Fx+s+iy). - f(x+iY5
: % 3 _

_ulx+s,y) - u(x,y)+ 3 Vx+s,y) - vix,y)
= s 3

Untuk h = s — 0 didapat :
: ? P
f"J (z) = —_§-§ U(X,Y) + i '-"‘“".3}{‘ 'V'(}I.',Y) veo (1)
Bila h imaginer murni, maka h = it. Maka :

£(z+h) - £(2) _ flxeigeit) - flxsiy)
T h it .

4 u(x,y+t)ﬁ- u(x,y)ﬁ_V(x;y+t) - v(x,¥y)
_ t

Untuk h = it -> 0, maka didapat :

£1(z) = -; 2 ulx,y) + ——g)—y v (x,¥)

2Y

Denesan moanvamalrar haediorn mwi4T Ao Te adoas Jom 2 - . aw
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ri persamaan (1) dan (2) didapat :

Pu v 2y . _ 2y atau

X T Y ax T TRy
U T Yy o Ve o Yy
Ini adaiah syarat-syarat Cauchf Riemamm yang akanfdipenuhi
apabila;f differensiabel di titik z. Sedangkan persamaan un-
tuk f'(?) dikerikan oleh persamaan (1) maupun (2).
Aﬁabila dituliskan dalam koordinat kutub, sedemikian
hingga i‘(z) = u(r,&) + i v(r,©), maka syarat-syarat Cau -

chy Riemann mempunyai bentuk :

1 i _
ur’"'i-"-e-’v-r"'i?u»e— (I‘#O)

Sedangk?n £1(z) = (cos6 - i sih-@O(uP +1wv,)

A ] v,.)

Adapun terpenuhlnya syarat—svarat Cauchy Riemann di
suatu tltik tidak menjamin adanya derivatif dari suatu fung-
si di t;tlk tersebut. Jadi syarat syarat Cauchy Riemann ada-
lzah syafat perlu tetapi.tidak-cgkup untuk adanya derivatif

dari»suétu fungsi perubah komplex.

Contoh. :

BRila f(z) = { —D

Eila dwtuliskan dalam koordinat’ Jkutub, maka untuk r # 0,
' rle-21i-6

f(re1'87 = ————5157 = re'3i'8'=jr(cos 36 -1 sin 36)

Sehingga :
' : U =T cos 36, v = -r sin 36

ur = cos 3-9- V. = ~sin 36, Uy = ;-—-31- sin 36 dan V= —3rcos 36

Dari keempat persamaan terakhir 1ni maka tampak tidak ada
zZ = relhe] untuk r >0, yang memenuhi syarat-syarat Cauchy -
| Riemann. Sehlngga f tidak dlfferen31abe1 di z s 0.
Sedangxan di z' = 0, karena £(0) = O maka u(@) = v(0) = 0.

SEhlnEEa; S,Varat-svam,t Mannhy D4 mmaeen A2 oeees. o 2 _ .-
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tik z = 0, karena u,, u,, v, dan v, semuanyu berharga nol
di titik ini. Selanjutnya :
: =\2
e 0) = 1am T = Ty (l)
h-0 h h+0\ h

Jika h riil, sedemikian hirigga h = h, maka harga limit di

atas adalah 1. Tetapi jika h melintasi garis y = x, maka
.h =fx + ix dan h = x - ix. Séhingga iimit di atas menjadi :
_ ) |
1im (l‘_“_ix. = lim ()% = - 1
ha0 X + ix. h-+0
Dengan demikian ! (0) tidalk ada, sekalipun syarat-syarat

Cauchy Riemann dipenuhi di titik 2 = O.

Theorema di bawah ini menyatakan syarat perlu dan cu-
kuﬁ agar suatu fungsi mempdnyai derivatif di suatu titik.
THEOREMA 3.6.

Fuﬁgéi f:¢ —> . yang didéfinisikan oleh £{z) = ulx,y) +
i v(x,y) differensiabel di titik z € G jika hanya jika 4,
uy’ Vi dan vy ada dan kontin: serta memenuhi syarat syarat
Cauchy Riemann di titik tersebut.

Buktl :

Misalkan z = x + iy € G, sedemlkian hingga N, (z) C G dan

‘h= s+ it €N, (0).
u(x+s,y+t)-—u(x,y)- {u(x+s,y4t)-u(x,y+tﬂ- {u(x,y+t)-u(x;v%

v(x+s,y+t) v(x,y) = {V(x+s,y4t)—~v(x,yqtﬂ- {v(x y+t)-—v(X‘yﬁ
Dengan menggunakan theorema harga menengah untuk derivatif
dari fungsi-fungsi perubah:rlll, maka untuk setiap s + it

€ ;NT(O) terdapat sq + ity € Nr(O) dengan |s1| < |s| den
]t1f< |t], sehingga kedus persamaan di atas menjadi

u(x+s,y+t) - ulx,y) = ux(x+s1,y+t).s +.uy(x,y+t1).t

v (x+5,y+t) - v(xzy) vx(x+é1,y+t).s + vy(x,y+t1).t

Misalkan dibentuk persamean :
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(p(s,t);{u(x+s,y+t)-u(x,yi}-{ux(x,y).8-+uyCX,Y)-t}
q)'(s,t.) - {v(x+s,y+t) - v(x,y)} - {vx(x,y}.s+vy(x,y) -t}

maka didapat :

(P(s,t); S {ux (:m-s1 gV+t) - ux(::c,y)}+ _-a_-{uy(x,y-rt = uy(X,Y)}

s+it - s+4it s+it

qj(sgt);: s {v (x+s1,y+t)-v (x,y)}+ I (x,y+t1)-—v fx,y)}
s+it . s+it s+it v

y Vo ada dan kontimu di z = x + iy, maka :

Karenazux, gy Vy
1am @S Lo gan 110 P
s+it+0  s+it s+it-20 s4dit

Mengingat-ux, uy? Vs v?‘memenghi syarat-syarat Cauchy Rie-

mann, maka didapat :

u(x+s,j+t) - u(x,y) = ux(x,y).s + uy(x,y);t + @(s,t)

]

by (6,7).8 = v (x,7) ot + (s, t)

I

V{x+s,y+t} - v(x,y) vx(x,y).s + vy(x,y).t + Yis,t)

1]

| vx(x,y).s'+ ux(x,y).t +_ﬂﬂs,t)
Sehinggé : |

£(z + h) - £(z) - FT(x+8,7+t) - f(xsy)
h 5 + it

. u(x+s,y+t) - ulx,y) + i{v(x+s,y+t) - v (x,7))
s + it

= U (x,7) + 1 v (x,y) + Osyt) » 1 UGs,b)
s + it

Untuk hi= s + it —> 0, maka didapat :

f1(z) = u (x,y} +1 v _(x,¥)

Dengan demlklan f differen81abe1 di z = x + iy.
Contoh 1
Jika f(z) = e? = eX(cos ¥y + 1 8in y), maka :

u= er Cos'y 5 V= eX sin Yy
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Selanautnya didapat :

uxa e cosy=vy danvx= e sin v = -uy
yang ada dan kontinu di setiap ze (.
. Sehingga £(z) = e? differensiabel pada @:, dan

1 (z) = eXcoyy + 1 e}? siny = 2,
Contoh 2. : _ .
£(z) = g-(z + 1) mempunyai der:ivatif £1(z) = %(1 - 1/22)‘
Hal 1n1 dapat juga diperlihatkan dengan cara menggundkdn
syara t-syarat Cauchy Riemann dalam koordinat kutub
f(rel -8) -é-(re é'; 'iwe") = 2(r+ —)cos ~G+25(r— -)sin .
 Meka : |

= %(r + %) cos9- , V= %(r - %) sin -6

dan didapatkan :
u = %(T - 1/r2) cos 6 = % v

r G-
- 2 y . o 4
v, = 2(1 + 1/7°) sin6 = - = Y5

yang ada dan kontinu di setiap z - 0. Sehingga dapat ditu-
liskan : |

I e -i-071 16 1 _ig
f'(z)5~e (ur+ivr)=e (ge --é--é-e )

. . ™

- % (1 = 1/2°)

Contoh 3,
Jika f(2) = x2 + iy2, maka u - x2 dan Vv o= yz‘dan didapat
u_ = 2?;, Uy, = 0, v, = 0, dan v;V = 2y yang ada dan kontimu
di set:iap ze @ . Dengan menggﬁnakan syarat-syarat Cauchy
Riemann, maka : _

ux=vy<=) 2x = 2y & x=y
Sehingg;a f hanya differensiabel Wdi gards vy = X, dan pada
garis ini berlaku :

=

f’(z):ux+iv =v -:Luy=2x-
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IIT.5. FUNGST ANALITIK.

DEFINISI.
Fungsi f yang didefinisikan pada daerah G € € dikatakan
analitik di suatu titik z_ € G jika f differensiabel di

L]

setiap titik dalam suatu sekitar dari z

? Dengan demikian jika f .differensiabel di suatu ti-
tik, maka belum tentu f analitik di titik tersebut. Jika

G suatu domain dan f differensiabel pada G maka f anali-

tik pada G. Tetapi jika G bukan svatu domain dan disebut~

kan f analitik pada G, make delam hal ini f dimaksudkan
différensiabel pada suatu domain yang memuat G. Sebagail
cont&h, suatu fungsi f akan analitik pada daerah |z|g 1,
jikaéf differensiabel pada d&main jz2|<1 +&8, untuk $ > 0.
Jika f analitik pada € , maka  disebut fungsi se-
luruh. Selanjutnya jika £ analitik 41 setiap titik dalam
. s Kecualil di z

suetu sekitar dari titik =z ‘sendiri, maka

: o
z, disebut titik singular dari f.

o

Jika f dan g analitik pada domain @, meka f + g
dan f.g juga analitik pada G, sedangkan f/g analitik pa-
da G asalkan g(z) # 0, untuk setiap z € G. Selanjutnya
jika f amalitik pada domain Gy dan g analitik pada domain
Gpy dimana £(G,) C Gpy meks g o f juga amalitik pada .

Contoﬁ 1.

Darir?ontoh—contoh yang telah diberikan di muka, maka :
£(z) - e® dan polinomial P(z) =‘Q§;ajzj adalah fungsi -
fungsi seluruh. =0 |

Fungsi‘f(z) = %(z + %) tidak differensiabel hanya di z =
0, sehingga tidak analitikrdi?z = 0. Titik 2z = 0 ini ada-
lah titik singular dari .

Fungsi £(z) = |z|® differensiabel hanya di z = 0, tetapi
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dalam setiap sekitar dari z = O tidak differensiabel.
Fungsiéf(z) - x° 4 iy2 hanya differensiabel di garig y =
tetapi;tidak analitik pada garis ini, karena tidak ada sua-
tu sekitar déri suatu titik pada garis. y = X, dimana f ana-
1itik di setiap titik pada sekitar tersebut.

Fungsi f£(z) = 2—2——:—3 , untuk a,b,e,d € €, differensiabel
untuk setiap z = -d/c. Sehingga f analitik di setiap z €
€, kecuali di z = -d/e.

Contoh;2.

Cabang;utama dari 1n z, yaitu :

'f(z)'zlnr-ai-e-, r>0dan - < & (T
tidak kontlnu pada sumbu riil negatlf sehingga tidak dif-
ferensiabel pada garis ini. Dengan menggunakan syarat-sya-
lrat Cauchy Riemann maka f'(z) dapat ditentukan. Karena :

u=1lnr , V= -6 .
maka didapat tu, = 1/ = % Yé_dan vrl= 0= - % Ug -

i 118 4,y

Jadi :Ef‘(z) = + iv ) = =
Bila <:eakarang dldefinlsikan : )

£(z) = Inr + 16, . r>0dan -TL { &< T
maka { differensiabel pada doﬁain ini, karena sumbu riil
negatif telah diiris atau teléh dikeluarkan dari daerah
defini?i déri f. Dengan demikian f analitik pada domain ini.
Contoh 3.

172 r1/2cis_+§}_

G = {rel'e1r >.0, -K.<{}<TE}_mempunyai komponen riil dan

Fungsi g(z) = z vang didefinisikan pada

komponen imaginer :

u= /2 cos J%L J'v = r1/2 éin ;gL

dimana :

1,.-1/2, &
S —
2

U, = 5T co r"'1/2 in & 1

Sll‘l“é:-}- u_e.

A N

i
;v_e‘danvrm

D . . : . . -
engan demikian Uny Uny 7 y Vo ada, kontinu dan memenuhi
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syarat syarat Cauchy Riemann di setiap z &€ G. Jadi g dif-
feren51abe1 dan juga analitik pada G.

Bila sekarang diberikan fungsi :f'(z) = 22 41 vang didefi -
nisiken pada D = {z [Re z > 0, Im z > 0}, maka f adalah
suatu polinomial, sedemikian hingga f analitik pada D,
Karens TIm f(z) = Im (z + 1) = 2 Re 2.Im z > O untuk seti-
ap z € D, dimana ini berarti f_‘(D) terletak di setengah bi-
deng atas dari bidang komplex; maka : () C aG.

Dengan demikian fungsi komp031si (g o f)(z) = g(z + 1)
guga analltlk pada D.





