| BAB II
SISTIM BILANGAN KOMPLEX

IX.1. BILANGAN KOMPLEX DAN PENYAJIANNYA SECARA TIMU UKUR.

Suatu bilangan komnléx mempunyail bentuk x + iy, di-
mana x dan y adalah bnlangan—bllangan riil dan i adalah
satuan imaginer dengan qifat 1 = -1, S8elanjulnyva, Jjika
2 = % + iy maka x dan y berturut-turut disebut bagian ri-
il?dan bvagian imaginer dari 2z, dan dinotasikan dengan @

: X = Re z s ¥y =1Im 2z
Apabila IR menyatakan himpunan bilangan-bilangan riil,
'maEa €. menyatakan himpunan bilangan-bilangan komplex.

| | Dua'bilangan‘komplex Xq + iy1 dan Xy + iy2 adalah
sama Jjika hanya ";jika Xy = Xp dan Yy = Yoo Jika v = 0, meka
z = x merupakan bilangan riil. Dengan demikian IR C € .
Jiﬁa x = 0, maka z = iy disetut bilangan imaginer murni.

Operasi—operasi penjﬁmlahan,‘pengurangan, perkalian
dan pembagian dari bilangaﬁ~bilangan komplex dapat dikeru
1akan seperti halnya pada éljabar dari bilangan-bilangan
riil, dengan mengganti 32 dengan -1 bila ditemui.
Mlsalkan Bg o= Xg iy, dan z5 = X5 + iyg, maka

zy £ 25 = (% & Xp) +_1(Y1 + Vo)
zgmy = (xgXp - Fq¥p) + 2(xq¥p + Xp¥y)
2 1 '

2y x22+ y22

(xyXp+ ¥4¥p) + 1 (xg¥q = %q¥p) 5 Zp # O
Adapun hukum komutatif, assosiatif dan distributif juge
berleku pada operasi-operasi di atas.

Suztu bilangan kompiex Z o= X + iy'dapat pula ditu-
liskan dalam bentuk pasangan berurutan darl dua b11angan

riil, vaitu 2z = (x,y) Dengan demikian .setlap bila -

Ly




ngan komplex dapat disajikan sébagai suatu titik di dalam
koordinat Cartesius dengan sumbu~sumbu koordinat X dan ¥
vang Berootdngan tegak lurus di z = 0. Sumbu X disebut
sﬁmbu:riil, éedangkan sumbu Y disebut sﬁmbu imaginer. Bi-
dang X0Y disebut bidang kompléx atau bidang Z. Setiap ti-
tik pada bidang komplex ini berkoresponden51 satu-~ satu
dengan suatu bilangan komplex. ' |
‘Selain itu, bilangan komplex Z = X + 1y dapat pula
dlsaJikan sebagai suatu vektor dari titik pangkal 0 ke
tltik-(x,y) Bila z4 = xy + 1y, dan Zp = Xy + 1¥,, maka
bllangan Zy + 2, dapat dlsagikan sebagai titik (x1+x2 s
y1+y2) atau sebagai vektor ha311 jumlah vektor z4 dan Zge
Sama halnva, Zy - 24 adalah titik (xo—x1,y2 ¥4) atau jum-
1lah veﬁtor z., dan “Zy, dalam hal ini Zp = 24 dapat Juga
dilnterpreqta31kan sebagai vektor dari titik (x1,y1) ke
titik (xg,yg)
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DEFINIST,
Modulus deri suatu bilangan komplex z = x 4 1y adalah sua-
tu biiangan riil non-negatif yéng dinotasikan dengan :
lz] = ‘/32 _—
Secara ilmu ukur, bilangan lz[ menyatakan jarak ti-

tik 2 = (x,y) dari titik pangkal 0. Sedangkan :

a2
,22 = z1‘| = \/("2" %90+ G- Y1)2
menyatakan jarak titik Zy = (xg,ya) dan z, = (X4574)
DEFINIST,

Argumen dari bilancan tamnleaw m oo oo . o —n o . .




dut yang dibentuk oleh vektor z-dan sumbu riil positif ,
dan dinotasikan dengan : arg z.
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Bila z % O suatu titik di bidang Z, maka r = z dan -6-=

arg zémerupékan. komponen-komponen dari suatu sistim koor-
dinatikutub untuk z, dengan :

' x=rcos—e-dan y:rsin-e—
Maka dapat dituliskan :

7 zZ=2X4+ iy = r cis-6
dimana eis -8 singkatan dari cés-@- + 1 sin-g-

;Apabila komponen-komponen koordinat Cartesius x dan
Yy dike}tahu-i, maka r dan -6 dapét dicari dengan : |

. x24 ya dan ©- = arc tg——y—

Untuk 2 = 0, maka 6-= arg O tid.ak dapat ditentukan. Maka
hanya :bilangan komplex yang bukan nol yang dapat ditulis-
kan d.-}.la.m koordinat kutub. Selanjutnya, karema :

: 2 =71 cis6= rcis (~6-+ 2nlC )
untuk n = 0,+1,+2 +e. ¢ maka arg z tidaklah tunggal.
Harga utama dari arg z didefinisikan sebagai. harga tung-
gal dazri arg z, sedemikian hingga - < arg z < TC . Bila
©-adalah harga utama dari arg z, maka arg z =-& + 2nTC |,
untuk n = 0,+71,1+2,... Tetapi u:ntuk n 5& 0, harga-harga da-
ri arg z di atas bukanlah harga utama dari arg 2.

Jika zy = r1cis € dan 32 ™ T is-e-2 ) maka :

| PRI =:r1r2 cis-_9-1 cis-e-2 = ryr, cis (-9—1-:--6-2)

Z 4 r.,cis -6-., Ty (
—_ = - = — eis -8— -e- untuk .
Z, ;‘2cis o, T, ) Zg ¥ 0




Sehlngga proses pengambilan argumen sama dengan proses pe-

ngamb:L] an logaritma.

arg 2,7,

arg zqf+ arg 22‘
z1 ‘

aTg - = 8rg 2y - arg Zy , Zp # 0

Bentuk lain dari bllangan komplex adalah bentuk eks-

t
ponen‘l,:l.al Dengan mengingat penderetan Me. Laurin untuk e

'_sra.:dn,tret = Z tn/ nt y maka dengan mengambil t = i -
' n=0 ' _

d:idaps}.t runus Euler :

, s . Nl e 2n w . 2n4+.1
i-6- (i-69 : (4 -©- (1-e9=™
€ = néo n? = 2 321*1;! + 2 (Cn+ 1)1
w
O 2n ' n (2n+1)!

= cos-6- + 3 sin-o-

hat

Sehingga suatu bilangan komplex z dapat disajikan dengan :

| zZ=1Tcigs0 =1 el &
dimang lei-&l = [cis 6—] = _
Dari el ¥ . cis o , didépatv pula e”d ¥ . cis (- ) =
cos € -~ 1 sin 6. Sehingga didépmtkan H ’
o ie _-ie 19 19
cos G- = =2 5 € dan sin-g-= &£ 53 e

Contoh 1. :
Untukfz=2+2,V§i,makar- 2+2}(§i|= 1++-1_é-=1;
© = arc tg -53 = arc tg V3 = TC/3. Maka dapat djituliskan

o 4 Qﬁi =4 cis (T3 « onTY = ei(TC/3 + 2nll)

untuk n = 0,£1,42,...... , dimana T /3 adalah harga utama
dari arg (2 + 2V3 i).

Contoh 2,

Dengan; menggunakan rumus Euler, maka dapat dituliskan :

z :x i .
¥ = e X+ Ve %V o o% ois Y= e (cos v + i sin ¥).

Demikian pula karena




»
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'eiz = ¢cps z + 1 sin z dan e = co8 2 -~ 1 sin 2z
Maka . .
5 2 -1z ' iz iz
) + e :
QoS Z = . _ e - e
: 2 dan sin z = 5T
Contoh 3.

Biln ?z,a,bé C dan-6- sudut antara vektor z - a2 dan vektor

z - b, maka : arg Z=F = arg (z - a) -.arg (z ~ b) =-6-

Y A z :
=7 NGB
/’_”/ / \/a‘. /V.b
-7 . / -
Z-b v / /// //"/
A~
. > X
| . ., Z -3a _ Iz - a “l{%
\Dengap demikian : > TF = |27

IT7.2., SIFAT-STFAT MODULUS DAN BITANGAN KOMPLEX SEKAWAN.

DEFINTISI.
Bilangan komplex sekawan atau conjugate dari bilangan kom-
plex ¢ = x + iy adalah bilangan komplex 7 = x - iy.

'Oleh karena Re Z = Re z dan Im zZ = - Im z, dan juga
karena z = r cos - ir sin-é-a r cis(--6) sedemikian
hingga arg z = - arg z, maka 2z merupakan titik refleksi
dari_é terhadap sumbu riil.

Y 4 z

o_g} Ly

z
Bérikut ini diberikan sifaﬁwsifat dari modulus dan bi-
1angan komplex sekade dari z = Re z + i Im Z = 1 eis £~
51. Re z = E (z + ) d@n Im 2z = i (z - 3).
2 Re z = Re z, Im 2 = - Tm z dan arg z = - arg z
IRe z]| ¢ lzl < |re z| + |m 2],
[Im z| € |21 € |Re 2] + |Im 2|




N"

?0 o '

2 o .
| I = |z]=r d@an |z]|? = Z.z

e Z= 2 &= 2ER < Imz=0

. T = - Z & z imaginer murni &3 Re z = 0

8. Tm(cz) = c.Im 2 dan Re(cz) = ¢.Re z , ceR
_ é9 ‘Im{iz) = Im(1z) = Re z
E Re(1z) = « Im z dan Re(iZ) = Im 2
io. ;E:; = e 1% gqan Iei4}| = |e'i*}|= 1
Bila 51,:526 C , maka berlaku :
. Re(zy + 2,) = Re 2y + Re 22

Im(z1 + z2) = Im 2z, + Im 2
2. E;Ez = 2,.7, dan ]51221 = |24 | 25|

3. (y/2y) =3,/ %, dn [2,/5,) = 24| /12| s 2% 0

5. Ketidaksamaan segitiga :

|124) - Izell_g |29 £ 25| < 7] + |2
56'~Z1Eé + E%zg = 2 Re(i122) = 2 Re(z,2,) |
 24E, - Z42, = 2i Im(z15é) = ~21 Im(zy2,)
Contoh 1.
Persam@an zZ - zol = r, r > 0, merupakan persamaan lingka-

ran dengan pusat-zo dan jari-jéri.r. Misalkan z = x + iy,
Vdan Zo:“ X, + iyo, maka :
2 : = = 2
iz - zo|. = (z - z)(z ~2z) =r

[zl2 - zéE -2z + |z0|2_s e
o

:x + y2 - 2x X -~ 2y o7 --{ 2 (‘ 2 ¥, )} = 0

merupakan persamaan lingkaran dengan pusat (x ,yé} = 2,

dan jari-gari r.

Contoh 2.
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Bila !eiﬁe-- 1| = 2 untuk 0 { & < 2% , maka
T ET Ly @l ety oy
el Ol | (16, 1By L4 Ly,
coso = -1 |

Sehihgga < = T

Contoh§3. _

Bila |z|< 1, meka |Im(1 - %+ z2)|< 3, sebab :

]Im(1 -3+ )| = ({1 - Rez + 1 Moz Qe 2

(Im 2)2 + 21 Re 2 Tm z}|
= lIm z + 2 Re z.Im z]
|Im z| + 2’Re zl[]m z| € lz] + 2]2]2
<3
Contoh;h.
Bila [é] = 2, maka

1
—1 < - sebab :
2t - uz2 430 37

ilzh ~ §32-+ 3l = |(22 -?3)(22 - 1T|
E | ,%2 -:3,122 - 1l
> Iz - 3] |12)? -

U

Contoh 5.

z
iz +

[

7 i
Untuk E 5 =

TP A {(z - 1)1 5 2)}

{1]2] + 2; + Z -_22}

{i(fz]e +2-3TImz)- Re z}

—c1
|iz + 2[2

]

]iz + 2[2

)

Sehingga :
i Re =z : ‘
Re W =& et o - 2 -
; liz + 2,2 ) ]12 + 2]2.“ 2" + 2 - 3In z}

11.3. RUMUS MOIVRE DAN PENARTKAN AKAR,

M:‘;_salkgn zZy = rjcis-e-je C , untuk j = 1,2,3,...
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Maka : :
;z1z2 = ryT, cisBycis By = ryr, cis (6 +-03)
. 242923 = T4TyTq cis -6-1cis~8-2cis-e~3

= r1r2r3 cls (%h +05 +-63)

4988

demikian seterusnya, akhirnya dengan indu’ksi .matematik '
didapat : |

ZyZpeeeesZy ® TyTho...0x cls (o +—e§' *oaee +787)

Jika 51 = 25 = ... =2, =2 =7 cis-6; maka :

z% = rP(cis-9)? = rncis_ (n-e-)
Sehingga didapat rumus Moivre :

: (cis T = cis (n-8), atau

(cos® + 1 sin-0® = cos (n9) + 1 sin (ne)

untuk n bulat positip. -

;Misalkan w = feis@ adalah akar pangkat n dari z =
r cis?—G-, atau w. = z1/n, untuk ‘n bulat positif. Maka z = w@ _
Dengané menggunakan rumus Moivre dan mengingat cis-6 = cis
(€+ 2KTC) untuk k = 0,51,42,... ..., maka didapat :

_ ﬁncis '(-n@) - r cis (6~ + 2kTL)
Sehinggaﬁn= rdan n@ =6 + 2k , atay

’ ﬁ = r“ /n dan @ = - +n2k1F-

Untuk harga ~harga €@ yang berselisih kelipatan bulat darl
2Tt akan memberlkan harga yang sama untuk cis @ Mdka un-
tuk harga-harga k yang berselisih kelipatan bulat dari n
akan memberikan harga yang sama untuk cis @ . Sehingga
bila diambil k = 0,1,2,..., (n-1) maka akan didapat n nar-
g2 yang berlainan untuk cis @ J'a_.di untuk z # O akan di-
dapat n harga yang berlainan dari w = z| /n, dimana :

21/n= 1"1/n nda (.e-'l'g-l—{;rc\ Y _ A4 7. an
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Demikian pula jika m dan n bulat positif, dimana m dan n
tidak mempunyai pembagi persekutuan yang berserikat, maka

;ﬂmgrmhds(mﬂ;QMﬂ" kK = 0,1,...(n-1)
Juga ﬁempunyai n harga yang berlainan.

Contoh 1. _
Bila z = 1+ i, maka r = |1 + 1| = V2 dan-6-= arc tg 1 =

TC M. Maka |
(1w 13273 & w2)2 3eis 2-Tt/ﬁ3+ 2KTC

y K = 0,1,2
K

0, maka z, = 2'/3cis ©/6 = 272/3(y3 . 1)
ko= 1, maka z, = 2315 5 /6 = 272/3(LY3 4 1)
k = 2, maka 25 = 2'/3c1s 3 2= - 2773 3

| 5 5
Dapat diperlihatkan bahwa zj3/_ = 1 + 1 atau zj3 = (1 + i)
= 2i, untuk j = 1,2,3, Misalkan

L1

23« 27%(V3 + 133 2272, 81 = 21

Secara:sama akan didapatkan puia 223 = 233 % 2i. Séhingga

zj3/? = (1 4+ 1), untuk- j = 1.2.3. Secara ilmu ukur ketiga

akar ini werupakan titik sudut dari segitiga yang terletak

di dalam lingkaran dengan jari-jari ]zj' = 2¢/3{

Y 4
4]

==
N\ZA

%3

Contohga..
Harga-harga dari z yang memeuhi 27 = i dapat dicari dari
z = (_i;)‘l/B"_ Karena r = l-i| =:1". dan 4 = are tg (-1/0) =
arc tg (-wo) = - /2. Sehingga |

2 = 1"e1s ('“:/25+ Ty | k- o0,1,2,3,h.

untuk k = 0, maka z4 = c¢is (-TC/1O)
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= 1, maka z, = cis (37T /10)
= 2, mka zq = cis (71C/10)
= 3, maka z_ = cis (111X /10)
(3 /2) = -1

A ®]F o)

I
+
5
<l
)
[ ]
W
i
1)
('8
/2]

.z

IT.4.. BIDANG KOMPLEX YANG DIPERLUAS.

_Apabila titik di tak terhingga yang dinotasikan de-
ngan f(‘/.) s dimasukkan ke bidang k'omplex, maka bidang ihi
disebut sebagai bidang komplex yang dlperluas Dengan de- .
mikian didapat notasi baru @:’ =Cu {f/.)} Untuk membe-
rikan gambaran dari @:'m s kita pandang suatu bola satuan ,
di lR 3 dengan pusat titik z = 0,

S = {(x1,xg,x3) eR3 , X4 2, x22+ x3 = 1}

4 x3

\_/ \
Titik ‘N = (0,0,1) adalah kutub utara dari bola S € me -
motong S sepanjang equator dari 8, sehingga dapat Qity -
liskaq C - {(x1,x2,0) [x1 1Xp € IR} Selanjutnya untuk se -
tiap z € C y dibuat garis Jurus melalui z dan N yang me-
motong S tepat di satu titik Z g% N, Jika [z[ > 1, maka Z
terletak di setengah permukaan bola bagian atas. Jika {z]

< 1, maka Z di setengah permukaan bola S baglan bawah,

Tilka ' » , - 1 wnlsn 7 [ o SURPR 1 t
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Sehingga titik-titik pada permﬁkaan bola 8 menyajikan titik
titdik ﬁari C> , dimana titik N sebagai proyeksi dari ti-
tik z =<, o

Bola satuan § diatas disebut bola Riemann, sedangkaﬁ
proyeksi yang menghasilkan koréSpondensi antara titik-titik
dari S dengan titdk-titik dari C oo disebut proyeksi ste -
reografis. '

Bila Z = (x1,x2,x3) berkprespondensi dengan z = (X,y)
maka garis lurus yang melalui Z, z dan N adalah :

' X4 -0 Xy ~ 0 Xy = 1

= = —— = t telR
x <=0 y -0 0 - 1 .

Sehingga tempat kedudukan tltik titik pada garis itu adalah
| { xt,yt, (1- t))l-—m<t<m}
Bila garls lurus ini memotong 'S di Z, maka t memenuhi :

x°t2 4 + Y 22 . (1 t)2 1, atau

(1 + |2]?)t? P
yang merupakan persamasn kwadrat dalam t, Untuk t £ 0 ( Z
# N ), maka didapat : |

2
t = .
[2]2 + 1
Jadi :; _ j _
o 2x 2y |22 - 1
X, = —=X X, = Xo = A2 7 |
1 |z|2 +1 2 |z‘2 L1 073 |z[2 + 1
atau : :
- : ' - 2
v o Zt.2 x. = "1 -2 ]z]7 - 1
! |z|2 M ]z|2 £1 173 [2]2 + 1

Jika Z = (xT,xg,xs) diketahui, untuk Z # N, maka z = (x,y)
dapat dltentukan dari (x1,x2,x3) = (xt,yt,(1-t)). Dengan
mengambll t=1- X33 maka didapat H '

X1 + 1X2

1:-}{3

Z=X+ 1y =

Contoh 1,

Setiap titik pada lingkaran lz] = 1 pada C akan diproyek-
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sikan ke dirinya sendiri, sebab jika z = x + iy pada ling-

‘karan lz] = 1 maka :

" 2% 2y . 1 -1
e = X X = T | X 2 e—e—— =2 O
A - e T A B

Sehingga : Z = (x1,x2,x3) = (X,7,0) = z

Contoh 2. \ |
Proyeksi dari 2 = ¥ «+ i adalah :
Z = (X1 ,X2,X-_;) = (2/3 2/3 1/3)

'Sedangkan titik Z = (0,0,-1) adalah proyeksi dari titik :

Z=O+iO = 0
1 -« (~1)

Contoh 3.
Proyeksl sumbu riil X padaﬂ: s yang mempunyai persamaan
Yy = 0, ke S adalah :

2x : xgh

v, =
o x2 + 1 2

_ +
2 .1 2

. 2 o 7 2 ;2 _ N2
‘Karena X, = 0 dan x12+ x22+ x32 - (”_2x: > (x - :) »
x< +

maka proyeksi dari sumbu riil adalah lingkaran satuan pa-

da bidang xq0x3.





