BAB II
DASAR - DASAR YANG MENUNJANG ]

IT.1. HARGA EKSTRIM SUATU FUNGSI.

Uisalkan f: [a,b ]-—-)-R suatu fungsi maka

1o £(X) disebut minimal rellatif fungsi £ pada titik
X bila ads swatu h> O sgehingea (x) 2 £(X) un-

tuk setiap =x€( F-h , F+h ).

2. £(¥) disebubt minimel mutlek fungsi f pade titik
¥ bila f(x) 2 £(X) untuk setiap x¢& [a,b] .

30 f(X) disebut maksimal relatif fungsi £ pada tie
tik X bila ada suatu h>O0 sehingga £(x) % £(%)

untuk setiap x€( T~h , T+h ). -

4. £(X) disebut maksimal mutlek fungsi £ pada titik

¥ bila £(x) € £(¥) untuk setiap - x € [a,b] .

Contoh.

Misalkan f: [a,b ]-———-:,R suatu fungsi tunggel yang

mempunyal horgo mokaoinndl dan wminimel dari nilali  fungsi-
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Pitik - titik 83%1y%y,Xq,%, 481 b merupakan titik

ekstrim dari nilei fungsi £(x) yung mgliputi :
1. a,xz,x4 sebagai tifik minimal.
2 x1,x3,b sebagai titik maksimal.

Harga fungsi f(a) disebut minimal mutlak karena
f(a) = min. % f(a),f(xz),f(x4)t} , sedangkan f(xz) dan
f(x4) digebut minimal relatif., Jodi minimel mutlak se;
kaligus merupakon minimal relatif.

Demikian pula untuk harga f(b) disebut maksimal mutlak
karena f£(b) = makse if(x1),f(x3),f(b):} s sedsnglkan
£{x4) dan f(x3) morupakan maksimal relatif.  Jadi
ms kegimal mutlak selalipus jugan merupakon maksiml rela-

tifa

- IT.2. SYARAT PERLU DAN CUKUP HARGA EKSTRIM SUATU FUNGSI
DENGAN SATU VARIABEL,

Jika fungei f£(x) dapet dideferensiallen dalem
interval a<£x=<b, maks syarat perlu untuk mendapatkan
harga: ekstrim pada +itik x = ¢ adslsh f£'(¢) = 0.
Jika fungsi f(x) dapat dideferensiallmn dﬁa-kali da-
lam intervel a%x=b, moka syarat cukup untuk menda-
patkan harga eksirim padn titik =x = ¢ adalah f£'(¢)=0
S dan M(e) £ O disekitar titik c. Apabila £"(c) >0
didapat harge minimal, sedang apablla I"(c¢)< 0  didaw

pat hﬁrga‘maksimaia
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Misalkan fungsi f£(x) dalam interval a<g<x<b
dapat dideferensiaikan;cukup banyak dan pads titik ==c
berlaku hubungan : |

£10c) = 0, £M(c) = 0, aenes 5 £8°1(ey =0

~

akan tetapi f(n)(c) #0 | | veasa (2=1)

Selanjutnya dimisalkan.f(n)(x)'kontinyu digsekitar titik
x = ¢, maka f(x) dapat diurailan menjadi suatu deret

Taylor disekitar titik x = ¢ sebagui berikut :

It

nto -
f(C'l‘h),: f(C) + —""'!"fﬁrl)cc“i‘ehl), 0€O X 1 eeves (2""2)
Sehihgga
f(C’l‘h) e f(C) = ’_‘!-"' f(n)((}‘i‘eh) seen (2"‘3)
n ‘

Sehubungan dengan kekontinyuitasan f(n)(x)gidapat diten~
tukan suatu interval disekitar titik x = ¢ sehingge
dalam interval tersebut tenda f(”)(c+49hj gama dengan
tanda f(n)(cgy'Bila n ganjil maka f(c+h) - f(¢) ber=-
ubah, bila tanda h be rubah gehubungan dengan pers;maan
(2=3) maka f(c) tidak mempunyai hargarekstrim.
Bila:. n genap maks tanda f(cth) - f(c) sema -dengan
tanda f(n)(c) disebelah kiri maupun disebelah kanan - ti-
tik x = c, make I(c) mempunyai harga ekstrim islah
suatu maksimal bilavf(n)(0)< p dan suatu minimal Ybilag
%005 0 |
Sehingga dapatl dikatakan
Jike f£{x) dolem interval &<£x%b dapat dideferensi-



"

alkan n kali pada tifik x = c, f(x) memenuhi
£1(e) = o; £7(e) = 05 woses f(n‘1)(c) = O,f(n)(c) £0
disekitar x = ¢, maka f(c) adalah harga ekstrim
bila dan hanya bila n genap |
- Bila f(n)(c)<<)nmka f(e) haregs maksimal,

Bila f(n)(c)> O maka f(c) harga minimsl.

II.3. HARGA EKSTRIM PADA FUNGSI IMPLISIT.

Jika y suatu fungsi dsri x, diketahul fungsi

implisit
f(X,y) = 0 ‘ seves (2"“4)

Misalkan f(x,y) dapat dideferensialkan parsiel menurut

x dan y maka

3 f 2f dy
...?.._.... -+ ey z2 () eonae {2=5)
QX Dy dx

Syarat perlu untuk suatu harga ekstrim adalah 8y - .

dx
Jika pada titik dengan "%}E'“ 0 +tidak akan ditinjau,
' v
maka gyarat periu wtuk mendapstkan harga ekstrim adalah
._@....?..:O [ AN NN (2""6)
QX
Sehingga ‘koordinat :titik ekstrim memenuhi persamaan
(2=4) dan (2-8), Untuk memerikss apakoh harga ekstrim
tersebut makgimal ataun minimal, persamaan (2-5) dide-

rensiaslkan parsiel menwrut x dan y  didapat .

o 2 o
~ °f dy f ay
352 \ ax J

Jdyox dax
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£ ay - N o
a Z sevee (2"'7) ’ I

i
O

ay ax

Apabila £(x,y) membmiyai deferensial parsiel orde dua

menurut x dan ¥y yangg' kontinyu makey

9%t 2%t
_ax Y QVIX

Sehingga persamaan (2-7) menjadi

2% . p 2 ¢ ay . 2 % [ ay \ °
2 x° dxoy dx ay2 ax
2 .
o f a4y
+ = 0 . EEXEEE] (2""8)
2 " .

ay dx

Qf

Karena untuk titik eketrim. ¥ = 0 dan A0 mska
' dx gy
persamaan (2-8) menjadi
2% 2t a%
+ = 0
D x° . 2y ax’
Sehingga
dZy | a2;[_. /D xE o
— = — ) LN N (2"‘9)

ax® 2t / 2y

Jika persamasn (2-9) >0 maka :didapat harga‘ minimal
dan bila persamaan (2-9) <0 maks didapat harge makgi-

mala
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I1.4. HARGA EKSTRIM DENGAN SUATI SYARAT TAMBAHAN,

Apabilea harus menghitung harga ekstrim suaty funge
81 2= £(x,y) dari suwaty variabel - variabel x dan y

‘gedang antara x Jdgn Y masih terdapat hubungan
Ylxy) =0 - ' creee.(2610)

Hubungan tersebut dinamakan syamat tambahan, maks Jelage
lah bahwa 2z menjadi suatu fungsi dari saty variabel
( umpams dapi x ) karena hubungan persamaan (2-10).
Bila dari persamaan (2-10) dapat dinyatakan y dengan
x étau x dengan y, maka o dapat dikataken lange.
sung, dalam X atau v. Sehingga harga ekstrimnys da-
pat dicari dengan jalan seperrti yang telah diuraikan.,
Akan tétapi kerap kali tidak mungkin untulk menyatakan
sebagai swatu fungsi dari saty variabel, stan Jika mung-
kin akan.didapat'suatu fungsi =« yang beﬁtuknya sangat
sukar, Sehingga wntuk mendapa tkan harga ekstrim adalah
sebagai berikut : |

Dari =» = f£(x,y) didapat

27 _ 2f
dy = dx + dy
x 9y
Jadi
dz 2f of dy'
— BT oe——— 4 ———— *trese (2“11)
dx 2% Jy dx

- Syarat untulk mendapatkan-harga'ekstrim adalah 32 _ 0,
S _ dx

sehingga
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hid f dy ‘
2_. + 2 —_— () ) ’ seae (2"'12)
2 x 2V ax ‘

Dengan cara yang sama dari persamaan (2~10) didapat

dy
u-a_'-/:- o+ 3}0 = 0 snene (2"13)
2Dx - DY dx

Dari persamaan (2-12) dan (2-13) dapat dihitung x
dan y yang mungkin memberilkan harga ekstrim, yang pa-

ling mudah ialah menghilangkan .S¥ = o,
ax

Pergamasan (2-12) dan (2-13) hanya akan mempunyai sue-

atu pendapat bila

Sf I
2% 2y

= 0 ovees (2~14)

2 oy -
X o7

Maka kordinat - koordinat titik ekstrim didapat dari
rersamaan (2-14) dan (2=10),

Untuwk memeriksa lebih lanjut titik - titik tersebut, hg-

: 2 :
rus menentukan tands ~§;§~ pada. titilk - titik tersebut,
.Jelgslah bahwa
NN - R ET A
ax® 2% Ix. 2y dx - Zy 2 x dy dx | ax
RS , 52t ay ‘}" 5% ay . 5%t fay \ 2’

‘Bxe 2x dy dx 2y 2x dx _232 dx
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atau
d2z 926 325;‘ dy 32f dy 2 a2t
= - 2 e _ b ———
2 2 2
dx ox 9x 2y ax oy dx dy
dy

T dapat dicari dari persomaan (2-12) dan (2=-13)

2 . '
sedangkan Ji{% dapat dicari dengan mendeferengialkan
. dx K

persamaan (2=13),

Il.5. PENGGANDA ~ PENGGANDA LAGRANGE,

Sering digunakan pengganda  —~ pengganda Lagrange
untuk mendapatlean harga -~ harga ekstrim. Misalkan fung-
si g = f(X1,“moo ,Xn) yang merupakan fungsi kontinyu
dan dapat dideferensialkan, dibatasi oleh pembatas
8(xqyy oo 5% ) = L dengan g(xqy oo ,x ) Juga meru-
pakan funggi kontinyu dan dapat dideferensialkan. Akan
dicari harga minimalnya. _ |

Dalam hal diatas merupakan suatu masalah dengan
sebuah pembatag dan n variabel pilihan. Penyelesaian~
nya dengah metode Lagrange, yaitu mengubah keterikatan
fungsi £(xqs o ,xn) dengan  g(x4, ces ,xn) dengan
cara meﬁasukkan penggﬁnda Eagranéé sedemikian sehingga
diperoleh suatu Tungsi bebas yang tidak terikat oleh
suatu'pemﬁatas dan deferensial parsiel dari fungsi ter-
gebut terhadap semua variabel - varigbel pilihan dan
‘pengganda Lagrange bernilai noi.

Untuk lebih jelasnya dapat diurailan sebagai be-
rilkut :

Dipilih variabel X, sedemikian hingga
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Xfl = h(X-l‘g s ’xﬂ""i)u o

Sehingga bentuk unumnya berubah menjadi

Dengan pembatas

g(x.,, ..'. ,.'X:n“‘-’, 11(X-1’ -.|',Xn__1) ):=°< seves (2"'15)

WMinimalkan

7 = f(x.I, e ,:X:n__‘-], h(X-], e e ,xn._‘]) ) secvas (2_16)

Syarat perlu wuntuk menda patkan harga ekstrim adalash

22 _go nale

'})xi
D 2 ot of oh

- = —_— =O,l=1, cesn (n"'"])
axl 2 = aXn axl '

svsee (2""17)

Sedang dari persamaan (2-15) didapat

o8 28 2h -
——— —n = 0 g i = 1, crane ’(.l'l""l)
ma ks
2 n e / Dx, g
———— = e 9 L s - 9 # 0 sooee (2"‘18)
'()Xi' dge / axn axn

Persamaan (2~18) disubstitusikan kedalam persamaan

(2-17) didapat

) of oL 9{5/9}:.

j - O
’
DX... _ aX.- C> Xl ag / ox

ans

4.

i = 1., Yy ,(11—1)
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5z | 5T Pf / Px, 2&g o
= - = ’
2 X5 2 ¥y 98/93{&7 x4
i = 1, cesows ,(n"1)

: T /9 x |
Jika A= - 2279 %
oc / 9 x,
maka.
Z £, g
9 = _3_. + ‘,>\ .-:?_..._. = 0

Ca 9% 9%

Sehingga dari fungsi diatag 'didapat suatu fungsi Lagrang;e

gebagai berikut :
1(7& = f(X.«l, ont- ’XI’}.) 4+ ?\[g(x.,, cus "Xll)' ~— O‘:]

Dengan syarat pexrlu supaya xy meminimlkan &, adalah

2L = of 3 D8

= —— =O’i=1, ceGeo ’n
2%y 2%y _9}“1
DA y.
-—-—.g'>\ -] g(}:.], ceew o ’Xn) - O( = 0

Permagalahan Untuk. m  Pemba taa,

Teknik pengganda Lagrange juga digunskan untuk mee—
nyelesaikan permssolahan dengan m pembatag. ilisalken
minimalken z = £(X;5 ssees ,xn) dengan pembatag

,j - 19 sscse 4l

gj(x.I, S0 %00 ,Xn) = Odj []

Prosedur yang sama dengan permssalahen uwntuk satu embg -
P
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tag didapatl persamsan Lagrange sebagai berikut:
c< = _'[?(X-', sve ,Xn) + E—.?\J [gj(x-],' see ,Xn) - OZJ-]

Syarat perlu supaya X5 meminimmlkan o dengan batewan

m‘pembatag adalah

7 2f : .
°oz _ 2% . >\ﬂ QL5 | _
:’)xj_“ a}fi " ) al’l
27 7
= gj(}f.], ess a0 ,3‘.”11) - O<_j = 0
O™ | ‘

dengan i = 1, soeee W11

I1,.6, PEMBATAS PERTIDAKSAMAAN.

Teknik pengganda Lagrange juga berlalku pada pemba-
tas pertidaksemaan. IMisalkan = akan ditentulkan variabel -
variabel X4, ceees X, yang meminimalkan
Z2 = £(X45 eseos ,xn) dengan pembatas
B(xgy oiies 4% ) S oL ”

Daripembatasdnpaf disimpulkan 3 -

To a(xgy cavoo ,xﬂ)‘= o4

2o g(x1, cesoo ,Xn) Z ol

Bila (1) berlalku maka pembatas diketokan aktif, suatu
pembates dikatalkan aktif apabila. berlaku sebagal persama-
an yang tepat pade titik minimal, |
Suatupembates dikotakon tidak aktif apabila berlalu gem
bagai pertidaksamaan yang tepat pada titik minimal. Jadi
seburah pembatas akan aktif atau tidak altif. Apabila pem-

bates tidak aktif make hargs minimel yang dihasilkan akan
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saﬁa dengan harga minimal yang dihitung dengan mengguna=-
Barlpeﬁbatasataupun tidak. Sedang apabila pembatas aktif
maks harga minimal yang dihﬂsiikan akan sama dengén hap=-
gau minimal yang dihitung dengan mengguna kan pembateg
yang berlaku sebagei sebuah persamaén yang tepat.

| Cara untuk'mendapatkan P 1i=1, sease 25

nonegatif yang meminimalkan

% = f(x-l, ceoma ’xﬂ) : cavas (2"'19)

-dengan pembatas pertidaksamasn
B(Xqy eecee %) & oL  eeees (2-20)

adalah sebagal berikuib

Pertama - tama dicari harga xi‘ nonegatif yang memini-
malkan persamasan (2-19) dengan mengabaikan pembatas
yang berarti menyelesaikan masalah tak berpembates. Se-

hinggaw'xi harus: memenuhi

P O . loooo.o (2"'21}

Apabila ¥;  yang dihasilkan dari persamsan (2-21) me=
menuhi persdmaun (2-20) 1wska Xi optimal. Dalam hal
ini berarti pembatas tidak altif. |
Apabila ki yang didapat deri persamaan (2-21) tidal
memeﬁuhi persamaan {2-20) berarti pembatas aktif dan
xi‘ tidak optimal. Sehingga untuk_mendapatkan xg opti=
"mal diselesaikan dengan menggunakan pemha tas

g(x1, coeco ,xh) = of s penyelgsai&nuya-dengan teknik
penggandé Lagrange sebapgai bewrikut : |

Dibentuk persamaan Lagrange

of.—: F(X4y envae 9%.) + /)\I-g,(x“ coese $X.) -'04.-‘
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dengan 9\ merupakan penggands Lagrange.

Syarat Xy meminimallen of adalah

'=O,i=1,.;...,n

. e |
2L 2 N o8
axi‘ axi. ~‘3xi

2K
N

E’(x‘I’ **Pe0 ’Xn) - (7< = O

‘ Bila pembates merupakan pertidaksamsan makas lebih
banyak usaha yang diperlukan untuk menyelesaikan mssalah
dibanding dengan bila pembatas merupakan persamaan, kare-
'na pada pembatas berupa: pertidaksamaan perlu menyelegaie

kan masalah dengan tanpa pembatas.

*+
k4





