BAB II

TECREZMA PENDUKUNG

TT.1.TEOREMA ZULE

Bila garis—garis kelengkungan sebuah permukasn &i |
nyatakan dalam kurva parémetrik,maka persamaan diffe -

rensial garis kelengkungan :
‘(EM-LF)duQ + (EN-LG)dudv + (FN~GM)dv2 =0 ....(2.1)

menjadi identik dengan persamaan kurva paramgtrik :
dudv = 0 | tebesssececcscsssnseansees (2.2)
sehingga didapat :
BM - FL = O L BN - GM = 0 ee... (2.3)

dan EN“GL#O Iﬂ’iI.I...Oﬂl...\....'..-'...(2I4)

é ,
:}..,............... (2.5)
0 _

Karena koeffisien F dan M tidak hilang maka

dari (2.4) didapat

)

( BN - CGL ) M

( EN - GL ) N

)

P=0 dan @ M = 0 seeeesesences(2.6}).

Ini merupakan syarat'perlu dan cukup unituk kurvs para—;
‘metrik menjedi garis kelengkungan.

Syarat F = o menyatakan sifat orthogonal dipenuhi oleh:

semua garis-garis kelengkungan.

:Sedangkan syarat M = 0 menyatakan bzhwe kurva parame —:
~ %rik menyatakan éistem persekawanan.

Sekarang akan diﬁuktikan Teorema —Suler yang menyatakaﬁf
:bahwa t

2 .2
En = ka cCosS™ W + kb sin™ %



:Bukti T

-

Wis.:lkan garis -g.ris kelengkungan merupslkan

kurva varametrik cehingge P = M = 0.

Kelengkungsn nartana ke merunalzan elengkungan nor-

mal untuy arah dv = 0 . Dengan narsamaon kelengiuna

2 :
- ',_f[ (1ud"v' -+ N dvb- N -( 2 '7 ) -
B du” + 2F dudv + G dv '

begitu pulza hubungan kelengkung

J&¢)

n uvtama untulk yang a-

rah du = 0 adalah

kb =

@li=

Misalken sebuah normal bagian permukasn y=ng mempunys
i arall du dan dv |, membuat sudut dengan arah uta-
ma Gav = 0 .

WMaka persamaan arah

1 - 4du o AV

cosPY==— ( & 5 * T & )
VE

. 5 adv

sinP = — |5z

\@f ds
. . 2
dimanae H = a2F —~ F

dan ¥ = 0, maka did=nat

— du
cos Lp: ", -d"s—

. av
Sln"Um\/;‘:a—s-

Sehingga kelangkungzn Kn pads bagian normsl ini de-



II.2.

)

ngzn persanasn (2.7) didapat :

. du 2 dv |2
¥ = _— qJ -
Kn L(g5) + wlgg)
L e ¥, 2
= = cos 4}+ E 31T \P
sehinggn
Kn = k_ cos®\+ k_ sin® . (2.6)
A a \P Ab \P LN O B I BN ] oo L]

Maka terbuktilah teorema Buler padz kelengkungan nor-

mal. Akibst langsung yang nenting dari teorem= ini a~
dalah teorema Dupin s Yang menyatakan bshwa jumlah ke
lengkungan normal dalam dua arah pads sudut siku-siku
adalah konstan dan sama dengan Jjumlah kelenghkungan u-
tamanya.

PORMULA GAUSS UNTUK T

E_|
=
-
[a]
el
N
N

Turunen ke dua dari T pada varameter dapat dinys

takan dalam bentuk = , ?i dan ?2 sebagai berilut :

—_ = Q" f— .T
ryy = Im +¥ry + AT

-~
Ze

- — oy e _ LI I T I B B .O.
Ty, o= ‘Mn Ty AATQf > (2.9)

Ty, = MWa smET, + V7T

dimegna L , ¥ dan N nerupakan bzstran-bsswran order

dus

]

i
I

dan hargae dori koeffisien-koeffisisn £, w, m,

W@

A, M dan‘Jiyang dikenal dengon nama simbol-simbol

christoffel daget dicari dengan carz ssbagai berikut

P
P



iy = ILn + Erl +?Llr2
= RE '{'?\F.

~ telah diketahui

sehingga didapat persamsan :

o i |
Q."J'f' AF ='§I51 ---.--l..n...-.-«(2.10).‘

P = r:L o r2

- — B 1.
Ty « T3 =1 -5 %

didapat persamaan :

.QF +AG :F —"‘}2‘;-1’3 .l.....l.‘....ﬂl(zl‘ll);

Eliminssi pe‘rsamaan (2.10) s (2.11)didapat



Dari persanaan { 2.9)

ro =MA +an Ty +L4r2

(5!

didanat

=

H|

ey _ i~ kv
e Py, =m3E +MT

1g
2 '_12 L]
= Ap ¥ + MG

1 w
EEl A
1
-3 By G w o w
173 e 6y - 2FPy + TE,
2.( BG - P2 )
g F
F &
- -
B 2L:1
F F, -%%.| 2 &P, - EF, - PE
173 %l 1 = BFy ~ FBy
- 2.
7 G



Gl = 2 r2 . r12

didapat persamaan :

o

M]F‘I"MG‘ = Gl .0.....0llc.at-t...(2'13)c

mliminasi vperscmaan (2.12),(2.13) diperoleh :

1. -
2 "2 B
1 - -
m = = %
2 (36 - F7)
= 7
R G
% 1
P 2 —1'2
| = G| wG, - PE
v 2 L 1 2
M = =

g r
F G

Dari persamaan (2.9)

r22 =N n + % rl +\7r2

bz
)
I
Ly
[
=
o
NS
+
[}
N
=
‘_l
no



didapat persamean :

1

Mo+ VP - T, o~ 5 Gy
Ty . Tpy =T aVe
¢ =T, . T,
G, = 2T, . ?22
didapat persam=an :
r+Ve =26,

ceree svsesees(2.15)

Eliminasi persamasn (2.14),(2.15) diperoleh :

F 1 ¥
Fp =5 G Z
Le ¢l 2 eF, - ae, - ¥
n 2 Yo _ o ] 2
= = 2‘
2 ("8G - F° )
£ 7
7 G
.o 1
3 Fp= 3 Gl
P Lg B¢, — 2FP, + FG
N z Tl T2 e~ 1
o ( 5g - F° )

(e
=




II .3.

O

HUBUNGAN MINARDI - CODA%ZI.

Dengan mempnerluas teorema Gauss, didapat dua hu-

bungan yeng indenendent oantara besaran-besaran das:r

dan alternatiinya.

‘Hal ini dapat diperlihatkan sebagai berikut, jika pa-—

dz persamaan identitas :

25 2%

.substitusi harge-harga ?il dan Elz dari persamaan

(2.9) diperoleh :

2

‘--a—(Ln+Qr1+?\r) —aﬁ(m—"'_m_?l %M'f2).

L, o+ 78, L+f, Ty + g, r12+2\2 Ty, + A r22 =

Iy :E + 'ﬁl,m +'ml;l +m -fll +M1' ?2 + A Toq ..(2516)

Bila persamaan(2:16)digandakan dengen normal satuan

7, dimena nl ~':r"lidan "r'i.._l_"f2 , didapet :

L2+EM+?\N = ml““"]L"'MM

I, =M =wL-(%-M)H-AN N 2 4

Dengan cara yang sama, didapat u.n'bu.k persamaan

id_en‘titas s

R

> = >
>v *1z = Bu
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substitusi harga-harga Flz dsn ?22‘dari perszmaan

(2.9) diperoleh :

2o (M awE ATy ) = 2 (N 4 aTy +V Ty )

3 n n T T T T . T =
M, n+mn, Mo+%, T+ Ty, +M, T +M T,

Ny n+ N ﬁl + g _fl+“ﬂ -r_ll +J1 o+ '\7 '1—"12 .. {2.18)

Bile persamaan(2.18)digandakan dengan normal satuan
n , dimana nlT, dan nlr, meka didapat :

My + M + AN =Ny + 9L+ VA

I?I2FN1=Y\L—(W\"'J) T}I“'/\AN .-;-......(2.19).‘

Persamaan (é.l7)€:(2.19) sering disebut persamszn

i Codazzi , Tetapi Minardi telah menemukan hal yang sa-
mz, 12 tahun lebih dahulu dari Codazzi. |

Sehingge akhirnya versamacn (2.17)&(2,19) dikenal e~

ngan hubungen liinardi - Codazzi.

IT .4, TORSI GEODESIK.

'Bila T sebush titik pada geodesik , ¥' satuan ta |

ngen den normal utams adalah normzl unit n ke per -

muksan , maka unit binormal adalah

b - ‘f'X'-l‘-l'..
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Differensisl térhadap panjang busur memberikan torsi

geodesik s

sduku pertema dalam ruas kedua samz dengan nol karens

" gejajar dengan 7 sehingga

/(/?l" -ﬁ' X .'I‘" ' ao_ncaonooocco( 2'20)‘

maka 'C

i

(5,8 ,7]) veeeree(2,20)

Geodesik yang menylnggung sebuah ‘J;cur'v'a pada titik se;
barang disebut garlq 51nggung geodesik pada titik ter
gebut. | l

Selanjutnya beﬁtuk [ﬁ , n', 71] hilang , karena meru%
pakan arah utaﬁa. |
Akibatnya , torsi éebuah geodesik hilang bila menying
gung sebuah garis kelengkungan.

Dari L =[:E , n' E'] dapat diexpansikan dengan

manuliskan

Ei

it
ta
et
=
-
=
N
<

Sehingge didapat :

fﬁ,ﬁl,§i]du2 +: {[ﬁ,ﬁi,?g] + [n,nz,rﬂ}vdudv +[n,no,_¥]dv “=0
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Dan persamaan to;r'si sebuah geodesik menjadi :
= 1 W |2 w .| e 2 | |
T = T (BM=-7T)u'S + (EN-GL)u'v' + (FN-GM)v* 2.22).

Persamaan ini dapat dinyatakan dalam bentuk inclinasi |
geodesik terhadap arzh utama. Bila garis kelengkungan

diambil sebagai kurva parameter maka 3

H° - =G

Dan persamaan (2.22) menjadi :
ToVee u v (Y - &),

Tetapi bila ‘B merupakan inclinasi geodesik kelengku

ngan ke v = ¢ maka,

i

, \lgu' coslg

\[E v! si-ﬁfa

Begitu pula kelengktmgan utamanya adalah

Sehingga persamaan torsi geodesik menjadi :

T- cosF._ sinP ( ky -k, Y.
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II.5. TEOREHA BONNET.

Migsalkan ¢ merupzkan kurva sebarang nada per-
~mukasan , r' merupekin garis singgung satuan s n me-
rupakan normal ﬁtama_”'t;merupakan torsi dan w meru-
- pakan torsi garis singgung geodesik padé titik yang.
diketanhui .
Nidefinisikan sudut normal Obsebagai sudut dari nor-
mal utama ©n ke normal permukesn W .
) positip bila sudut dihitung dengan pemutaran dari
N ke m yaitu séma'dengan dari n ke binormal b

dan sken negatip bila dzalam arah yang berlawanan.

A P

n

¥aka untuk setiap titik sebarang pada kurva , besaran

~ besaran ini dihubungkaen dengan persamaan j
dw . oY
Eé—- ':"‘-C = ‘N | ."....".....T.(z 2_‘5)

Ini dapat dibuktikan sebagai berikut,dengan mengguna-

xan persamaan(2.:20)3igapat :
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Satuan binormal ke suatuan kurva adalah

B = T x n

-

m frrerensesed(2.28)

i
B

dan  cos W

——

m ’ ---0.0.-.00.(2'25)

o
L ]

gin (W =

Dengan menidefferensialkan(2.25)didapat

dw

COS ® Fr = P* . m + b . m
=-tn.o+7 xn.m
~ «Tecosw + ¥m.n
= (—t+ W ) cosw

sehingea ¢

G T oo

Karens W merupakan torsi garis singgung geodesik ma -

dw :
(g5 + U ) mempunyai

lka, dapat dikataksn ©  bahwa
nilei sama untuk semua kurva yang menyinggung pada 't'_:;_ _
tik yang diketzhui. Runusan ini dikennl sebag:ii teosre

ma, Bonnet.
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IT.6. TEOREMA JOACHIMSTHAL.

"a. Bila sebuah kﬁrva,pada gebuah peruukasn mempunyai
dua sifat dibawah ini , maka ia Juga hempunyai si-
fat yang ketiga.

Sifat - sifat tersebut adalah :

i. Ia merupakanrsébuah garis kelengkungan.

1i.Ta merupakan kurva bidang.
iii.sudut normalnya konstan.

Bukti

Bila sebuah kurva € pada permukaan merupakian se-—
buah kurvaAbidang dan sebuah. garis kelengkungan ,

yang berarti T=0 dan W =0 maka dengan

B
+
rl
H;

W didapat W' = 0

Akibatnya bidéngnya memotong permukaan pada sebuah
sudut tetap. |

Sebaliknya bila sebush bidang memotoné pada sebuah
sudut tetap, kurva'perpotongannya mempunyai T = O;

~Sehingga T = 0 dan W= 0. WMaka sesuai dengan
persamaan (2.23)”w'hilang;&ang meﬁunjukkan bahw:a
kurva tersebut sébuah garig kelengkungan. |
Begitu pula bila W = € dan kurva merupakan sebu-—
ah garis kelengkungan mzka T hilang den kurva ae
rupakan sebuah bidang.

b. Bila kurva perpotoﬁgan dua permukaan sebuah garis

kelenglkungan pada satu sama lain , permukzen — per

mukaan memotong pada sudut tetap.
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Bukti :
Wisalhkan W dan We zdalah sudut normal kurva untuk

kedua permukanin.

Yarenz torsi i msruanksan torsi geris singgung

geodesik, maka W =. 0 pada kedua permukaan yung da

pat dituliskan sebagal :

aw _
35 +,—D-—O

a .
ahg(w—wo) =0

jadi W - W = konstan,
Bila dua permukaan berpotongan dengaﬁ sebuzh sudut
tetep , dan kurva perpotongannya merupakan sebuah
garis kelengkungan pada salah satu permukaan , ma-
ka ia mérupakan garis kelengkungan pada kurva yang
lain.

Bukti

W - We = konsfan

maka

919
wig

Bila W dan L merupakan torsi dari garis sing-

gung geodesik pnda sebuah nermukaan , maka dengan

%%‘ T =W

didapat : Ww-T=w_ -T
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sehingga @ H = ﬁo
Bila W =0 - , karena W merupzkan torsi
garis singgung geodesik , maka W, = O pula .

Ini menunjukkan bahwa kurva merupakan sebuah garis

kelengkungan pada kedua kurva permukaan.

11 .7. KSLENGKUNGAN GZODESIK.

Misalkan kur&a sebarang C pada.sebpah permuka—
an didefinisikan kelengkungan geodesik kurva pada se—
buzh titik P sebagal kelengkungan relatif terhszdap
geodesik yang menyinggung pada P .

Bila vektor kelengkungan kurva‘adalah T , maka bagi-

an r" yang searah dengan normal permukaan adalah

n . ™

Sehingga kelengkungah vektor geodesik adalah normal
vermukaan dan beszrynya kn .

Jedi kelengkungan geodesik adalah bagian normal ke —%
lengkungan vekt&r c .

Sehingga kelengkungaﬁ ¢ relatif ke geodesik adalsh
bagian garis singgung ke permukaan. Sehingga kadang-
kadang disebut sebggai kelengkungan garis singgung a—.
tau tangensial kelengkungan C . Tapi lebih umum dise
but sebagai kelengkungan geodesik.

Sebagai sebuah vektor diberikan sebagai :
;1! - Y1 . -fx" « Il a,tall r'l - k_n i} L I I .( 2 .26 )’

Besarammya harus dianggap positip bila deviasi € da’

ri garis singgung geodesik adalah positip untuk puta-
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ran dari normal ke permukaan. Sehingga harus diambil

:arah satuan vektor

n x T untuk T -
Sehingga besar kelengkungan geodesik adalah :
nox Tt . T

yang dinyata@an dglam.

ke, =[5, w, ] e (2a2T)

n = r'l ® I‘2
i
maka,
—_ - 1, —
[:n , TV, r"J = ¥ { ry X r2.) xr' .o
L Py e s ks = n
= f1 ( r{ - T, - T, . T rl) T
Sehingga‘:

k, =% ( F.F'F, . ™ - T, o T T ) .(2.28)

Dari argumen diatas jelaslah bhila k merupakan keleng

kungaﬁ kurva € dan o) merupakan sudut normal sebarang-
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akibatnya :

k = k tg W

‘Semua bentuk kg hilang apabila C merupakan sebuah
geodesik . Karena T" menjadi sejajar dengan H aki-
‘batnya tegaklurus dengan ?l dan ?2 den W= 0.

Ini berarti bahwz kelengkungan sebuzh geodesik relatif’

‘terhadap dirinya sendiri adalah nol.





